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Čaяopis pro pěstování matamatlky, roč. 97 (1972), Praha 

MEHRDIMENSIONALES ANALOGON ZU DEN SÄTZEN 
VON MENELAOS UND CEVA1) 

BRUNO BUDINSKY und ZBYNEK NÄDENIK, Praha 

(Eingegangen am 29. Mai 1970) 

Wir bezeichnen mit £ n + 1 den (n + l)-dimensionalen euklidischen Raum, mit VB+1 

seinen Vektorraum und mit {X+i} die Menge aller Richtungen in Vn+i; n ^ 2. Wir 
benutzen im ähnlichen Sinn die Bezeichnungen En9 V„, {Vn} und nehmen an, daß 
En cz En+l9 Vn a Vn+1, {Vn} a {Vn+i}. Die Ergebnisse formulieren wir in der pro
jektiven Erweiterung En =- En u {V„} von En. 

Wir wählen einen Punkt A0e(En+1 — En) und auf übliche Weise definieren wir 
die eineindeutige Abbildung f: En -> {V„+i}, nämlich B ~> {B — A0}

 2) für V£ e En 

und B -> B für VB e {VJ. Mit 5* bezeichnen wir einen Repräsentanten der Richtung 

f(B). 
Im folgenden setzen wir stets voraus, daß Ai9..., An+t linear unabhängige Punkte 

in En sind. Dann gibt es immer solche Zahlen b09 bl9..., bB + 1 , daß 

(i) B* = M o + M i + - + *»+i4,+i; &o + *>i + ... + bn+l = 0. 

Für fc0 = 0 ist B* e V„ und £ ist ein uneigentlicher Punkt in En. Für b0 4= 0 ist B = 
= -b i fco 1 ^! — .. . — b w + i b o ^ + i und demzufolge B e £„. 

« + i 

Die in En durch B* = X&o-^/O* = 1, . . . , n + 1) bestimmten Punkte Bl9..., Bn+i 

Ziegen dann und nur dann in einer Ebene, wenn det (by) = 0 (i9j = 1, . . . , n + 1). 
In der Tat, infolge (l) haben die Matrizen & = (&l7) mit f,j = 1, . . . , n + 1 und 
&' = (bfy) für i = 1, . . . , n + 1; ; = 0, 1 , . . . , n + 1 denselben Rang. Also det & = 0 
dann und nur dann, wenn B* linear abhängig sind, d. h. wenn sich die Punkte B( in 
einer Ebene befinden. 

1) Mit den n-dimensionalen Seitenstücken zu diesen Sätzen haben sich fortschreitend K. K. 
MoKW$eEv [2J, [3], Z. NÄDENfic [51, [6], N. M. BESKTN [1J, H. SASAYAMA [7] und F. MOLNAR [41 
beschäftigt. Es ist der Zweck der vorliegenden Note, die auf langwierige synthetische Weise 
hergeleitete Hauptergebnisse aus [5] und [6] kurz zu begründen. Das Verfahren kann auf sphä
rische Räume ausgedehnt werden. 

2) {B — A0} bedeutet freilich die durch den Vektor B — A0 bestimmte Richtung. 
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Wir wählen zwei Punkte P, F e En und eine reelle Zahl k. Wir sagen, der durch 
R* = (fc - l) A0 + P - fcF definierte Punkt # teile die Strecke PF im Verhält
nis fc; wir schreiben (PP'R) = fc. Das ist in Übereinstimmung mit der üblichen Defi
nition. Denn für fc =# 1 ergibt sich — als Spezialfall der obigen Bemerkungen, daß 
R = (1 - fc)"1 P - fc(l - fc)-1 P'. Für fc = 1 ist freilich R der uneigentliche Punkt 
der Geraden PF. 

Weiter betrachten wir das (n + 1)-Eck A1A2 ... An+1. Wir wählen von Null 
verschiedene Zahlen kl9 ..., fcn+1 und auf jeder Seite AtAi+1 (i = 1, . . . , n + 1; 
An+2 ss At) den Punkt B% e En derart, daß (AtAi+1B^ = k{. 

Der Satz von Menelaos. Die Punkte Bl9..., Bn+1 liegen in einer Ebene dann und 

nur dann, wenn kx ... kn+1 = 1. 
Da die Repräsentanten der Punkte Bt durch 

(2) B*1=(ki-l)A0+Ai^kiAi+1 (i = l , . . . , n + l) 

ausgedrückt werden können, so ergibt sich der Satz unmittelbar aus der obigen 
Behauptung als ihr spezieller Fall. 

Mit ßi bezeichnen wir die Ebene, welche durch den Punkt Bt der Verbindungslinie 
A{Ai+1 und durch alle Ecken des betrachteten Polygons mit Ausnahme von At, Ai+l 

geht. 

Der Satz von Ceva. Die Ebenen ßl9..., ßn+1 haben dann und nur dann einen 

gemeinsamen Punkt, wenn kx ... kn+1 = ( —l)n + 1 . 

Angenommen, alle Ebenen ßt gehen durch den Punkt Q e En. Es sei 

(3) ß* = qo^o + tfi^i + ••• + 4„+ i4 .+ i ; qo + q\ + ••• + qn+i = 0 ; 

dabei ist qt 4= 0 für i = 1, ..., n + 1, wie leicht zu zeigen ist.3) Für den Punkt Bt 

haben wir zugleich B* = (kt - 1) A0 + Ax - kxA2 und B* = bQ* + b0A0 + 
+ b3A3 + . . . + bn+1An+1\ die Koeffizienten b'09 b3,..., bn+1 interessieren uns nicht. 
Setzt man für Q* aus (3) ein und vergleicht man dann beide Darstellungen, so erhält 
man 1 = bql9 —kt = bq2. 

Auf Grund der zyklischen Vertauschung ergibt sich daraus 

(4) fc! = -q2jqu k2 = -q3jq29 ..., fcn+1 = -q^n+t , 

was freilich unmittelbar zu kx ... kn+1 = ( - l ) w + 1 führt. Daß bei kt ... kn+l = 
= ( - 1 ) " + 1 die Ebenen ßt einen gemeinsamen Punkt besitzen, beweist man auf be
kannte elementare indirekte Weise. 

Der gemeinsame Punkt der Ebenen ßl9..., ßn+x ist dann und nur dann uneigentlich, 
wenn 

(5) K = 1 - f c , + k i k 2 - . . . + ( - - l ) " f c 1 . . , f c | | = 0 . 

3) Vgl. [5], S. 5. 
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In der Tat, wenn wir aus (4) fortschreitend q2,..., qn+i berechnen und in (3) ein
setzen, so erhalten wir 

(6) Q* = -qiKA0 + qiAi - qikxA2 + ... + ( -1 ) " qikt ... fc^.+ i • 

Weil das Verschwinden des Koeffizienten von A0 einen uneigentlichen Punkt kenn
zeichnet, ergibt sich daraus sofort (5). 

Es sei n eine ungerade Zahl. Die Punkte Bi9 ...9Bn+i liegen dann und nur dann in 
einer Ebene j5, wenn die Ebenen ßi9 ..., ßn+i einen gemeinsamen Punkt haben. Der 
Punkt Q und die Ebene ß sind inzident. 'Q ist der Durchschnitt der durch die Punkte 
Bl9 B39..., Bn und Bl9 B 4 , . . . , Bn+i bestimmten Unterräume. 

Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus den Sätzen von Menelaos und Ceva. 
Für ungerades n kann man Q* aus (6) unter Zuhilfenahme von (2) in dieser Form 
schreiben: 

ß* =(.)A0 +Bl + fctfc2B* + ... + fc1fc2...fc„_1ßn*. 

Folglich befindet sich der Punkt Q in dem durch die Punkte Bl9 J53 , . . . , Bn bestimmten 
Unter räum. 
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Anschrift der Verfasser: Praha 2, Trojanova 13 (České vysoké učení technické). 
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