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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

UBER GEWISSE EIGENSCHAFTEN DER OPTISCHEN GLEICHUNG

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Eingegangen am 4. October 1972)

In diesem Artikel versteht man unter dem Begriff Zahl (wenn ausdriicklich nicht
etwas anderes vorausgesetzt wird) immer natiirliche Zahlen. Es werden fiir n > 2
folgende Symbole benutzt:

P(x) =j1j1xj; M(x) = [X4, X35 o0y Xp] 5 D(x) = (%15 X2, .0y X) 5
S(x) =jz::1xj.

Im Artikel [3] wurde die Formel M(x) = D(x) M(M(x)/x) abgeleitet und bei
Losung der Gleichung S(x) = y M(x) benutzt. Dazu hat Herr ANDRZEI MAKOWSK!
(Warszawa) den Autor aufmerksam gemacht, dass diese Formel bekannt war (s.

(1], [2])- '

In dieser Abhandlung werden mittels &hnlicher Formeln, die ganz einfach und
wahrscheinlich auch schon bekannt sind, Losungen gewisser Gleichungen auf die
Losung der optischen Gleichung

(1) s (1> =1
X
zuriickgefiihrt.

Satz 1. Fiir n = 2 gelten die folgende Formeln:

(220 M (5(—"1) SRLIY @) D (f(_"l) _ Py

x D(x) x M(x)
(20) M (%(ﬁ) = %(%) ; ) D (Mix)) - 1

e m(5)= 5 e o(5) -t
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Beweis. Wir bestitigen die Formel (2a), der Beweis der iibrigen ist analog.
k
Es sei x; = [] pi, i =1,2,...,n, wo p; untereinander verschiedene Primzahlen
j=t

und a; ; nichtnegative ganze Zahlen sind so, dass fiir jedes i wenigstens eine a; ; positiv
ist. Sodann ist

o (P) = e (vax [, - i) -

= Jf:Ilexp {[éla,-j - Miin o;]lnp} = Ex;

Satz 2. Wenn (a) eine beliebige Losung der Gleichung (1) ist, so haben die Glei-
chungen in der Tab. 1 die dort angegebene Losungen.

Beweis. Wir bestitigen den Fall No 1, analog sind die Beweise aller iibrigen und
darum werden sie da nicht angefiihrt. Nach (1) ist S(P(a)/a) = P(a) S(1/a) = P(a)
und nach (2a) ist D(a) M(P(a)/a) = D(a) (P(a)/D(a)) = P(a).

Hiemit ist bestétigt, dass die Zahlen

xi=£(—(-1—), i=12..,n; y= D(a)

a;

eine Losung der Gleichung S(x) = y M(x) darstellen.

Satz 3. Wenn (a) eine beliebige Losung der Gleichung (1) ist, so bilden die Zahlen

eine Losung (in natiirlichen Zahlen) der Gleichung

[S(/AT = ().

Beweis. Die Zahlen x; sind tatsdchlich natiirliche Zahlen. Wegen der Symmetrie
geniigt es den Beweis fiir i = n anzugeben. Nach (1) ist

n—1
aa,...a
aay...a,_y +y 2" "=uqa,... a,,

i=1 a;

woraus sichtbar ist, dass a, | a4, ... a,_, gilt.

Weiter haben wir

[s(2] - [V s ()] - v
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Tab. 1

. Losung
No Gleichung
xpi=12,..,n y z
1] S = » M) e D@ _
2| S(x) = y D(x) }%‘2 M(a) -
B P(a) P(a) D(a) B
: a; M(a)
3| S(x) D(x) = y M(x)
M(a) D(a) _
a;
P(a) M(a) P(a) _
“a; D(a)
4| S(x) M(x) = y D(x)
M(a) M) _
a; D (a)
50 [SOI" ! = P(x) %‘.’) - _
6| zZ[SCOI 2 M(x) = P(x), n > 2 %") — D(a)
i
7| 2SO "2 D(x) = P(x), n > 2 I%") — M(a)
i
8| ASWI I M@ D) = P, n>3 - M(a) D(@)
P(a) D(a) P(a) _
a; M(a)
9| S(x) = y M(x) D(x)
M(a) D(a) _
a;
10| z S(x) = y P(x) Ma(a) P(a) M@ !
i
» M
11] 2.5 M(x) = y P(x), n > 2 a(“) P(a) D(a) M@~ 2
. i
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Tab. 1 (Forsetzung)

Losung
No Gleichung
xpi=1,2,..,n y z
M
12| z S(x) P(x) = y M(x) a(a) D(a) [M(a)]" P(a)
i
13| z 8(x) D(x) = y P(x) Ma(a) P(a) M@ ~!
14| z S(x) P(x) = y D(x) NL@ M@r*! P(a)
15| 28 (1) = » M a (D(@)]? M
z ;Y y M(x D) (a)] (a)
6] s()=,p 9 D
=7 (x) D@ (a) -
17 s} mMw =D i M)
* (x) = y D(x) D(a) (a —
1 _ i 2 :
18| z S <x) D(x) = y M(x) D@ [D(a)] M(a)
) 2
19| 28|~ )=y M(x) D(») — [D(a)] M(a)
x D(a)
20| zS8 - y P(x) R (D@1 *! P(a)
_\x D(a)
21| z S Moo=y p i [D(a)]" )
o x) =y P(x) D@ a M@)
2|z8 (1 P(x) =y M), n>2 9 P(a) M(a) [D(@)]" 2
x D(a) ‘
1 - _i n+1
23| z 8 (;) D(x) = y P(x) D@ [D(a)] P(a)
1 _ __a_L n—1
24| z S (;) P(x) = y D(x) ) P(a) [D(a)]
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und ebenfalls auch

L () T

a P(a)

Satz 4. Wenn (x) die sogenannte extreme Losung der Gleichung (1) ist, dann bilden
die Zahlen

x,- = \/_-‘P(a), i = 1, 2, .
o

.o R

13

eine ga‘nzzahlige Losung der Gleichung

[S)I"™* = P(x).

s (ﬂ’ﬁ)] - [P

p (4202 L WPAY _ -

o P(«)

und somit ist die Gleichung befriedigt. Wie bekannt, hat die extreme L&sung der
Gleichung (1) die Eigenschaft

Beweis. Es ist

und

Oy = g0y ue Oy g

aus der hervorgeht, dass \/P(«)/;, i = 1,2,...,n — 1 ganze Zahlen sind, weiter ist
leicht zu erkennen, dass x, = 1 ist. So ist der Beweis vollendet.

Mit den angegebenen Ergebnissen sind keinerfalls alle Mdoglichkeiten erschépft.
Die Losungen der optischen Gleichung liefern in Verbindung mit den Formeln (2)
sehr mannigfaltige Beziehungen.
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