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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973). Praha 

LJAPUNOVOVA METODA V TEORII OMEZENOSTI 
LINEÁRNÍCH REGULOVANÝCH TOKŮ 

FRANTIŠEK TUMAJER, Liberec 

(Došlo dne 16. února 1972) 

1. Označeni. Symbolem P označíme netriviální reálný lineární normovaný prostor, 
jehož nulový prvek je o a norma || \\, R neprázdnou podmnožinu množiny reálných 
čísel, R+ množinu kladných čísel, m = {(0, 9)e P x R : 9e Ř], U neprázdnou mno
žinu, a t tok na P nad R s domain t = {(9, x, a) e R x P x R : 9 = oc] = D, tj. 
zobrazení t: D --> P, jež má následující vlastnosti (přitom definujeme $tax = t(9, x, oc)): 

(i) (a, x, a) e D => atax = x, 

(ii) ytfi o fitax = ytax pro všechna y = /?.= a v K a každé xeP. 

Symbolem [ť : u e U) označíme lineární regulovaný tok na P nad R x U (viz práce 
[1]), jenž je definován tímto způsobem: 

(i) Pro každé w e U je ť tok na P nad R a jsou-li u eU, veU, pak domain ť = 
= domain ť = D, 

(ii) (j8, x, oc) e D, (P, y,oc)e D, ue U, X, jx reálná čísla => pt"(Xx + fiy) = Xfix -f 
+ AV"y> 

(iii) (/?, x, a) e D, ue U, fix = o => x = 0, 

(iv) U je taková neprázdná množina, že pro každou posloupnost uk e U, xk^í e P, 
k = 1,2,... a pro každé dělení a0 < a t < ... množiny R, pro které xk = a]tfh_^xk-15 

k = 1, 2,..., existuje alespoň jeden prvek ueU takový, že <Ju
0Lk_ixk_1 je definováno 

na <aJ k. l J afc> n _R rovností ^ . . x * , ! = ^ £ - ^ - 1 P r o fc = 1- 2, . . . 

Říkáme, že {ť : u e U} je lokální, případně globální, právě když množina R 
nemá maximum, případně je shora neomezená. Říkáme, že {ť :ueU} je stacionární, 
právě když pro každé (x,u)eP x U, oce R, pe R, oc = /? a pro všechna 9 e £ je 
fi-9ta-$x = ^ x = p+&t"+sx. Je-li dáno <r e P u { — oo} takové, že <<r, -fco) n 
n (R — {ď}) je neprázdná množina, pak označíme 0t = <(T, +oo) n K a £ = (P — 
- {0}) x m. 
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2. Definice. Říkáme, že parciální zobrazení V:P x R-+R+ je Ijapunovskou 
funkcí lineárního regulovaného toku {ť : u e U}, právě když platí 

y = fiťax , ueU , (x, a) e domain V, (y, 0) e domain V=> F(y, j?) = V(x, a) . 

3. Definice. Říkáme, že {ť : u e U} je na E omezený vzhledem k množině m, 
právě když existuje zobrazení cp : E -> R+ takové, že platí 

(1) (9, x, a) G D , (x, a) e £ , u e U => | | d ř^ | | ž <H*- a ) • 

Říkáme, že {ť :ueU} je na E stejně omezený vzhledem k množině m, právě když 
existuje zobrazení f : M x R+ -* R+ takové, že platí 

(2) ( 9 , x , a ) e D , (x, a) e F , | | x | | = ( y , u e U => | | ^ x | | = f(a, co) . 

Říkáme, že {ť :ue U} je na E stejnoměrně omezený vzhledem k množině m, právě 
když existuje zobrazení f : R+ -> ,R+ takové, že platí 

(3) ( S , x , a ) e D , (x, a) e E , | | x | | = c o , u G U => | | ^x | | ^ £(a>) . 

Říkáme, že {řM : w e 17} Ie na E stejně asymptoticky omezený vzhledem k množině m, 
právě když je na E stejně omezený k m a existují konstanta x e R+

9 zobrazení T : @ x 
x JR+ -> &+ takové, že platí 

(4) (9, x, a) e D , (x,a)eE, ||x|| ^ co, 9 ^ a + T(a, co) , 

ueU => \&ťax\ S * • 

Říkáme, že {řM : u e U} je na F stejnoměrně asymptoticky omezený vzhledem k mno
žině m, právě když je na E stejnoměrně omezený k m a existují konstanta x e JR+, 
zobrazení T : JR+ -» R+ takové, že platí 

(5) (S,x,oc)eD, (x,ot)eE, | | x | ^ c o , 3 = a + T(CO) , 

ueU => ||^"x|| ^ *:. 

P o z n á m k a k def inici 3. Existuje-li konstanta x a zobrazení % tak, ze platí (4), 
pak ke každému xe R+ existuje z závislé na x takové, zeje splněno (4). 

Samozřejmě platí táž poznámka o konstantě x & zobrazení t ve vztahu (5). 

4. Věta. Lineární regulovaný tok {ť : ue U} je na E omezený vzhledem k množi
ně m, právě když existují 

(6) konstanta SeR+, parciální zobrazení V:E-+R+, parciální zobrazení 
a : R+ -> R+, a rostoucí, a(v) —> + co pro v -> + oo 

a mající následující vlastnosti: 

(i) V je Ij a punovská funkce s domain V = {(x, a) e E : ||x[| ^ S}, 

(ii) (x, a) e domain V=> a(||x| |) ^ V(x, a). 
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Důkaz. Nechť {tu :ue 17} je na E omezený vzhledem k m. Zvolme <5eR+ a defi
nujme parciální zobrazení 

(7) V:E~>R* :V(x, a) = sup{|a£x|| : ue U, <x^9eR} pro ||x|| ^ 5 , 

(8) a : R+ -> R+ : a(v) = v 

a ukažme, že mají vlastnosti (i), (ii). 

Ad (i): Nechť je dáno (x, a) e domain V. Pak podle (1) ze vztahů (3, x, a) e D, 
ueU plyne ||díJ|x|| S <p(x, <*)> takže je V předpisem (7) skutečně definováno. Dále 
pro y = 0Í£K a každé z = Bt^y existuje weU takové, že platí z = $™x. Odtud plyne 

V(y, p) = sup {||^y|| :ueU, p^SeR}^ 

ž sup {\\»ťax\\ : u e U, a = 3 e i?} = V(x, a), 

takže V je Ijapunovskou funkcí. 

Ad(ii): Zřejmě platí 

| | X | | E { | | ^ X | | : U G I / , a = Se.R}, 

takže ||x|| ^ ^(x- a). 
Nechť existují parciální zobrazení (6) s vlastnostmi (i) a (ii). Definujme zobrazení 

<p : E -> R+ tak, aby byl splněn vztah 

•(R^MÍH 
a ukažme, že q> splňuje (1). Nechť jsou dány ($. x, a) e D, (x, OÍ)G E, ueU. Pak pro 

) e domain V 

v >ii ' / 
platí 

(":ІH' 

VII .NI 11/ V NI / VNI / VNI ) 
takže \d\x\ ;= <p(x, <*)• Je-li 

« 5 II c 

pak ||*ííx|| < ||x|| ú <p(x> a). Je tedy {tu: u e 17} na E omezený vzhledem k m. 

5. Důsledek. Nechť {tu : u e U} je stacionární lineární regulovaný tok na P nad 
R x U. Nechť pro každou trojici ueU, oteR, fieR, a ^ /? a libovolnou lineární 
invariantní množinu A c P platí fit^A = A. Nechť pro každé ueU je tok ť na 
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(P — {o}) x R omezený vzhledem k množině m. Potom existují zobrazení V: 
: (P — {o}) x R -> R+, zobrazení a : R+ -> R+, a rostoucí, a(v) -» +00 pro v -> 
-> + 00, 5 následujícími vlastnostmi: 

(i) V je Ijapunovská funkce, 

(ii) (x, a) e domain V=> a(||x||) ^ V(x, a). 

Důkaz vyplývá z první části důkazu předcházející věty a z důkazu věty 2.2 práce [ l ] . 

6. Věta. Lineární regulovaný tok {ť :u e U} je na E stejně omezený vzhledem 
k množině m, právě když existují 

(9) konstanta 5eR+, parciální zobrazení V: E-* R+, parciální zobrazení 
a : R+ -* R+, a rostoucí, a(co) -> +00 pro co -> -foo a parciální zobrazení 
£0:m x R+ ->R+ 

s následujícími vlastnostmi: 

(i) Vje Ijapunovská funkce s domain V = {(x, a ) e £ : ||x|| ^ á}, 

(ii) (x, a) 6 domain V=> a(||x|j) g V(x, a), 

(iii) (x, a) G domain V, ||x|| ^ 00 => V(x, a) ^ Co(a> w)-

Důkaz. Nechť {ť : u e U} je na E stejně omezený vzhledem k m. Zvolme 5 e R+ 

a definujme parciální zobrazení V: £ -> K+ vztahem (7), parciální zobrazení a : R+ -+ 
-• R+ předpisem (8) a 

(10) Co : 91 x R+ -> * + : í0(a, a>) = C(«, ©). 

Nyní dokážeme, že V, a a. (10) mají vlastnosti (i), (ii), (iii). Parciální zobrazení V a a 
mají zřejmě podle 4. Ad (i), 4. Ad (ii) vlastnosti (i) a (ii). Z (2) pak plyne, že V je před
pisem (7) skutečně definováno a má vlastnost (iii). 

Nechť existují parciální zobrazení (9) s vlastnostmi (i), (ii) a (iii). Definujme zobra
zení £ : á ř x l i + - > . R + tak, aby byl splněn vztah 

a ß C(a, æ)\ è Цot, ô) 

a ukažme, že C splňuje (2). Nechť jsou dány (#, x, a) e D, (x, a) e E, [|x|| ^ co, u e U. 
Pak pro 

platí 
(9t'îx'9) G domain V 

ЧИMI) s o(Инi) s к( > , :и- 9) s 

•ŕ*(p!H-«*«>-•(>->)• 
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takže | | a # c | | g C(«, a>). Je-li 

S 

Ć0 
<s, 

pak ||$0c|| < co ^ £(a, co). Je tedy {íu : u e U} na £ stejně omezený vzhledem k m. 

7. Důsledek. Nechť {ť :ue U} je lokální lineární regulovaný tok na Pn nad 
R x U, kde Pn je n-rozměrný lineární normovaný prostor. Nechť pro každé ueU 
je tok ť na (P* — {o}) x R omezený vzhledem k množině m. Potom existují konstanta 
creR, Ijapunovská funkce V:(Pn — {0}) x (<(T, +oo) n Ř) -> R+ a zobrazení 
a : R+ -+ R+, a rostoucí, a(co) -> + oo pro co -> + co, Co : ((<*9 + co) n i£) x JR+ -> 

-> R+ takové, že platí 6(ii), 6(iii). 

D ů k a z vyplývá z věty 2.7 práce [1] a z první části důkazu předcházející věty. 

8. Věta. Lineární regulovaný tok {ť : u e U} je na E stejnoměrně omezený 
vzhledem k množině m, právě když existují 

(11) konstanta SeR+, parciální zobrazení V:E->R+, parciální zobrazení 
a : R+ -> JR + , a rostoucí, aty) -> +oo pro \j/ -> +co a parciální zobrazení 
Co : R+ - R+ 

s následujícími vlastnostmi: 

(i) V je Ijapunovská funkce s domain V = {(x, oc)e E : \\x\\ ^ <5}, 

(ii) (x, a) e domain V => a(\\x\\) g V(x, a) ^ Í 0 ( H | ) . 

Věta vyplývá z důkazu věty 6 a z toho, že zobrazení £ v (3) a parciální zobrazení £0 

v (11) nezávisí na a. 

9. Důsledek. Nechť jsou splněny předpoklady důsledku 7 a nechť {ť :ueU} je 
stacionární. Potom existují 

(12) zobrazení V: (Pn — {o}) x R -> R + , zobrazení a : R+ -> K+, a rostoucí 
a(\//) -> + oo pro i/> -> + co a zobrazení ( 0 : JR+ -> # + 

5 následujícími vlastnostmi: 

(i) Vjte Ijapunovská funkce, 

(ii) (x, a) e domain V=> a(||x| |) á V(x, a) ^ C0(||x||). 

D ů k a z vyplývá z důsledku 2.8 práce [1], z první části důkazu věty 6 a z toho, že 
{ť : u e U} je stacionární. 

10. Věta. Lineární regulovaný tok {ť :ueU} je na E stejně asymptoticky omeze-
ný vzhledem k množině m, právě když existují parciální zobrazení (9) s vlastnostmi 
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6(\), 6(ii), 6(iii), konstanta x0 e R+ a zobrazení T 0 : @t x R+ -> R+ mající vlastnost 

(iv) (x, a) e E, ||x|| <I co, 3 ^ a + T0(a, co), ueU9 

(sfax, 3) e domain V=> V(d#c, 3) ^ x0. 

D ů k a z . Nechť {řM :ueU} je na £ stejně asymptoticky omezený vzhledem k m. 
Pak z věty 6 plyne, že existují parciální zobrazení (9) s vlastnostmi 6(i), 6(ii), 6(iii). 
Položme x0 = x a zobrazení T 0 : ^ x R+ -> R + definujme předpisem T0(a, co) = 
= T(a, co), kde x a T jsou z (4). Pak pro každé (3, x, a) e D, (x, a) e E, ||x|| :§ co, 
u e U, 3 ^ a + T0(a, co) je ||dí"x|| í x 0 a vzhledem k (7) také V(^ř"x, 3) <; K 0 . Odtud 
plyne, že parciální zobrazení V má vlastnost (iv). 

Nechť existují parciální zobrazení (9) s vlastnostmi 6(i), 6(ii), 6(iii), konstanta 
x0e R+ a zobrazení xo:0i X R+ ->jR+ mající vlastnost (iv). Zvláštností 6(i), 6(ii), 
6(iii) vyplývá podle věty 6, že {ť :ue U} je na E stejně omezený vzhledem k m. 
Definujme konstantu x ^ S tak, aby byl splněn vztah a(x) ^ x 0 a z a zobrazení T 
zvolme T 0 . Ukažme nyní, že x a T splňují (4). Nechť jsou dány (3, x, a) e D, (x, a) e E9 

||x|| 51 co, 3 ^ a -h T(a, co), ueU. Pak pro (&tux, 3) e domain V platí 

a(yu
ax\\)^V(^tu

ax,S)^x0Sa(x)^ 

takže ||a*!*I ^ x. Je tedy {ť : u e U} na E stejně asymptoticky omezený vzhle
dem k m. 

11. Důsledek. Nechť {ť :ue U} je globální lineární regulovaný tok na Pn nad 
R x U, kde Pn je n-rozměrný lineární normovaný prostor. Nechť {tu : u eU} 
je na E — (Pn — {o}) x R stejnoměrně omezený vzhledem km a nechť pro každou 
trojici ueU, a e R, xePn je lim ||dřax|| = 0. Potom existují Ijapunovská funkce 

V: (P" — {o}) x R ~> R+
9 zobrazení a : R+ -> R+, a rostoucí, a(\(/) -> -foo pro 

xj/ -> + oo a Co : ^ + -* R+ s vlastností 8(ii), konstanta x0e R+ a zobrazeníT0 : i? x 
x K+ -> # + mající vlastnost: 

(x, a) G domain V, ||x|| á co , 3 ^ a -f T0(a, co) , 3 e JR, 

w e U => V(&tux, 9)^x0. 

D ů k a z vyplývá z věty 2.14 práce [1] a z prvních částí důkazů vět 8 a 10. 

12. Věta. Lineární regulovaný tok {tu : u e U} je na E stejnoměrně asymptoticky 
omezený vzhledem k množině m, právě když existují parciální zobrazení (11) 
^ vlastnostmi 8(i), 8(ii), konstanta x0 e R+ a zobrazení T 0 : R

+ -> R+ mající vlast-
nost 

(iii) (x, a) e E, ||x|| <I \j/, 3 ^ a + T0(I//), w G U, 

(dí"x, 3) G domain V=> V(dř"x, 3) <; x:0. 
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Důkaz vyplývá z věty 8, důkazu věty 10 a z toho, že zobrazení x a t 0 nezávisí na a. 

13. Disleůek.JVechťjsou splněny předpoklady důsledku 11 a nechť {ť :ueU} je 
stacionární. Potom existují zobrazení (12) s vlastnostmi 9(i), 9(ii), konstanta 
x0€ R+ a zobrazení T0 : R

+ -* JR+ mající vlastnost 

(iii) (x, a) G domain V, ||x|| ^ ý, 9 ^ a + T0(IA), 9eR, «el /=> V(d#c, 3) <L x0. 

Důkaz vyplývá z důsledku 2.15 práce [1], z předcházející věty a z důsledku 9. 
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Summary 

LIAPUNOV'S METHOD IN THE THEORY OF THE BOUNDEDNESS 
OF LINEAR CONTROL FLOWS 

FRANTISEK TUMAJER, Liberec 

The properties of the boundedness of the linear control flow which is an immediate 
generalization of the notion of the linear control system of differential equations 
which is studied in the paper by J. KuCera, I. VrkoS: Note on stability of a linear homo
geneous control system are studied. Various types of boundedness are characterized 
by means of Liapunov's functions. Furthermore, some sufficient conditions for certain 
types of the boundedness of the linear control flow with respect to a given set are given. 
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