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Časopis pro pěstování matematik/, roč. 99 (1974), Praha 

POZNÁMKA O POČTE RIEŠENÍ OPTICKEJ ROVNICE 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 7. marca 1973) 

P. ERDOS V článku [l] uvádza, že o počte riešení diofantickej rovnice £ ljxj = ajb 
í = i 

nič nie je známe. V článku [2] sa počet riešení rovnice l/x + l/y = íjb vyjadřuje 
pomocou počtu d(b) delitelov čísla b. V tejto úvahe sa určí dolné ohraničenie počtu 
riešení rovnice 

(1) Íl/*, = 1, n>2 
i = l 

tým, že sa stanoví počet (resp. jeho dolné ohraničenie) tých riešení (1), ktoré možno 
vypočítať podlá článku [3] a [4]. 

Pod riešením rovnice (l) rozumieme tzv. primitivné riešenie, vyhovujúce podmienke 
*i ž *2 =í ••• =. *»» v prirodzených číslach. Riešenia splňajúce podmienku xt < 
< x2 < ... < xn nazveme P-riešeniami, ich počet p(n) a riešenia, ktoré tuto podmien
ku nesplňajú, Q-riešeniami a ich počet q(n). 

I. P-RIEŠENIA 

Podlá definície 3 a vety 2 a 9 článku [3] dostaneme pre n > 2 tzv. prolongabilné 
riešenia rovnice (l) splňajúce podmienku x± < x2 ... < xn nalsedovne: 

(2)a 0 = l , ai = ai-1(l + j*=1\, kt-tlat-n k{<a{9 i = 1, 2,..., n - 1 

x{ = a,-.! + fc^x, i = 1,2,. . . , n ~ i , xu = an-t. 

Podmienka ki^í | a ^ vo vete 2 článku [3] bude splněná, ak k{-x \ a%-v 

Veta 1. Riešenia (2) rovnice (1) sú pro rózne postupnosti {fc,}"=Š rdzne P-riešenia. 
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Dókaz. Třeba dokázať len, že rózne postupnosti {kj} a {fc}} dajú rózne riešenia. 
Pretože podlá (2) a0 = fc0 = 1; at = 2, kt = 1, existuje taký index ;, 2 ^ / g 
i£ n — 2, že fc0 «-= fc0, fcx = fci,..., fcj-1 = fcj-i, ale fcj =j= fc}. Potom, pravdaže, 
aj at = aj, čo platí dokonca pre i á I> lebo aj = o,-,. x(l + a^x\kj- t) = a) a af 4= aj 
pre i > j . Z toho vyplývá, že x'j+1 — xj+í = a} + fcj — Oj — fcj = fc} — fcy + 0. 
Tým je veta dokázaná. 

Lema 1. Nech aj9 kj sú čísla určené podlá (2), j = 2. Počet ď(aj) delitelov kj9 

kj < aj9 číslo aj nieje menší než j + 1. 

Dókaz. Pretože a2 = ax(l + ai/fc^ = 2(1 + 2) = 6, je ď(a2) = 3 a lema pre 
j = 2 platí. Nech platí pre určité I = 2, dokážeme, že platí pre j + 1. Podlá (2) je 
a J + 1 = aj(l + ajjkj), teda ^ | aj+u aj < aj+u a preto ď(aj+1) = ď(flj) + 1, 
lebo pribudol aspoň dělitel as. Pretože předpokládáme ď(aj) ^ j + 1, je ď(a J + 1) ^ 
^ I + 2. Tým je lema dokázaná. 

Veta 2. Pre počef p(n) P-riešení rovnice (l) p/aí/ 

p(n) = i(n - 1)!, n > 2 . 

Dókaz. Veta platí přen = 3 (s rovnosťou), lebo p(3) = 1 (riešenie .x̂  = 2, x2 = 3, 
x3 = 6). Dokážeme, že ak veta platí pre nějaké n = 3, platí aj pre n + 1. Z každého 
P-riešenia pre n dostane sa totiž podlá (2) aspoň tolko P-riešení pre n + 1, kolko je 
počet ď(an_x), lebo xB + 1 = an = an-x(l + an-x\kn.^ takže p(n + 1) = p(n). 
. ď(a»-i) ~ i ( n ~ 1)! w = in! Tým je veta dokázaná. 

Poznámka. Podlá vety (l) nedostaneme všetky P-riešenia rovnice (1). Napr. 
riešenie (2, 4, 6, 12) rovnice (1) pre n = 4 pomocou vety 1 nedostaneme. 

II. G-RIEŠENIA 

Neúplný počet Q-riešení rovnice (l) určí sa podlá vety 2 článku [4], ktorá hovoří, 
že rovnica 

(3) Z*</Éi = l , » > 1 
i=-l 

má rekurentně určené riešenie 

(4) í i = l + &i, Í I = 1 + 6 | « , « 2 . . . « I - I . i = 2, 3 , . . . , 1 - 1 , 

í l = &1Č1Č2 ---Čl-l • 

Toto riešenie rovnice (3) poskytuje zrejme aj riešenie xí9 x2, ..., xn rovnice (1) 
v tom případe, ak bt + b2 + ... + bt = n. Označiac s, = bt + b2 + ••• + bi9 
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i = 1,2, . . . , / je tým riesením 

(5) xt ~*2 = ••• = x51 = ^ ; 

xJ1 + 1 = . . . = xsi = £2 ' •••' x5!-i + i = xSI^1 + 2 = . . . = xSl= <Jj í s- -= n , 

a zrejme platí xt _ * 2 _ . . . ú xn-

Veta 3. Riešenia (5) rovnice (l) su rozne Q-riešenia pre všetky usporiadané 

partície bx + b2 + . . . + bx = n, 1 ú l ^ n, č/s/a n okrem partíciín = 1 + 1 + ... 
... + 1 a n = n. 

D o kaz. Partícia n = l + l + ... + l d á podlá (4) a (5) tzv. extrémně riešenie 
rovnice (1) určené rekurentně takto: xt = 2, xt = 1 + x ^ ... Xj-i, i = 2, 3 , . . . ; 

..., n — 1, xn = x x x 2 ... xw_ x. Pretože pre n > 2 platí pre toto riešenie xx < x2 < . . . 

... < x„ (pozři [1]), nie je Q-riešenie. 
Riešenie pre partíciu n = n dostaneme aj z partície n = (n — 1) + 1 (nie však 

z partície n = 1 + (n — 1), o čom sa podlá (4) lahko přesvědčíme. 
Ak vynecháme spomenuté partície n = l + l + ... + l a n = n potom pre každú, 

inú partíciu (a) n = b± + b2 + ... + bt platí / _ 2 a existuje aspoň jedno také U 
že bi _ 2. No zo (4) a (5) je zřejmé, že £ l 5 č 2 , . . . , £z zodpovedajúce tejto partícii sú 
jednoznačné určené a to isté platí o xk, k = 1, 2,..., n. Ďalej dvom róznym partíciam 
(a) budu na základe (4) a (5) zodpovedať dve rózne Q-riešenia rovnice (l) 

Tým je veta dokázaná. 

Veta 4. Pre počet q(n) róznych Q-riešení rovnice (1) platí 

q(n)ž 2"""1 ~ 2 , n > 2 . 

D o kaz. Podlá knihy [5] str. 26-29 je počet usporiadaných partícii čísla n = 
= b 1 + b2 + ... + b / ( l _ / _ n ) 2 * ~ 1 . Pretože sme vylúčili vo vete 3 dve partície, 
máme podlá tejto vety 2""*1 — 2 Q-riešení rovnice (1). Rovnosf platí pri n = 3, 
avšak už pri n = 4 je q(n) > 2"'1 - 2 (napr. riešenie (2, 4, 8, 8) rovnice (l) nedosta
neme pomocou partície 4 = 1 + 1 + 2). Tým je veta dokázaná. 

III. 

Zhrnúc výsledky kap. I a II móžeme vysloviť vetu: 

Veta 5, Pre počet m(n) všetkých riešení rovnice (1) splňajúcich podmienku 
xx _ x2 _ ••• .= xn platí 

(6) m(n) = p(n) + q(n) _ i(n - 1)! + 2"" 1 - 2 . 

D ó k a z . Každé primitivné riešenie rovnice (1) je buďP-, buď Q-riešenie. Pretože 
tieto množiny sú disjunktně, platí dokazovaná veta podlá vety (2) a (4). . " >. 
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Poznámka 1. Dolné ohraničenie podlá vety 5 sa k vyšším hodnotám n stává 
stále volnějším, dóvody sú zřejmé. 

Poznámka 2. Nerovnosť (6) platí aj pre riešenia rovnice £ l/xř = l/a0, lebo ak 
i = l 

(xi9 x2,..., xH) je primitivné riešenie rovnice (1) je (a0xi9 a0xl9..., a0xn) primitivné 
n 

riešenie rovnice £ l/x, = íja0. 
i=-l 

Poznámka 3. Vzhladom na vetu 1 článku [6] platí nerovnosť (6) aj pre rovnicu 
H 

£ x i = y[xl9 xl9..., x j , ak za jej primitivné riešenia považujeme tie, pre ktoré 

platí xž $ x2 g ... á xn a (xlf x2,..., x„) = 1. 
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Zusammenfassung 

BEMERKUNG ZUR LÖSUNGENANZAHL DER OPTISCHEN GLEICHUNG 

PAVEL BARTOS, Bratislava 

In der Abhandlung wird gezeigt, dass für die Anzahl m(n) der Lösungen der 
diophantischen Gleichung 

n 

£ l / x , - 1 , n > 2 , xl£x2£...£xn, 

m(n)^t(n- 1)! + 2""1 - 2 
gut. 
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