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SUR LA DERIVABILITE DES FONCTIONS COMPOSEES

MiLosLAv JUzA, Praha

(Regu le 7. mai 1972)

Dans ce travail, nous allons construire une paire de fonctions F, G d’une variable
réelle possédant les propriétés suivantes:

1. F et G sont continues; .

2. F et G ne possédent de dérivée (finie ou infinie) dans aucun point;

3. il existe un point ou la fonction composée F o G posséde une dérivée finie.

1. Soient a, b, ¢ trois nombres réels, a > 1, b > 1, ¢ > 1. Définissons par I’in-
duction une suite de nombres naturels a(1), «(2), ... :

o(1) = 1;
a(n — 1) étant déja défini, soit «(n) le plus petit nombre naturel tel que

1 > -1), _5_ —_<—
(1) a(n) > a(n ~ 1) v @ n . pEem !

On a évidemment
(2 an) 2 n
pour chaque n naturel. '

2. Définissons les fonctions f, f,,, F par les formules:

f(t) = inf ,t - kl ,
k entier
1
fL(H=0 pour [f| < e

7(1) = f(b*™') pour |i| = b":")’ ,

F) = a7 £(0).
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Pour les nombres réels ¢, t, nous avons
(3) 0/ <4,
4) 1) = fito)] S Bt — to].

3. Pour n naturel, soit &, le plus petit nombre réel tel que

(5) g, = n~Y2pTeM . @Dl - soit un nombre entier .

Définissons les fonctions g,, G par les formules:
gat) =0 pour |t| <e,,

gu(t) = f(c™™D') pour [f| 2 ¢,,
G(r) = ib‘“("" a,(1).
Pour les nombres réels ¢, ¢, on a:
(6) 0<g,() <4,
™ 194(1) = gu{to)] = PPt — 1] -
4. Les fonctions F et G sont ¢éontinues. En effet, les fonctions f,, g, sont continues

et d’aprés (3), (6) et (2) on a

la=* V£ ()] £3a7 S 4a”,

|p=eo O STRLOIPETES

Les séries a™"’, b~ convergent, donc les fonctions F et G sont continues d’aprés
le théoréme de Weierstrass.

5. Soit t, # 0. Alors la fonction F ne posséde pas de dérivée (finie ou infinie)
au point t,.

En effet, définissons, pour n naturel, les nombres t,, u, d’aprés la régle suivante:

si f(b*™'ty) < 4, alors u, est le plus grand nombre, t, le plus petit nombre, avec
les propriétés:
u, <ty <t,,

f(* ') = f(b*'u,) = 15
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si f(b*™'t,) > 1, alors u, est le plus grand nombre, 1, le plus petit nombre, avec
les propriétés:

. u, <ty <t,,
f(b*™'t,) = £(6*™'u,) = 0.
Pour n > n, = 1g(2[t,)/lg b, on a

2 < 2
ba(n)l = b

to,

alors d’aprés la définition de f,, nous avons

flto) = f(b*'to)
flt) = f(5*™'s,),
flun) = £(b*®'u,)

et on voit aisément que I’on a pour n > n;:

® 7 5 1, — 1 < 671,
) 7 < u, — o] < b7

(10) sgn (1, — to) = — sgn (u, — o),

(11) [fts) = fulto)] 2 %

(12) [fulun) = fto)| 2 %

(13) sgn (fu(t) — fulto)) = sgn (fulun) — fiu(to)) -

Pour n > n, = max(n,, 3,1+ 21gaflgb, 1g(16/(a — 1))/lg a) nous avons
d’aprés (2), (4) et (8):

(5 lt) = 100)] 5 L0~ Oo) ~ )] 5

n—1 n—1 @
é Z a—u(v)ba(v)l,tn _ tOI < a—vba(v)l—a(n)l < b(a(n)-l)t—a(n)l Z a”’ =
v=1 v=1 v=1

1 (GO RS | 1 (CORS L]
= (ba(n)'~1) a—1 = (a('zl;b/(zlga))(a(n)—l)) a-—1 < v

1 (a(n)—1)! 1 2.() .
<[|— <a “™a-1)"'<
(az) a-1 ( )

< @™ IsUS/E@=DYie (7 _ 1)1 o Lg-a
: .

354



Alors, pour n > n, nous avons
n—1
(19 (307 (lt) = Slo)] < f5a™.
Pour n > ny = max (7, Ig alg b), nous avons d’aprés (3), (1) et (2):

l =§+la_ﬂ(v)(fv(tn) —fV(tO))I é % =§+ la—-a(v) _S_—

@

é _} z a~’ < %(n + 1)—1 b—a(n)! < _11_6_(a(lgb/lga)(a(n)—l)l)—a(n) < i}Ea—a(n) .
v=a(n+1)

Alors, pour n > n,; nous obtenons

(15) ]v=§,+1a‘a(v)(fv(tn) - fV(tO)l < 1_16‘1__‘1(") -

Pour n > max (n,, n3), on obtient de (11), (14) et (15):
[F(t) = Flto| = | £ a0 ~ £(t0)] 2
2 @ I10) = £t0)] = [ 5(e) = 1400 -

=1 B, 700 ~ )] > 07O = = ) = 4
Alors, pour n > max (n,, n3), on a
(16) |F(t,) — F(to)| > %a™®.
A P’aide de (9) et (12), on obtient aussi
(17) , |F(u,) — F(to)] > $a=*®
et de (13) on déduit
(18) sgn (F(t,) — F(to)) = sgn (F(u,) — F(to))

pour n > max (nz, ny).
Pour n > n, = max (n,, n,, log (2a)[Ig b), nous obtenons d’aprés (16), (8) et (2):

IF(!,,) - F(to) S ka"“(") _ l(b(a(n)—l)!‘)a(") N

t’l - to b_a(")l 8 a

n\ a(n) 1g2a/1gb\ a(n)
>1(’L) >1(” , ) 24.2
8\a 8 a
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Alors, pour n > n, nous avons

F(tn) — F(tO)

tn“to

(19) g

> 3.2,

D’aprés (17) et (9) on a aussi

(20)

F(un)—'F(tO) >%'2n

u, — to
et d’aprés (18) et (10) on a
(21) . sgn M = — sgn F(un) _ F(to) .
I, — b u, — ty

Parce que, d’aprés (8) et (9), on a lim ¢, = t,, lim u, = t,, nous déduisons de
n— o n—aw

(19) et (20) que la fonction F n’a pas de dérivée finie au point t,. De (21) nous dé-
duisons qu’elle ne posséde méme de dérivée infinie en ce point.

6. La fonction F ne posséde pas de dérivée (ﬁnie ou infinie) au point ty = 0
non plus.

En effet, posons, pour n naturel
(2) fh= —uy = 357
Pour chaque n, on a
(23) £t) = F(5™') = f(3) = 4.

En outre, pour n > n; = max (3,1 + 2Ilgaflgb, 1g(16/(a — 1))/Iga), il y a

n—1 '
(29) |;a—a(v)(fv(tn) — £0)| < 4a*™
car d’aprés (4) et (2):
" ) nol pe! nolopet g
IVZ_-:la (fv(tn) - fv(o))l évgl 70 t, = %v=z1 720 . W

b(z(n)—l)! o 1 (a(n)—1)! 1
- . ( ) <

<2 TaT =2 (o

ba(n)l v=1 a—1

1 \&m®-D! 2 1 2 o)
<|[— . < . < fa™*"
a? a—-1 a*™» g1
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On voit aisément que (15) a lieu aussi pour t, = 0, si n > n, = max (7, Ig aflg b).
Si nous tenons encore compte du fait que f,(0) = 0, nous recevrons d’aprés (23),
(24) et (15) pour n > max (n,, n3):

|F(t)) = FO)| = a™®|£,(1,) — £(0)] — lza-ﬂ"( 1t — £40)] -
- |v:§+la-z(v)(fv(t") -—fv(O))l > a—‘a(ll)(% -1 - i%) — I%a-a(n)_

Alors, pour n > max (ny, k), on a
(25) [F(t,) = FO)| > 75a™®;
on peut également obtenir
(26) |F(un) = F(O)] > f5a™*,
(27) sgn (F(t,) — F(0)) = sgn (F(u,) — F(0))

pour n > max (ny, n;).
Pour n > n, = max (n,, ns, Ig (2a)/lg b) nous obtenons d’aprés (25) et (22):

F(t,, — F(0 S gmam b\ ™ .
, )t ©) > >2—53.<;> > 5.2

n

Alors, pour n > ny nous avons

In

(28)

a I'aide de (26), (27) et (22) nous obtenons aussi

F(“n) - F(O)

(29) > 2.2,

Sgnw= —sgnM_
t "

(30)

Comme d’aprés (22) on a

limt¢t, = limu, =0,

n—*00 . n-> o

nous déduisons de (28) et (29) que la fonction F n’a pas de dérivée finie au point 0;
d’aprés (30), elle n’y a pas méme de dérivée infinie.
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7. Soit ty # 0. Alors la fonction G ne posséde pas de dérivée (finie ou infinie)
au point tg.

En effet, définissons, pour n naturel, les nombres t,, u, d’aprés la régle suivante:
si f(c“™M'5) < 4, alors u, est le plus grand nombre, ¢, le plus petit nombre, avec
les propriétés: ‘

U, <ty <t,,
F(c@MDty) = fce™Dly ) =

si f(c“™Y'tg) > 1, alors u, est le plus grand nombre, #, le plus petit nombre, avec
les propriétés:

u, <ty <t,,
f(c(a(n)!)lt") = f(c(a(n)l)lu") =0.
D’aprés la définition des nombres ¢,, on a

O<eg < n—l/zb—a(n)l + c—(a(n)!)l
n ’
donc
lime, = 0.

n— o
Alors, un nombre n, existe que pour n > n, on a
& < [to] — c~@™D!
Pour n > ny, il vient

g"(t) = f(c(a(n)!)!t)
pour
to — @D < § < g0 4 @D

on en déduit
gn(?n) = f(C('(")mt,,) ,
gn(un) = f(c(a(n)’)'un)

et ’on voit aisément qu’on a pour n > n,:

(31) JoTEOD < [ ] < oD
(32) e <y gg] < o@D
(33) sgn (ty — o) = — sgn (g - 1),
(34) lga(ts) — ga(to)| 2 %,
(39) |ga(us) — g(to)| 2

(36) 580 (ga(ta) — 9n(t0)) = sgn (9.(1s) — 9.(to)) -

358



Pour n > n, = max(n,, 3,1 + 21gbflgc, 1g(16/(b — 1))/1g b),

d’apres (2), (7) et (31):

IZ b= (gy(tn) — gu(to))| < Z IRECIECEDU

"“zl cemn! c(a(n)l -1)! i 1
<) b7V, < bV = ——
ve1 clamn! cemnt = b—1

<' (b _ 1)——1 b—Z(a(n)l) < _l_lgb—a(n)! ;

pour n > ny = max (n,, g (8b/(b — 1))[lg b) on a d’apres (6) et (2):

' Z b’a(v)‘(gv(t) -9 (to))| < % z b—a(v)l

v=n+1

= b—a(n+ 10!

alors, d’aprés (34) on a pour n > max (n,, n3):

<3

b e b
206 - 1) 2b - 1)

)

v=a(n+1)!

6(t) = Gl = | £ 57 o) = ai10)] 2

to| <

b

(a(m)!t—1)!
' (ca(n)l—l)

= (b _ 1)—1 (b(—Zlgc/Zlgb)(a(n)!—l))(a(n)l—l)! < (b _ 1)—1 (b—Z)(a(n)!—ll) <

-V

1 p=a(@m)! .

>

> b ™!|g,(1,) — ga(to)| — |:§b‘“("’(gv(t..) - g,(to))| —

— I Z b~ a(v)v(g (t) - g, (to))’ > b—a(")’(i _ __g — )= %b“a(ﬂ)l

v=n+1

et pour n > ny, = max (n,, ng, 1g (2b)/lg ¢) on déduit de (31) et (2):

G(t) — Gltg)

t, — to

Alors, pour n > ny nous obtenons

(37) G(t,) — G(to)

>3.2"%;
tn""tO

de (35) et (32) nous pouvons obtenir

(38) G(uy) — (to)l >3.2"

u_to

lc(a(n)l)! 1 c(a(n)!—l)! a(n)! 1/c"
> - T = > =
8 p*™ 8 b 8\b

a(n)!
) >

1
8

b

2b a(n)!
(o

nous

avons

1

8

L2".
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et de (36) et (33):
sgn w = — sgn M i

- t, — 1ty u, — tg

(39)

Comme d’aprés (31) et (32) on a

limt, =t,, limu,=1,,
n—>ao n— oo

nous déduisons de (37) et (38) que la fonction G n’a pas de dérivée finie au point t,.
De (39) nous déduisons qu’elle ne posséde méme pas de dérivée infinie & ce point.

8. La fonction G ne posséde pas de dérivée (finie ou infinie) au point ty = 0
non plus.

En effet, posons, pour n naturel,

(40) t,= —u,=¢, + i_c—(a(n)!)! .
Ona
(41) g"(t") = gn(un) = %,

parce que d’aprés la définition de g, et de ¢,

g,.(‘,.) — g"(u") =f(c(a(n)!)!(£n + _%c"‘(a(n)!)!)) =f(c(a(n)!)!£n + %) — %

Comme &, < n™'/2p7*™! 4 ¢7@MY! on a daprés (2) pour n > n, = max(2,

1/1g% ¢, 1g bfig ¢):

t, =&, + %c—(a(n)l)! < n—‘l/Zb*-a(")! + %C—(n(n)!)! < n—l/zb—a(n)! +

+ %c—(a(n)!—l)!b—(a(n)l-1)!(lgc/lgb) < n—l/zb-a(n)! + %c—nb—a(n)!cf(n)(lé;'/lgb) <
< n-—l/lb—a(n)l + %e—nlgcb—a(n)! < n—1/2b—a(n)! + %(n lg c)—l b—a(n)l —
— n—l/zb—a(n)! + %n—l/Z(nlll lg c)—l b—a(n)! < n-l/Zb—a(n)! +
+ %n—lllb—a(n)! < 3p~V2p-amt

Alors pour n > n, on a
(42) t, < 3n~12pTem!

D’aprés (5) et (2), nous avons pour n > 1g 3[Ig’b et pour v < n:

—-1/2p —a(n)! 1/2 pa(v)!
3n b 3yi4p < 3b-—a(n) § 3b—n < 3b—l'3/]gb - l,

g, = nl/Zba(n)l
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alors d’aprés (42) on a
t, <,

pour n > n, = max (ny, 1g 3/1g b) et v < n, alors pour ces n et v on a

(43) gv(tn) = gv(u,,) =0.

Pour n > n, = Ig (8b/(b — 1))/lg b et pour chaque  nous avons d’aprés (6) et (2):

|3 b st Y b <) ¥ b=

v=n+1 v=n+1 v=a(n+1)!
— b—a(n+1)1 b < b—2(z(n)!)
26— 1) 2(b - 1) 2b - 1)

Alors, pour n > n, et pour chaque t a lieu

b —a(m)!p—n b —a(n)!
< b —— < LpTe,

@ L5 5 a0l < b
v=n+1
et pour n > max (n,, n;) on a d’aprés (41) et (43):

6] = | 567 g,0)] 2 |67 g,)] ~

o0
- | %lb—a(v)! gv(tn)l > i%b—a(n)!
v=

et aussi
[G(uy)] > 7gb™™",

sgn G(t,) = sgn G(u,)
et de (42) on déduit

(@) Git,)

> enll?,
(46) G(un) £§n1/2 ,
(47) sgn G__(_.t") = — sgn %‘.’L)
n u,

Comme lim t, = limu, = 0 d’aprés (40) et G(0) = 0, nous déduisons de (45)

et (46) que la fonction G n’a pas de dérivée finie au point 0; d’ap.rés (47), elle n’y
a méme pas de dérivée infinie.
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9. La fonction F o G posséde la dérivée 0 au point 0.

En effet, soit ¢ > 0. Choisissons un nombre naturel N tel que .

(48) N > max (a'z, l'_g_(S_b/_(_b—l)))

Igb

et posons
(49) | 5= N-12 et

Nous allons prouver que pour 0 < || < 5 on a

(50) . : IF(Gt(t»

<eg,

et donc, comme F(G(0)) = 0, que la fonction F o G posséde la dérivée 0 au point 0.

Soit donc |t| < &. La suite n~1/2b~ ™" étant décroissante avec lim n~1/2p~*"" =
= 0, il existe d’aprés (49) un nombre naturel n que n=eo

(51) nT 2T < | < (n—1)7V2p7 D p >N
D’aprés la définition des fonctions g, et d’aprés (5) on a g,(tf) = 0 pour v < n, alors
d’aprés (6) et (44) on a

0 < G(t) = b™*™' g,(1) + =z+'lb-*<v>! g.(1) < 3b75 4 Lpmet < peot,

Compte tenu de cette inégalité, on a f,(G(t)) = 0 pour v < n d’aprés la définition
des fonctions f,, alors d’aprés (3) et (1) nous avons

FGO) = | T a=sc0) <t 3 a7 s

<13 i a™’ < in+ 1)"tpT,

v=a(n+1)
donc d’aprés (51) et (48) on a

RG]

. n~2 < N~V < ¢,
TP Y

et (50) a lieu. -
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