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Czechoslovak Mathematical Journal, 24 (99) 1974, Pгaha 

SUR LA DÉRIVABILITÉ DES FONCTIONS COMPOSÉES 

MILOSLAV JÛZA, Praha 

(Reçu le 7. mai 1972) 

Dans ce travail, nous allons construire une paire de fonctions F, G d'une variable 
réelle possédant les propriétés suivantes: 

1. F et G sont continues; 
2. F et G ne possèdent de dérivée (finie ou infinie) dans aucun point; 
3. il existe un point où la fonction composée F o G possède une dérivée finie. 

1. Soient a, b, c trois nombres réels, a > 1, b > 1, c > 1. Définissons par l'in­
duction une suite de nombres naturels a(l), a(2), ... : 

«(1) = 1; 
a(/î — 1) étant déjà défini, soit a(«) le plus petit nombre naturel tel que 

o) «(«)>«(«-!), i i < _ i - -
v=a(n) av n . b*(n 1} 

On a évidemment 
(2) a(«) ^ n 

pour chaque n naturel. 

2. Définissons les fonctions/,/,, F par les formules: 

/(O = inf |* - fc|, 
k entier 

/„(,) = 0 pour M <--]--

m-W™t) pour |'| _S 

n o = £V"(v)L(>). 
v = l 
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Pour les nombres réels t, t0 nous avons 

(3) O<L (0<±, 

(4) \m - ut0)\ z b«"»\t - to\. 

3. Pour n naturel, soit en le plus petit nombre réel tel que 

(5) e„ = n-1/2Zra(n)! ; c(«(B)!)I£n soit un nombre entier . 

Définissons les fonctions g„, G par les formules: 

9n{t) = 0 pour |t| < e„, 

^(t)=f(cWn) , ) ,t) pour |*| = e „ , 

G(0 = £*r«w,aft). 
V = l 

Pour les nombres réels t, t0 on a: 

(6) 0 < gn(t) < i , 

(7) Wt) - gM\ < cWn),),|t„ - toi • 

4. Les fonctions F et G sont 'continues. En effet, les fonctions/„, gn sont continues 
et d'après (3), (6) et (2) on a 

Ka(v7v(0l ^ia~a(v) -â ia- \ 

|fc*a(v)Igv(OI ^ib"a(v)! <i*>~v. 

Les séries a~v, b~v convergent, donc les fonctions F et G sont continues d'après 
le théorème de Weierstrass. 

5. Soit t0 4= 0. Alors la fonction F ne possède pas de dérivée (finie ou infinie) 
au point t0. 

En effet, définissons, pour n naturel, les nombres tn, un d'après la règle suivante: 

si f(ba(n)lt0) <; i, alors un est le plus grand nombre, tn le plus petit nombre, avec 
les propriétés: 

"» < *o < *n » 

f(b*in\)=f(b«n)lun) = i; 
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si f(ba{n)lt0) > i, alors un est le plus grand nombre, tn le plus petit nombre, avec 
les propriétés: 

w« < 'o < tn, 

f(b*(n)\)=f(b*in)lun) = 0. 

Pour n > nx = lg(2/f0)/lg b, on a 

2 2 
_- r < *o -

alors d'après la définition de/-, nous avons 

fn(t0)=f(b'W%), 

fn{tn) = / (b ' ( B ) , 0 , 

L(«n)=/(ba(n)!«n) 

et on voit aisément que l'on a pour n > nx: 

(8) #-«<">» _ |/„ - r0| < &-"<">', 

(9) i&-"(B)I < \un - t0\ < b~"W , 

(10) sgn (/„ - t0)= - sgn («, - /0) , 

(H) |/.(.„) -L0o) |=i 
(12) | / - ( « . ) - / . ( . o ) | _ i 

(13) sgn (L(/n) - /B(/0)) - sgn (L(«B) - /„(/0)) . 

Pour n > n2 = max (w., 3, 1 + 2 lg a/lg b, lg (l6/(a — l))/lg a) nous avons 
d'après (2), (4) et (8): 

|"ËV'w(L(0 -L(<o))l sï*-"\fti) -/M < 
v = l v = l 

£jfa-«Wv\tm - t0\ <TTa-vb'w-*in)1 < feW»)-1)'"«(»)' £ „-* _ 
V--1 v= 1 v= 1 

j \ («(»)-!)! j / j \ (a(n)-l)! j 
=_ ( l V Ł / 1 V 

^ « ( n ) - l ) fl - 1 lflC21fЬ/(21iв))(ei(ii)-l) ) 

/ 1 \(_(n)-l)! < 

Ҷ?) -Г Ï<«--- ( . - I ) -< 
< в--Wв-

,*<16/<--1>>/,*-7a - l )" 1 _ -La-«W 
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Alors, pour n > n2 nous avons 

(14) \ïa-""(Ut*)-Uto)\<f6a-M. 
V = l 

Pour n > n^ = max (7, lg a/lg b), nous avons d'après (3), (l) et (2): 

| | a-'(v)(L(0-L(to))|<± £ «-I(v)<. 
v = / i + l v = n + l 

= i £ a-v < i(n + l)"1 &-'<">• < _ (̂a(W«<-K«W-i)')-«W < £„-<»>. 
v = a(n+l) 

Alors, pour n > n3 nous obtenons 

(15) | £ «-«<v)(L(tn)-L(to)|<i1.a-^>. 
v = n + l 

Pour n > max(n2, n3), on obtient de ( i l ) , (14) et (15): 

ir(o-r(to)i = i£a-<v)(L(o-L(to))i = 
v = l 

>= a-"(n)|L(0 -/„(to)| - fEa-a(v)(L(0 -L(to))| -
V = l 

- | £ a-"(v)(L(tn) " L(to))| > a-W(l ~ h - -h) - i«-'W • 
v = n + l 

Alors, pour n > max (n2, n3), on a 

(16) \F(t„) - F(t0)\ > ia~"<">. 

A l'aide de (9) et (12), on obtient aussi 

(17) , \F(un) - F(t0)\ > ia"«<"> 

et de (13) on déduit 

(18) sgn (Fit.) - F(t0)) = sgn (F(uH) - F(t0)) 

pour n > max (n 2, n3). 
Pour n > n0 = max (n2, n3, log (2a)/lg b), nous obtenons d'après (16), (8) et (2): 

F(tя) - Ғ(.0)| ^ ja-'<"> = l/b<'<"> 

í я - ř 0 | &-«<">' 8 

1 /ЬnV(,,) 1 /Ьlв2a/1*ь\a(w> 

/j,(«(«)-i)iү i)i\*(») 
> 

> 
1 /Һn\в(,,) 1 /blв2a/lвЬ\a(w> 

,(.) >Á-ń "•'• 
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Alors, pour n > n0 nous avons 

F(*n) ~ r(to) (19) 

D'après (17) et (9) on a aussi 

(20) 

et d'après (18) et (10) on a 

(21) . 

tп-tO 

F(u„) - F(f0) 

и„ - fn 

> ł - 2 в 

> ł - 2 " 

sgnғ(g-ғfa) = _ s g nғ(u в)-ғы 
tn - t0 un- t0 

Parce que, d'après (8) et (9), on a lim tn = f0, lim un = t0, nous déduisons de 
n->oo n-*oo 

(19) et (20) que la fonction F n'a pas de dérivée finie au point t0. De (21) nous dé­
duisons qu'elle ne possède même de dérivée infinie en ce point. 

6. La fonction F ne possède pas de dérivée (finie ou infinie) au point t0 = 0 

non plus. 

En effet, posons, pour n naturel 

(22) ta = - « „ = i*T'<">!. 

Pour chaque n, on a 

(23) fn(tn) =/(&-<->'i.)--/($) = * . 

En outre, pour n > nx = max (3, 1 -h 2 lg a/lg b, lg (l6/(a — l))/lg a), il y a 

и - 1 

II ' 
v = l 

(24) |Ea-^>(L(O-L(0)|<ia-' ( n ), 

car d'après (4) et (2): 

и - 1 и - 1 i ł a(v) . и - l La(v)! j 

11 «-W.) - /.<»))! s I í j j r. - . x ^ • ^ < 

< 2 
£(*(«)-1)1 » 

^«(»)t £a- = 2.f-L_\ j \ («(»)-!)! j 

ű - 1 

i \ («(")-i)i o 1 
< | - r \ . < ® a - 1 a2'(n) a - 1 

< ła -«(n) 
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On voit aisément que (15) a lieu aussi pour t0 = 0, si n > n3 = max (7, lg a/lg b). 
Si nous tenons encore compte du fait que fn(0) = 0, nous recevrons d'après (23), 
(24) et (15) pour n > max (w-, n3): 

• \F(tn) - F(0)\ ^ a-«"%(tn) - L(0)| - 11 a-«Wt.) ~ fM ~ 
v = l 

00 

- I I a-^(fv(tn) - L(0))\ > o-^(i - i - à) - Të^(n) • 
v = n + 1 

Alors, pour n > max (nu w3), on a 

(25) | i=l(O-fT(0) |>^i-«<«>; 

on peut également obtenir 

(26) |F(«n) - F(0)| > A«-"<"\ 

(27) sgn (F(tn) - E(0)) = sgn (F(un) - F(0)) 

pour n > max (nu n3). 

Pour n > n0 = max(nu «3, lg(2a)/lg b) nous obtenons d'après (25) et (22): 

F(tn) - F(0)\ ^ -^a-^ ^ 5 /b"Y (n) . s 
> ^ 

1Ь 
-<z(n)! 

> — 2" "^ 24 * Ł * 

Alors, pour n > n0 nous avons 

r(tH) - r(Q) (28) > — 2" * 

à l'aide de (26), (27) et (22) nous obtenons aussi 

n«.) - no) (29) 

(30) 

Comme d'après (22) on a 

> — 2" 
^ 54 • -• ' 

F(f„) - F(0) F(un) - F(Ö) 
sgn - ^ ---- = — sgn -—^1 — 

tn un 

lim tn = lim un = 0 , 
n->oo. »->oo 

nous déduisons de (28) et (29) que la fonction F n'a pas de dérivée finie au point 0; 
d'après (30), elle n'y a pas même de dérivée infinie. 
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7. Soit t0 4= 0. Alors la fonction G ne possède pas de dérivée (finie ou infinie) 
au point t0. 

En effet, définissons, pour w naturel, les nombres f-, un d'après la règle suivante: 
si/(c(a(B)!)If0) __ h a l ° r s K e s t Ie plus grand nombre, tn le plus petit nombre, avec 

les propriétés: 

Un<to<*n> 

/ (c ( a ( B ) , ) ,0=/(c ( a ( w ) ! ) !
M w ) -=i-; 

si /(c(a(n)!)!f0) > i, alors un est le plus grand nombre, tn le plus petit nombre, avec 
les propriétés: 

un<t0<tn, 

/(c (a(n)! ) !rn)-=/(c (a(w)! ) !
W/l)-=0. 

D'après la définition des nombres en, on a 

0 < £„ < M-1/2fc-a(n)! + c"(a(n)!)I, 

donc 
lim sn = 0 . 
n-+oo 

Alors, un nombre nx existe que pour w > wt on a 

Pour w > nl9 il vient 

^ < |to| - c- (a(n) , ) ' 

<7„(t)=f(c("(n),),t) 
pour 

t0 - c-(a(rt)!)! __ r __ r0 + c-(a(n)!)! ; 

on en déduit 

9n(tn) =f(c (' (B) , ) ,tB), 

^(«»)=f(c(a("),),«„) 

et l'on voit aisément qu'on a pour n > nt : 

(31) ic-(-(»)»> < k _ ,o | < C-W-)D! 

(32) ic-(«(»>»< ^ |Un _ ,o | < c-(«(«)0i 

(33) sgn (tn - t0)= - sgn (u„ - t0) , 

(34) \gn(t„) - gn(t0)\ _ \ , 

(35) k(«„)-ff„(to)|_i, 
(36) sgn (ff„(tB) - gn(t0)) = sgn (^„(H„) - gn(t0)). 
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Pour n > n2 = max (n^ 3, 1 + 2 lg b/lg c, lg (l6/(fe - l))/lg b), nous avons 
d'après (2), (7) et (31): 

n - 1 

II 
v = l 

I b-°^(g£tn) - gv(t0))\ = ~ fc-W'c<«w»)'|t. - í0| < 

v=l 

(a(v)!)! ^(a(n)!-l)! ô 1 ^ 1 \ ( a ( n ) ! " 1 ) ! 
"-1 c(a(v)!)! c(a(n)!-l)! oo j / 1 \ ( c 

^ ^ ' ' c7a7n7Ôi < c<«00!)! J ^ =
 b _ 1 * (^W-^ï) 

— (fe - i )" 1 trb(~2,8C/21gl')(a(',)!~1))(a(n)!~"1)! < (b - 1)_ 1 (b-2)<a(w>!~1!) < 

< ( b - l ) ~ 1 b - 2 ( a ( n ) ! ) < î ^ b - a ( n ) ! ; 

pour n > n3 = max (nl5 lg (8b/(b - l))/lg b) on a d'après (6) et (2): 

| I b-«W(gv(tn) - av(to))| < i £ h""™ < i £ 6- ' = 
v = a (n+ l ) ! v = n + l v = л + l 

= u~a(n+l)! b < fr-2(q(n)I) b _l_b~a ( n ) ! * 

2(b - 1) 2(b - 1) 1 6 

alors, d'après (34) on a pour n > max (n2, n3): 

|G(0 - G(.0)| = | £ b-"WI(flï(t„) - gv{t0))\ >= 
v = l 

>= lr"w,MO - '<ato)| - l ï ^ ^ W O - <lv(to))| -
v = 1 

- | £ *>-"W!(0v(t„) - 0v(to))| > b-'(M),(i - À " À) = tt""™ 
v = n + l 

et pour n > n0 = max (n2, n3, lg (2b)/lg c) on déduit de (31) et (2): 

G{tn) ~ G('o)| 1 c(a(w)1)!
 = 1 /c(g(w)I"1)!Y(w)! i /A a ( , , ) 1

 > I /2bY(n>! > i 2» 
tn~t0 I > 8 b ^ 1 " 8 \ b J > 8 V b J > 8 \ b / > 8 ' 

Alors, pour n > n0 nous obtenons 

o(Q ~ G(fo)l (37) 
I t„-to 

de (35) et (32) nous pouvons obtenir 

\G{un) - G(t0) 

> ł • 2"; 

(38) 
«п - tO 

> ł . 2 " 
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et de (36) et (33): 

(39) sgn ^ _ _ _ J _ _ _ = - s g n <*"•) ~ m . 
Xn " h Un- t0 

Comme d'après (31) et (32) on a 

lim tn = t0 , lim un = t0 , 
n-*oo n-*oo 

nous déduisons de (37) et (38) que la fonction G n'a pas de dérivée finie au point t0. 
De (39) nous déduisons qu'elle ne possède même pas de dérivée infinie à ce point. 

8. La fonction G ne possède pas de dérivée (finie ou infinie) au point t0 = 0 

non plus. 

En effet, posons, pour n naturel, 

(40) f„= - M „ = £n + ic-(«(">!>!. 

On a 

(41) g„(t„) = gn(u„) = i , 

parce que d'après la définition de g„ et de £„ 

0,(0 = g„(u„) =/(C(a(B),)!(£n + Jc-(«(">!>')) =/(C(a(">!>!6„ + i ) = i . 

Comme e„ < M-1/2b-"(">! + c-(l(n)!>!, on a d'après (2) pour n > nt = max(2, 
l/lg2c,lgfc/lgc): 

tn = «" + ic- ( a (" ) l ) ! < n~'1/2b~"(">! + | c- ( a ("> ! ) ! < n-1 / 2 /r a ("> ! + 

+ |c-(«(")!-l)!^-(«(")!-l)!(lgc/IgB) < n~l/2^-«(n)! + i c ~ " £ -<x(")!«(n)(lgc/lge) < 

< w-1/2fTa(">! + | e-" 'g^-«(») ' < n-mb-*w + | ( „ i g c ) - i /,-«(»)' = 

= n-
ll2b-'in){ + fn - 1 / 2 (n 1 / 2 lgc ) - 1 fc-a(">! < n-V2b-n„)i + 

+ i n - 1 / 2 6 - a ( " ) ! < 3n"1/2fc-*<">'. 

Alors pour n > n, on a 

(42) ï „ < 3 n - 1 / 2 b - a ( " > ! . 

D'après (5) et (2), nous avons pour n > lg 3/lg'fc et pour v < n: 

3„-i/2b-«(")i 3vi/2b«w 
< ЗЬ~ a ( и ) < ЗЬ~Я < 1/,-iвз/ig* _ i 
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alors d'après (42) on a 

pour n > n2 = max (nx,1g 3/lg b) et v < n, alors pour ces n et v on a 

(43) gv(tn) = gv(u„) = 0 . 

Pour n > n3 = lg (8b/(b — l))/lg b et pour chaque t nous avons d'après (6) et (2): 

| £ 6-w^OI-i t b~'(v)! <i t b~" = 
v = ar(n+l)! v = n + l 

Ь 

v = n+l 

ђ - « ( n + l ) ! " < ^-2(g(н)l) ^ < fr-<*(n)!fr-п Ь ^ J_ђ-a(Ю! 
. _ _• - ч _ " 1 6 

2(6 - 1) " 2(6 - 1) 

Alors, pour M > n3 et pour chaque t a lieu 

2(6 - 1) 

(44) | £ l>-*(v,!0v(t)|<ïL
6l>-'('',! 

v = n + l 

et pour n > max (n2, n3) on a d'après (41) et (43): 

00 

\G(Q\ = \^b-*Wgltn)\>\b-^gn(tn)\-

| I 6"^ ! gv(t„)\ > #-<->' 
v = A + l 

et aussi 

sgn G(.„) = sgn G(un) 

et de (4 2) on déduit 

(45) |G('„) 

tn 

> — ní/2 

^ 4 8 " ' 

(46) 
G(un) 

Un 

> — ní/2 

> 48n , 

(47) 
( 

sgn -з(0. 
. - . * * -

Comme lim tn = lim un = 0 d'après (40) et G(0) = 0, nous déduisons de (45) 
n->oo n->oo 

et (46) que la fonction G n'a pas de dérivée finie au point 0; d'après (47), elle n'y 
a même pas de dérivée infinie. 
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9. La fonction F o G possède la dérivée 0 au point 0. 

En effet, soit s > 0. Choisissons un nombre naturel N tel que 

(48) ' N > m a x ( a - 2 , l g ^ - 1 ) ) ) 

et posons 

(49) O' = N-1/2.b-aW!. 

Nous allons prouver que pour 0 < \t\ < S on a 

F(G(t)) (50) . • -3-p<., 

et donc, comme F(G(0)) = 0, que la fonction F o G possède la dérivée 0 au point 0. 

Soit donc |f| < ô. La suite n-Wb~Wn)l) étant décroissante avec lim n-^i2b'aW = 
= 0, il existe d'après (49) un nombre naturel n que n"*00 

(51) „--l2 f t-*00! = |,| < („ _ ! ) - l l2 b-a(n-l)! ? „ > ^ _ . 

D'après la définition des fonctions gv et d'après (5) on a gx(t) = 0 pour v < n, alors 
d'après (6) et (44) on a 

0 < G(t) = b"a(B)! #„(*) + f V a ( v ) ! gv(r) < -Hra(n)! + T^~a(n)! < b"a(n)! • 
v = n + l 

Compte tenu de cette inégalité, on a fv(G(t)) = 0 pour v ^ n d'après la définition 
des fonctions/v, alors d'après (3) et (1) nous avons 

l-W))l = I Z «"a(v)L(G(0)l < i î «-a(v) < 
v = n + l v = n + l 

< i £ a-^Kw + l)"1*"^'. 
v=a(n+l) 

donc d'après (51) et (48) on a 

шm иl/2l,«(п)! 

2(n + 1) Ь ï ( в ) ! 

et (50) a lieu. 
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