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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNI MATEMATIKY 
Vydává Matematickf ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 103 * PRAHA 21.8. 1978 * ČÍSLO 3 

DEUX MESURES SPÉCIALES DANS L'ESPACE E, 

MILOSLAV JŮZA, Praha 

(Recu le 8 mars 1976) 

C. CARATHÉODORY a défini dans [1] la notion de mesure extérieure. F. HAUSDORFF 
a défini et étudié dans le Mémoire [2] des types différents des mesures extérieures. 
Dans le dernier temps, les mesures de Carathéodory étaient étudiées systématique
ment par ex. dans [4] et [5]. 

En examinant les singularités des solutions des équations aux dérivées partielles, 
on a besoin parfois de mesures de type spécial (voir [3], [6], [7]). Dans ce travail-ci, 
nous examinons la relation qui existe entre deux mesures de ce type. 

1. Ayons un espace euclidien E2 avec un système de coordonnées cartésiennes. 
Si x0, y0 sont des nombres réels et ô > 0, alors l'ensemble 

(1.1) K = {[x, y]eE2 : x0 è x ^ x0 + ô, y0 è y S y0 + <5} 

sera appelé carré fondamental; le nombre <5 sera appelé norme du carré K et 
désigné par |K|. Si 501 est un système de carrés fondamentaux, le nombre 

|50t| = sup IKI 
KeWl 

est appelé norme du système 501. L'ensemble de tous les systèmes dénombrables1) 
de carrés fondamentaux sera désigné par K. 

Etant donné des nombres entiers c, d,k,k^ 0, nous appellerons l'ensemble 

(,.2) *-{l*.,TE,:lsxt'-±l. i i ,*^ l} 

carré dyadic. L'ensemble de tous les systèmes de carrés dyadics sera désigné par D. 
Évidemment on a D c K, 

*) Des ensembles finis sont aussi considérés comme dénombrables. 
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2. Si M c: E2, nous posons pour e > 0: 

ht(M) = inîZ\K\ 
KeWl 

où la borne inférieure est prise sur tous les systèmes 9M tels que S0t e K, |9ft| = 6, 
M e U-K; 

** He(
M) = i n f £ l * l 

où la borne inférieure est prise sur tous les systèmes SDÎ tels que 301 e D, |9Jt| ^ e, 

M c IJ K. On a D c K, donc pour tout e > 0 et pour tout ensemble M c £ 2 o n a 

he(M) = H£(
M) • 

Pour et ^. e2 > 0 et pour tout ensemble M c. 2r2, on a évidemment: 

Alors, il existe des nombres (éventuellement égaux à + oo) 

h(M) = lim he(M) = sup he(M), H(M) = lim HE(M) = SUP HlM) 
«-+0 + «>0 £-*0+ £>0 

et on a 
h(M) = H(M) 

pour tout ensemble M c Ê2. 

3. Pour tout e, 1 > e > 0, et pour tout ensemble M c E2 on a2) 

He(M) g 9 . /je(M) , donc H(M) ^ 9 . h(M) . 

Tout d'abord nous allons prouver: Pour chaque carré fondamental K avec la 
norme \K\ ^ 1 il existe un système 9KK e D tel que 

J f c U D , |W.c|É|X|, E \D\^9.\K\. 

Cependant, K étant donné par la formule (1.1), soit k le plus petit nombre naturel 
tel que 2~* ^ 5. On a alors 

2~* g ô < r * + l . 

Il existe un nombre erjtier c tel que 

x0 ;= c. 2~* < x0 + ô. 

Si c . 2*"* < x0 + iS9 posons c0 -= c — 1; autrement posons c0 = c — 2. Alors on a 

•c0 .2~k < x0 < x0 + ô < (c0 + 3). 2"*. 

2) Voir [6], p. 43 et [7J, p. 11. 
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D'une façon analogue, nous pouvons trouver un nombre entier d0 tel que 

d0 .2"* < y0 < y0 + <5 < (d0 + 3). 2~k. 
En désignant 

nous avons 

|DJ = 2-fc
 = 5 = |K|, Kc:U U^, ' , 

i=0 i=0 -

£ £ M = 9 • 2~k^ 9Ô = 9 • \K\ • 
i = 0 i = 0 

Alors nous pouvons poser 9JlK = {-D.j}o^2-
0 £ f £ 2 

Si maintenant 1 > e > 0 et si l'ensemble M a E2 est couvert par les carrés d'un 
système SDt e K avec |SDî| = a, nous pouvons couvrir M par l'union 

91 = U 9«K e D , 

On voit aisément que 

| » | s | » | . Z I - > l - I ( Z I - > D - - . £ 9 - W -
D'ici on déduit que He(M) ^ 9 . hÊ(M)> a l o r s a u s s i H(M) = 9 • KM\ 

4. Nous allons prouver qu'il existe des ensembles M tels que h(M) < H(M). En 
effet, nous avons le 

Théorème 1. Soient a, a, b des nombres réels, a < b. Définissons l'ensemble 

(4.1) M*ab = {[x, y'] e E2 : a < x < b, y = x + a} . 

.A /ors on a 

(4.2) h(M*ab) =b-a, 

(4.3) fl(JHi) = ^ , 
1 - l>a 

o*3) 
(4.4) pa = lim inf (min (a . 2k - [a . 2k], [a . 2*] + 1 - a . 2*)) . 

*-~»00 
k naturel 

3) r étant un nombre réel, [r] signifie naturellement le nombre entier n tel que n<Lr<n+ 1. 
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La démonstration du théorème 1 sera réalisée successivement dans les para
graphes suivants. 

5- Si a est un nombre réel, on a 

(5.1) O l p . ^ 1 . 

Démonstration. A) Évidemment a . 2* - [a . 2*] >= 0, [a . 2*] + 1 - a . 2* > 
> 0, donc p 4 > 0 . 

B) Si a . 2* — [a . 2*] > \ pour un certain k naturel, alors [a . 2*] — a . 2* < —\, 
et [a . 2*] + 1 - a . 2* < i. Donc 

min (a . 2* - [a . 2*], [a . 2*] + 1 - a . 2*) ^ i 

pour tout a réel et k naturel. 

C) Si a. 2 * - [a. 2*] < \, alors a . 2*+1 - 2 . [a . 2*] < 1, et [a.2*+ 1] = 
- 2 . [a . 2*]. Si encore a . 2* - [a . 2*] > i on aa . 2*+1 - [a . 2*+1] = a . 2*+1 -
- 2 . [a . 2*] > \\ [a . 2*+1] - a . 2*+1 < - \ et [a . 2*+1] + 1 - a . 2*+1 < \. 

D) Si [a . 2*] + 1 - a . 2* < \, alors 2 . [« . 2*] + 2 - « . 2*+1 < 1, et 
2 . [a . 2*] + 1 < a . 2*+1; mais parce que toujours [a . 2*] + 1 > a . 2*, on 
a 2. [a . 2*] + 2 > a . 2*+1; donc [a . 2*+1] = 2 . [a . 2*] + 1. Si encore [a . 2*] + 
+ 1 - a. 2* > h alors [a . 2* + 1] - a . 2* + 1 = 2 . [a . 2*] + 1 - a . 2*+1 > | - 1, 
donca.2*+ 1 - [a.2*+1] < h 

E) Si a. 2 * - [a.2*] = i, alors a . 2k+1 - 2 . [a . 2*] = 1, et [a.2*+ 1] = 
= 2 . [a . 2*] + 1, d'où l'on déduit a . 2*+1 - [a . 2*+1] = 0 < | . 

F) On déduit de B)—E), que si pour un certain k naturel l'inégalité 

min (a . 2* - [a . 2*], [a . 2*] + 1 - a . 2*) > | 

a lieu, alors 

min (a . 2*+1 - [a . 2*+1], [a . 2*+1] + 1 - a . 2*+1) < i . 

Alors d'après (4.4) on a pa <. $. 

6. L'égalité suivante est valable 

h(M"ah) = b-.a. 

Démonstration. A) Si K est un carré fondamental, notons 

(6.1) n(K) = {x 6 R: il existe y e R tel que [x, y]eK} . 
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Alors n(K) est un intervalle et sa longueur \n(K)\ est égale à la norme \K\. Si 2R est 
un système dénombrable de carrés fondamentaux couvrant l'ensemble Ma

ah9 alors 
<a9 fc> c (J n{K)9 et 

KєШ 

(6.2) I |--| -* I N*)| >b-a, 
Kem KeSOl 

donc on a ht(M*ab) = b — a pour chaque e > 0, d'où il résulte que h(Mïb) = b - a. 

B) Par contre, ayant un nombre e > 0, choisissons un nombre naturel n tel que 
n ^ {b — a)/e. Pour î = 0, 1, ..., n — 1, définissons le carré 

*ŕ = { [ * , J>] eE2:a + - {b - a) = x ^ a + - - ^ (fc - fl), 
n n 

a + - ( b - a ) + a ^ ^ ^ a + (b - a) + a\. 
n n J 

Nous avons 

M ^ c z ^ K , , |K,| = (b - a)\n = s 
i = 0 

et 

"èV.| - » • ^ ^ - fc - a . 
i=o n 

Alors h.(My ^ b — a a lieu pour tout e > 0, donc aussi h(M^) ^ b — a. 

7. Pour m = 0, 1, 2, ... écrivons 

(7-1) a^-fy. 
*-=o 

A/ors pour chaque m entier non-négatif on a 
(7-2) H(M:b) = C-XP-) • (b - a) . 

Démonstration. A) Si Pa = 0, alors 6m(Pa) = 1. Mais si le système 9H de carrés 
fondamentaux (spécialement de carrés dyadics) couvre l'ensemble M*ab9 nous avons 
(6.2), et dans ce cas pour chaque e > 0 on a 

Ht(M*ab)Zb-a = Qm(Po). (b-a)9 

donc aussi 
H(AC) £ QM -(b-a). 

B) Soit p, > 0. Tout d'abord nous allons prouver 
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Lemme 1. Pour chaque nombre q9 0 < q < Pa, il existe un nombre S > 0 tel 
que, SDî étant un recouvrement arbitraire de Vensemble Ma

ab formé des carrés 
dyadics avec |$t| _ <5, pour chaque m = 0 confier on a 

(7.3) £ |K| à (Ufl) • (6 - a). 

Démonstration du lemme 1. Ayons un nombre a et un nombre q tel que 
0 < q < pa. D'après (4.4) il existe un nombre k0 tel que Ton ait pour k = k0 

(7.4) a . 2k - [a . 2k] > q , [a . 2k] + 1 - a . 2k > q . 

Posons ô = 2~*°. Si |K| g <5 pour un carré dyadic K défini par (1.2), alors 2~k = 
== |K| <: <5 = 2""*°, donc fc = k09 donc (7.4) a lieu. Nous allons prouver maintenant 
que pour ce 5 le lemme 1 est valide pour tous les ensembles M*ah9 a < b étant ar
bitraires. 

Nous effectuons la démonstration par l'induction d'après m. Nous avons Q0(q) = 
= 1. Mais pour un recouvrement arbitraire de l'ensemble Mab, nous avons (6.2), 
dons aussi (7.3) pour m = 0. Alors pour m = 0 le lemme 1 est valable. 

Supposons que la formule (7.3) est déjà prouvée pour m = p. — 1 (p naturel) 
pour tous les ensembles M*b (pour notre a fixé, mais pour a, b arbitraires) et pour 
chaque recouvrement dyadic S01 de l'ensemble Ma

ah tel que |9W| g ô. Ayons maintenant 
un ensemble Ma

ah fixement donné et son recouvrement dyadic 9M avec |9K| = ô. Nous 
allons prouver la formule (7.3) pour ce recouvrement SPÎ et pour m = p. 

K étant un carré dyadic défini par (1.2), alors l'ensemble n(K) défini par (6.1) est 
l'intervalle <c.2~*, (c + 1).2~*>. K, L étant des carrés dyadics avec |K| = |L|, 
alors 7r(L) C n(K) ou n(L) n n(K) est vide ou contient un seul point. 

Le recouvrement 9M est dénombrable, car le nombre de tous les carrés dyadics est 
dénombrable. S'il existait un nombre rj > 0 tel que |K| ^ r\ pour une infinité de 
carrés K e 2R, on aurait £ |K| = oo et (7.3) aurait lieu. Donc, nous pouvons nous 

Kem 

borner au cas où il n'existe pour chaque nombre rj > 0 qu'un nombre fini de carrés 
K 6 9W tels que |K| = r\. 

Nous allons définir des systèmes SŴ  c SDÎ, yit c SOI (î = 0,1, 2,...) et (pour 
certains Ï naturels) les carrés Lx e SDÎ de la façon suivante: 

a«o = m ; 

9t0 soit l'ensemble des carrés K e 9B, définis par la formule (1.2), pour lesquels on a 

(7.5) C-±±la ou J.fc>; 

9Mj, Sftj étant déjà définis pour tous j < i9 nous allons poser 

(7.6) ïR, = itR1._1-'u
1<rc,; 

j = 0 
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si maintenant 501.- = 0, posons aussi 9t, = 0; dans le cas contraire nous choisissons 
pour Lt un carré arbitraire de l'ensemble Wlt tel que \L(\ ^ |L| pour chaque Le 9Wj 
et 9t, sera l'ensemble de tous les carrés Le 9W, tels que n(L) ci n(L). 

Par le symbol X nous désignerons le plus grand nombre i tel que L{ est défini 
ou oo dans le cas où L est défini pour chaque i. Nous avons 

A 

(7.7) U 91, = 2tt . 
*=o 

Car si Le SDî, il n'existe (dans le cas auquel nous nous bornons) qu'un nombre fini n 
de carrés K e 501 tels que |K| = |L|. Alors si L n'a pas été choisi dans quelque 9t, pour 
0 ^ i ^ n — 1, on a dû choisir Lw = L, donc Le 9tB. Comme 91, = 0 pour i > A, 
(7.7) a lieu. 

Si K e 9M, désignons 

(7.8) a(K) = ;r(K) n <a, &> . 

Pour K e 91, et i > 0, <r(K) est toujours un intervalle. Nous désignerons par \o(K)\ 
sa longueur. Si x e (a, fc), il existe un nombre y tel que [x, y] e M*ft. Le point [x, y] 
est couvert par un carré K e 9JI. D'ici on déduit x e 7t(K). D'après (7.5) ona .K^ 9l0, 
alors d'après (7.7) on a K e 91, pour un i > 0. Mais d'ici on déduit x e n(Lt\ n(L) =D 

=> n(K). D'après (7.8) on a aussi x e <x(L,). Alors (a, b) c: U (T(L,). De cela on 
obtient <:=1 

(7.9) i\a(Lt)\^b^a. 

Maintenant à partir de l'hypothèse d'induction que la formule (7.3) a lieu pour 
m = \i — 1, nous alons prouver pour i = 1,..., A 

(7-10) E \K\ ^ ôM(cj) . HQ\. 
Keïfci 

Pour la démonstration de (7.10), supposons que 

(7.11) h = {fryleEa:±Sx£Si±l, Lzysês+iy 

D'après (7.5) nous avons (c, -f l)/2** > a, c,/2ki < b, car L, £ 9l0. Nous distingue
rons deux cas: 

a) Supposons d'abord que 

(7.12) a.2*' = d, - Ci. 

Le nombre d, — c, étant entier, on en déduit 

[a . 2*'] £ dt - c,, 
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donc 
a . 2*' - (di - c() _: a . 2*' - [a . 2*'] , 

alors d'après (7.4) on obtient 

a . 2*< - (<*, - c^ > q 
ou bien 

(7.13) f t + a > '« + « 
2*. 2*1 

Notons 

Si x > (ci + 1 - #)/2k< alors d'après (7.13) on a 

c, , , 1 - 9 di + q t 1 - q di + 1 
j> = x + a > - f + a + ——^ > ' . + — ~ - = . 

2 2 2 2 2 

et d'après (7.11) aucun point de l'ensemble iV n'est placé dans le carré Lv 

(i) Si ni 

( ^ . ^ ) - » . ( > . ^ ) a є 

n'a lieu, alors N cz M*ah, et 1V doit être couvert par les carrés de 501. Mais N ne peut 
être couvert que par les carrés de 5ftf, car l'ensemble n(K) n n(L^) est pour K i 91, 
vide ou contient un seul point, donc 

et a fortiori 

Alors l'ensemble iV doit être couvert par les carrés du système 91 ( — {L,}. D'après 
(7.3) et d'après la supposition d'induction, on a 

' ».»?-,MW6 «"-«• ?• 

Comme |L,| = 2~*', j_r(__:)| g 2~*', on en déduit selon (7.1): 

E |*| i- 2"*' + G„-i(«) • " • 2"-' = Q„(_) • 2~*' = 0 » . |oCL,)j , 
__cli 

ce qui est la formule (7.10). 
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(ii) Si c,-/2k| < b < (c,- + 1 - q)j2k\ alors \a(L,)\ = (1 - q)\2k'; on a encore 
X |X| = |L,| = 2"*', d'où 

Ke9ï. 

X |X| 2E - - - . k(L,-)| = L V • KL,)| > o,(<?) • KL,)|, 
xe^Rj 1 — q * = o 

ce qui est de nouveau la formule (7A0). 

(iii) Si (ct + 1 - q)/2*f < b < (ct + l)/2*', nous avons avant tout 

(7.14) KL,)| = b - i t < 2"*'. 

Définissons dans ce cas l'ensemble 

N' = {[>> J>] e £ 2 : Ct + * t~
 9 <x <b9 y = x + a\czN. 

L'ensemble N' c: Ma
ab doit être couvert par les carrés du système 51,- — {Lj . Alors 

d'après (7.3) et (7.1) et d'après la supposition d'induction on a 

- Í . ( 1 - , ) . I / = (*-£)I:/-2-; + ?,«". 
donc 

<i)K^{b-M«'+*r; 

d'après (7.14) nous obtenons d'ici 

X |K| = KL,)| .xV + KI,)| • «" - K-«)| • È «'. 
K€*tt, j - = 0 1--0 

ce qui est de nouveau la formule (7.10). 

(iv) Si enfin b t (cj2kt
t (c, + l)/2*'), mais (c, + 1 - g)/2*' < a < (c, + l)/2*', 

alors 

Si nous définissons 
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N' = } [x, y] € E2 : a < x < - ~ j — , y = x + a l c . N , 

nous avons N' c M*ah, et N' doit être couvert par les carrés du système 91; — {Lj. 
Alors d'après (7.3) et d'après la supposition d'induction nous avons 

S |x| _. fi,-_(_) ( ^ - «) = <2,-_(«) • KL,)| . 

donc 

X |j_| __ |Lf| + G^_.(9) . KL,.)| _. |a(L,.)| (i + e„-i(«)) > 

> |(T(LO| . (<?* + e,-i(q)) = QM) • k(^)l> 
ce qui est de nouveau la formule (7.10). 

b) Maintenant nous allons examiner le cas où (7.12) n'est pas valable et alors 

(7.15) a . 2kt < di - Ci. 

Le nombre d{ — ct étant entier, on déduit de là que 

[a. 2ki] + 1 _g di - ct, 
alors 

a . 2ki - (di - c^ _g a . 2ki - ([a . 2ki] + 1) , 

et d'après (7.4) on a 

ou bien 

(7.16) 

Désignons 

N = | [ x ^ ] e £ _ : | ; < x < ^ , y = X + j . 

Si x < (ci + q)\2k\ alors d'après (7.16) on a 

Ci q dt — q q di 

y - * t « < ^ + « + jt < - ^ r + jr, = _3,> 

alors d'après (7.11) aucun point de l'ensemble N n'est placé dans le carré Lf. 

(i) Si ni a € (cj/2*1, (ct + l)/2ki) ni b e (cf/2
fti, (cf + q)J2ki) n'a lieu, alors N <= M"ab, 

et N doit être couvert par les carrés de 9K. Mais N ne peut être couvert que par les 
carrés du système 9tj — {Lj. Alors d'après (7.3) et d'après la supposition d'induc
tion, on a 
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2ki 2ki 



£ |K|žfl,-t(í).^ 
KeVli-{Li} 2 1 

Comme |L,| = 2 *', ^ (L^ = 2 *', on en déduit d'après (7.1): 

,5,|x| - h+ Q»-i{q) • £ = Q"{q) • h -QM) •KLi)l • 
ce qui est de nouveau la formule (7.10). 

(ii) Si (c, + g)/2*' < a < (c, + l)/2*', alors |<x(L,.)| ^ (1 - <?)/-*'; si de plus 
£ |K| è |L,| = 2~k', alors 

KeStt 

I И * ----- -I °{Я\ - 1 в-. KL()І > < ш . KLЃ)| , 
кє9řť 1 — q fe=o Ke9î£ 1 — q 

ce qui est la formule (7A0) de nouveau. 

(iii) Si Ci/2k| < a < (ct + g)/2k<, on a avant tout 

(7-i7) KM < ^ - « < J, 

Définissons dans ce cas l'ensemble 

N ' = Ux9y]eE2:a<x< ^ ± _ i , y = x + al c N. 

L'ensemble N' c M*b doit être couvert par les carrés du système 91, - {Lj. Alors 
d'après (7.3) et (7.1) et d'après la supposition d'induction on a 

^,,w -«.-.« •(-£*-) - ( ^ -»)•:?/ -

donc 

t5Wi(^-.).;îV+±,., 
d'où selon (7.17) nous obtenons 

S |x| à KL,)| . "ïV + KL()| ? = KMI • £ iJ. 
Keft. i=-0 i = 0 

ce qui est la formule (7.10) de nouveau. 
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(iv) Si enfin ai(Ci\2
k\ (ct + l)/2*'), mais be(Ci\2

ki, (c, + q)/2*'), alors ^(Ql = 
= b — Cf/2*1. Si nous définissons 

x, y]eE2 \ -j- < x < b, y = x + al c= N , W = | [*>.v] є £2 : "T; < * < b> y = x + al 

nous avons N' cz M*ab, alors N' doit être couvert par les carrés du système 9lt — {Lj. 
Alors d'après (7.3) et d'après la supposition d'induction nous avons 

_ E 1*1 = &-.(«) (* - § ) = e,-i(«) • K M , 
d'où 

• Î W _ |L,| + Q.-M) • KI-OI = KL«)I • (! + 6,-1(9)) > 
i.692. 

> |<r(L()| • (q" + G,-,(.))= &(_) • KL,.)|, 

ce qui est de nouveau la formule (7.10). 
Ainsi nous avons prouvé la formule (7.10) pour 1 ^ i ^ A sous la supposition que 

la formule (7.3) a lieu pour m = pi — 1. Maintenant par l'union de (7.10) et (7.9) 
nous allons obtenir 

E M = £ • ( I M) = £ e„(<0 • KL()| = e,(cj) (b-a), 
K*m * = 1 JKeSR, i = - l 

ce qui est la formule (7.3) pour m = fi. Alors, le lemme 1 est prouvé par l'induction. 

C) Du lemme 1 on déduit: 
Si 0 < q < pa et m est un nombre entier non-négatif, alors 

H(M:b) = Qm(q) .(b-a). 

D'ici nous allons, obtenir 

ff(AC) = (b - a) . lim Qm(q) = (b - a) . Qm(px) , 
q-*p*~ 

ce qui est la formule (7.2). 

D) Comme 0 < pa < 1, on obtient des formules (7.2) et (7.1): 

(7.18) if(AC) = lim Qm(pa) . (b - a) = b ~ a 

1 - A 

8. Il reste à prouver l'inégalité 

(8.1) H(M^) _ f ^ 

La formule (8.1) résulte aisément de ce lemme: 
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Lemme 2. Étant donné deux nombres e > 0, ô > 0, il existe un recouvrement 9H 
de ï'ensemble M*ab, formé de carrés dyadics et tel que 

(8.2) |St| <. ô , 

(8.3) £ |K| s 1 _ ! + , . 
Ke<0* 1 — Pût 

Démonstration du lemme 2. a) Compte tenu de (5.1), nous pouvons choisir un 
nombre q tel que 

(8.4) Pa < g < min ( - , pa + 
2 1 6 ( 6 - a ) 

D'après (8.4) nous avons 1 — g > £, 1 — pa > \, q - pa < ej\6{b — a) et nous 
obtenons 

1 -Va _ (1 - g) + (g - p«) _ 

1 - a (1 - « ) ( i - л ) ( I - « J ) ( I - Л ) 

1 , 4 - Pa 

Í-Pa ( l - q ) ( l -

1 лi \ 1 
< . + 4(a p.) < + 

- л ) 1 - Р« i - Р« 

alors 

(8.5) 
Ь — a b — a , 

< + Џ . 
1 - q 1 - px 

B) 11 résulte de (4.4) et (8.4) ľexistence d'un nombre naturel kx avec 

(8.6) 2'ki < ő , 

(8.7) „-. . ^ < 1 - <z) 
16 

et encore avec 

(8.8) a . 2*' - [a . 2*'] < ű 

ou avec 

(8.9) [a . 2*'] + І - « . 2*' < «j .. 

Pour i -= 1, 2,..., N, = [b . 2*1] - [a . 2*1] + 1, définissons les carrés dyadics 

i^i fr i 17 ci ^ ^ c« + 1 ^i ^ ^ ^i + 1] -Kl = <fx,y |€.E2 : --î- _ x < - - - -— , - ~ _ y < - J-T—V , | L >SJ 2 2kt - - 2kl 2*1 "" 2*1 J 
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ou 
ct = [a . 2fcl] + i - 1 

et 
àx = ct + [a . 2fcl] , 

si (8.8) a lieu, ou 
dt = c( + [ a . 2fcl] + 1 , 

si (8.8) n'a pas lieu (et alors (8.9) a lieu). 
De la définition des nombres ci9 il résulte 

c t [a . 2fcl] ^ g . 2fcl
 = ct + 1 = [g . 2fcl] + 1 a . 2fcl

 = 

2*i 2 f c l "" 2 f c l ' 2 f c l 2 f c l 2 f c l ' 

2*i 2
fcl ~ 2fcl 2fcl 

Nous avons donc les inégalités 

(8.10) fL<a<C^±l = ^-<C-^±l=^<... 
v i 2*i - 2*1 2** 2*1 2*1 

... < 
CAГi - 1 + 1 __ £Ni < t ^л + 1 

2*1 2*' ~ 2*1 

On en déduit que 

alors compte tenu de (8.7) nous avons 

(8.11) ^ - g | i t î | S ft-« + - . - -=- ) . 
L i~ 1 o 

D'après (8.6) on a encore 

(8.12) K\ = 2'~* = 5 pour i -= 1, . . . ,N t . 

Soit [x, y]eMÏ6. Alors g < x < b et d'après (8.10) il existe un î (1 <_ i ^ N-) 
tel que 

•£ S * Sï-4"-. 
2*1 2*1 
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Distinguons maintenant deux cas: 

a) Soit (8.8) valable. Si maintenant ct. 2~fcl _ x _ (cf + 1 - q). 2~fcl, alors 
x + a _ Ci. 2~fcl + a = 2~fcl(c£ + a . 2fcl) _ 2~fcl(ci + [a . 2fcl]) = dt. 2~fcl; ensuite 
x + a _ 2~fcl(ci + 1 - q) + a = 2~fcl(ci + 1 - q. + a . 2fcl) < 2~fcl(cf + 1 + 
+ [a . 2fcl]) = 2"fcl(di + 1); alors les points [x, y] e M*fc, pour lesquels ct. 2~fcl _ 
_ x _ (cf + 1 — q) . 2~fcl, sont situés dans le carré KJ. Alors les points non couverts 
par les carrés K\ ne peuvent être que les points de l'ensemble M*ab contenus dans les 
ensembles 

(8.13) L\ = {[x, y] e E2 : a\l) < x < b\l), y = x + a} , î = 1, 2 , . . , Nt , 

ou 
_<D _ et + 1 - q , ( i ) _ c , + 1 

Il y a Nj des ensembles L* et pour chacun d'eux on trouve 

(8.14) b\l) - a\X) _ q . 2~fcl , i - 1,..., J^ . 

b) Supposons (8.9) valable. Si maintenant (ct + q) . 2~fcl _ x _ (cf + 1) . 2~fcl, 
alors x + a _ 2~fc,(cf + q) + a = 2~fcl(cf + q + a . 2fcl) > 2~fcl(ci + [a . 2fcl] + 
+ 1) = 2~fcl . di\ ensuite x + a _ 2~fcl(cf + 1) + a = 2~fcl(cf + 1 + a . 2fcl) _ 
_ 2~fcl(cf + [a . 2fcl] + 2) = 2~fcl(di + l); alors les points [x, y] e Mab, pour les
quels 2~fcl(ci + q) _ x _ 2~fcl(cf + 1), sont situés dans le carré K\. Alors les points 
non couverts par les carrés K\ ne peuvent être que les points de l'ensemble Ma

ab 

contenus dans les ensembles (8.13), où 

, / D __ Ci 1,(1) __ ci + 4 

1 ~ 2^ ' " 2fcl * 

Il y a Ni des ensembles L\ et pour chacun d'eux (8.14) a lieu. 

C) Maintenant pour chaque nombre naturel m formulons cette 

Affirmation A(m). Pour chaque j = 1,2,.. , m, un système de carrés dyadics 
KJ

U K{,.., KJ
Nj est défini. Les ensembles L~, L~,. . , L ^ , 

(8.15) L? = {[x, y] € E2 : a<m)
 = x _ bf\ y = x + a} , i = 1,..,NW, 

existent, tels que 

(8.16) A C - U L ? C G U-3. 
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Ensuite on a 

(8.17) \K{\ = 2~kj
 = ô pour i = 1, ...,Nj, j = \,...,m; 

(8A8) Ni\K{\=NJ.2-k> = q>-\b-a) + Hl - <?) £ <T'• 21"' 

pour j = 1, ..., m ; 

(8A9) ^ m ) - a(.w) = q.2-fcw. 

Démonstration des affirmations A(m). En B) on a prouvé que nous pouvons 
définir des carrés dyadics K},..., K*. tels que l'on ait A(i) (voir (8.12), (8. H) et (8.14)). 
Supposons maintenant que A(m) vaille pour quelque m naturel. Sous cette supposi
tion nous construirons des carrés dyadics Km+1,...,KH^ tels que A(m + 1) sera 
vraie. Par cela, A(m) sera prouvée pour chaque m naturel. 

D'après (4.4) et (8.4), il existe un nombre naturel km+1 tel que 2~fcm+1 ^ ô, et que 

(8.20) - 1 - < « - f t - g - -
2 t - • , ~ 16.iVm.2ra 

et ou bien 

(8.21) « . S * - 1 - [a.2*m+1] <q 

ou bien 

(8.22) [a . 2*m+1] + 1 - a . 2*m+i < q . 

Choisissons un tel km+1. Pour chaque ensemble L(,m) définissons vt carrés dyadics 

(8.23) Kmtl =\[x,y-]eE2:^-Sx £ ^ j ^ > - ^ - ^ ^ ^ ^ ^ 1 = 
v ' M ] L ' / J L 2m + 1 "" 2 2 ~~ 2 l 

J = 1, 2,. . . , v, = [MM) • 2*™+1] - [a(m). 2*"+1] + 1 ; 
où 

cM-~- [flW.2*—1] + i - 1 
et 

(8.24) <fM = cM + [a . 2fcw+1] , si (8.21) a lieu , 

(8.25) ditî = cM + [a . 2*m+1] + 1, si (8.21) n'a pas lieu (et alors (8.22) a lieu). 

De la définition des nombres cM on déduit 

f T / t ^ 0*m+i"I n(m) <ykm+l 

lié- « lgi * 2 J < fl* *Z
 = fl(m) ~~Г ~* Г ~" -sS " Г — ӣt 

Л*m+1 2 2 

228 



c м + 1 = [a\m) 2*młł] + 1 a(
t
m) 2*młl

 ( m ) 

2*m+i o * m + 1 o * m + 1 * 

ІŁü_ = Þf° •-*•"] < ь w 
2*m + 1 2 * m + -

C.y, + 1 = [Ь^.2^'3 + 1 ^ ь ( и ) 

' ìkm+l 0 * m + 1 

Nous avons donc les inégalités 

(8.26) -£-*!- g a(
i
m) < H 1 ^ = 4"-- < ^H"^ = 4--- < 

x 7 2 f e m + l 2 m + 1 2m+1 2m+1 

< C » , V І - I + 1 =

 Cž,v. .^ þ(m) < C.,v< + 1 

2*m +1 2^m + ! * 2* m + 1 

D'ici on déduit que 

Vf 
C*>. + * C M <Г * . » „(*) _±_ 2 

y licrr1! = > - 4 ^ - < M"0 - «.m) + 
i=i 2 2 m + 1 ~~ 2"mTi 

d'où compte tenu de (8.19) et (8.20) nous obtenons 

(8.27) £ \KmV\ = - 2 - - < - f + £ ( 1 " g ) . 
V ' i-i1 ' ' 2*m+1 2*"1 8.iVm.2m 

Soit [x, y] e Lm. Alors a(m) < x < ->(jm) et d'après (8.26) il existe un 1(1 ^ l ^ v() 
tel que 

CM = x =
 CM + -

^*m + 1 0 * m + * 

Distinguons maintenant deux cas: 

a) Soit (8.21), donc aussi (8.24) valable. Si maintenant c M . 2~*m+1
 = x = 

= (cM + 1 - q). 2~*m+1, alors x + a = c M . 2~*m+1 + a = 2~*m+1(cM + 
+ a . 2*m+1) = 2~*m+1(cM + [a . 2*m+1]) = ditl. 2~*w+1;^ ensuite x + a _g 
= 2~*m+1(cM + 1 - q) + a = 2~*m+1(cM + 1 - q + a. 2*m+1) < 2~*m+1(cM + 1 + 
+ [a . 2*m+1]) = 2~*m+1(efM + 1); alors les points [x, y] e L?, pour lesquels 
c M . 2"*m+1 £ x S (citi + l - « ) . . 2~*m+1, sont situés d'après (8.23) dans; le carré 
K™î \ Alors les points non couverts par les carrés K™îi ne peuvent être que les points 
des ensembles 1% contenus dans les ensembles 
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(8.28) ąt1 = {[x, >-] є-Eг : a%+1> йxй i>."+ 1 ), У = x + a} , 

/ = 1,2, ...,vt, 

ou 

(8.29) flj".+1) = C M +

t

 1 ~ g , &?+i = H^-1 • 

Le nombre des ensembles Lm + 1 est v£ pour i fixe et pour chacun d'eux on a 

(8.30) fe(m+1>~a(m+1>^^.2~*m+1; Z - l , . . . , v , ; i == 1, ...,NM . 

b) Si (8.21) n'a pas lieu, alors (8.22) et (8.25) ont lieu. Si dans ce cas (cM + q). 
. 2~**m+1 g x ^ (cM + 1) . 2~*m+1, alors x + a ^ (cM + g) . 2~*m+1 + a = 
« 2~*m+1(cM + q + a . 2*m+1) > 2~*m+1(cM + [a . 2*m+1] + 1) = ditl. 2~*m+1; en
suite x + a <* (clf, + 1). 2~*m+1 + a = 2~*m+1(cM + 1 + a. 2*m+1) < 2~*m+1(cM + 
+ [a . 2*m+1] + 2) = (du + 1) . 2~*m+1; alors les points [x, y] e Lm, pour lesquels 
(citi + q) • 2~*m+1 ^ x ^ (cM + 1) . 2~*m+1, sont situés d'après (8.23) dans le carré 
Km+1. Alors les points non couverts par les carrés Km+1 ne peuvent être que les 
points des ensembles Lm contenus dans les ensembles (8.28), où 

(8.31) art1 = -f-L , b?+1 = C-^~^ . 

Le nombre des ensembles Lm+1 est vt pour î fixe et pour chacun d'eux on a (8.30). 
Nm 

Posons maintenant Nm+1 » ~~ vf et changeons le numérotage des carrés Km+1 en 
i = i 

posant 
rrm + 1 »-m + 1 rrm + 1 r̂ m + 1 r^m + 1 r̂ m + 1 
^ 1 - - ^ - 1 , 1 9 -~-2 — -"-1,2 ••••>-~-vi "" -~-l,vi » 

»-m+l «rm+1 w-m+1 trm+1 r^m+1 ry-m+l T/-m+l »-m+l 
A V l + l — iV.24 , . . . , 1 S . V 1 + V2 — .fi.2fV2 , JS.Nm + i^1 - -ft-JVm,VWm~i , -*-JVm+1 — J^NmtvNm -

De la manière analogue nous allons désigner des ensembles 

£m + l r m + 1 r m + 1 r m + 1 T H I + I rm+1 

1 — ^ 1 , 1 9 *->% ~ -W,2 9 •••> ^JVm+1 ~ ^NmtvNm 

et les nombres 
fll — « 1 . 1 >--*> a -Vm + l - % m , V N m > 

^(w+1) _ L(w+1) L(m+1) _ L(m+1) 
^1 - 0 1 , 1 9 •••> % „ , + 1 - DNmtvNm • 

D'après la construction des carrés Xm+1 et des ansembles Lm+1 (8.16) a lieu aussi, 
si nous y écrivons m + 1 au lieu de m. D'après (8.23) et d'après le choix du nombre 
km+1, (8.17) a lieu aussi pour j == m + 1. 
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De (8.27) il résulte 

Nm+l iVm 7i Nm 
ř m + l Nm yt Nm v hj KT p(\ __ n \ 

Si nous appliquons maintenant (8.18) pour j = m, nous obtenons d'ici 

NZ\K7+1\ < q(q-~\b - a) + ie( l - q)£ «""' . 21"') 4 
i = l -=-1 

+ ^ ^ = <T(*> - a) + i < l - <0E<ZM+1~' -2 1 " ' + ifi(l - ^ ) . 2 - w , 
8 . 2m <=i 

ce qui est la formule (8.18) pour j = m + 1. 
Enfin, de (8.30) on déduit (8.19) avec m + 1 au lieu de m. Nous avons donc prouvé 

l'affirmation A(m + l). 

D) D'après (8.18) nous avons 

g s,-((>-») + «i -4,^,-)-

D'après (8.4) on a 0 < 2q < 1; il en découle 

lim Nj . 2~k' = 0 . 
j-*ao 

Choisissons un nombre naturel A tel que 

(8.32) Nx . 2~*A S fi . 

De (8.16) il résulte 
- V A A JVJ 

(8.33) M;-UL^U \JK{. 

f * - l J - = l < - - l 

Le carré Kf soit donné par 

KÎ = {[*> y] e -Ç2 : y,. 2~** S x S (y* + 1) . 2~k* , 

àt. 2~*A S y S (»i + 1) • 2~*A} . 

a) Si a . 2*-* - [a . 2*A] < g, alors d'après (8.23), (8.28) et (8.29) on a 

L^^x,y-eE2:yi±^<x<y^±i, , - » + «}. 
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D'après (8.24) nous avons dans ce cas encore 

S, = y, + [ a . 2*A] . 

Définissons dans ce cas pour i = 1,..., Nx des carrés 

Kt = {[x, y] s E2 : (y, + ±) . 2~*A
 = x ^ (7i + 1) . 2"*A, 

(^ + l ) . 2 " * A â > ' â ( ^ + 4 ) . 2 - * A } . 

Si maintenant [x, y] e Lx, alors 

x e A' + 1 ~ q yJ-±l\ c A L ± J ZL±_IN 

\ 2*A ' 2*A / \ 2*A ' . 2*A 

Ensuite 

y = x + a =
 7t + l~^ + a = 2-*A(y,. + 1 - ~ + a. 2*A) = 

= 2-*A(y( + 1 - q + [a . 2*A]) = 2"*A(^ + l-q)>ôi. 2"*A ; 

y = x + a < (y, + 1) . 2"*A + a = 2_*A(y, + 1 + a . 2*A) < 

< 2-*A(y( + 1. + [a . 2*A] + q) = 2-*A(<5i + 1 + q) < (ôt + f) . 2"*A . 

Il en découle que [x, y] e K\ ou [x, y] eKt. 

b) Si l'on n'a pas a . 2*A - [a . 2*A] <.q, alors [a . 2*A] + 1 - a . 2*A < q a. lieu; 
d'après (8.23), (8.28) et (8.31) on a 

Lx,={[x,y]eE2:yi.2-k*<.x<:(n + q).2-k\ y = x + a} 

et d'après (8.25) on a 
ô, -= y,- + [a . 2*A] + 1 . 

Définissons dans ce cas pour i = 1,..., Nx des carrés 

£< = fa, y] e E2 : 7i. 2"*A <, x = (f, + i). 2"*A, (ôt - i). 2~*A £ y <. ôt. 2~*A} . 

Si maintenant [x, y] e Lx, alors 

X 6 / I L , I L + « \ C / A T. + * 
^2**' 2*A / \ 2 * A ' - 2*A 

Ensuite 

y - + - á ( ? i + í ) ' 2~*A + a = 2~*A(y, + q + a. 2*A) < 

< 2"*A(y( + ? + [a . 2*~] + 1) = 2"*A(<5( + q)< (ôt + 1) . 2-*A ; 
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y = x + a ^ 7t • 2"*A + « = 2~*A(yj + a. 2*A) > 

> 2 -^y , + [a • 2**] + 1 - q) = 2~**(.5I - «j) > (<5f - }) . 2~*- . 

Il en découle que [x, y] e KJ ou [x, j/J e R^ 
Alors, dans les deux cas, nous avons 

(8.34) L j c K J u J ^ . 

Puis d'après la définition des carrés Kt et selon (8.17) on a 

(8.35) \Kt\ = ±.2-** <<5, pour i = 1,...,NA, 

et d'après (8.32) on obtient 
NA 

(8.36) I I - K f l - i V j t . i ^ - * * ^ ^ . 
i = l 

Pour le système SDÎ nous allons choisir maintenant l'ensemble des carres 

X I fcrl Jfl J^l . fc"X inrA E? E? 

1? • • •> -^N , > *~1> • • » -^N 2 » ' * » ^ 1 » * * > % A ' ^ 1 ' ' * '» ^ N A * 

Il résulte de (8.33) et (8.34) que 9W est un recouvrement de l'ensemble M*fr. D'après 
(8.17) et (8.35), on a (8.2). Enfin, d'après (8.18), (8.36), (8.4) a (8.5) nous obtenons 

X Nj NA X X 

E 1*1 = E EN + EN .sI*'-1**-«) + !*-. 
Ke9R j = l i = l i = l 7=1 j = l 

. ( l - « ) E « y " ' . 2 1 - + i e < ( f c - a ) E « y - 1 + i < l - ^ ) E E T " ' -
t = l J = l t = l J*=-t 

.2^- + i 6 < ^ + ie(l~.2)Ê E« J" ' -2 1- + ie< 
1 - q *«i i»* 

Ь - a . , . , , . ч £ 1 1 

1 - P. 
< í + І £ + ł e ( l - q)l _L_. _ L _ + ł E = 

b — a t t / . x 2 .. b — a 
= + ia + i e(l - g). + ie = + e, 

1 - P* 1 - 4 1 - P* 
alors (8.3) est aussi valable. Donc le lemme 2 (et alors aussi la formule (8.1)) est 
démontré. 

9. a) Soit a un nombre rationnel de la forme a = r . 2"\ où / est un entier non-
négatif, r entier. Alors on a a. 2* — [a. 2*] -*= 0 pour k è h d°nc p a =-0a lieu d'après 
(4.4) et d'après (4.2) et (4.3) on a 

h(Mlb)~H(Mlb). 
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b) Soit a un nombre rationnel, mais pas de la forme a = r . 2~'avecr, /entiers. 
Alors (voir [8], chap. V, § 22, page 218) 

a = L + ү_L_ 
2' Ä 2l+ІJ 

où r, s sont entiers, / entier non-négatif, j naturel et 0 < 5 < 2J. On en déduit 

a . 2k - [a . 2k] = a . 2 k + ' - [a . 2k+s] > 0 , 

[a . 2k] + 1 - a . 2k = [a . 2k+f] + 1 - a . 2k+J > 0 

pour k ^ h d'où d'après (4.4) il découle 

pa = min (min (a . 2'+k - [a . 2 , + k], [a . 2 ,+k + 1 - a . 2'+k)) > 0 . 
0£*<J 

D'après (4.2) et (4.3) on a donc dans ce cas toujours 

fc(AC) < H{M'ab). 
00 

c) Soit a = | = £ 2~2j. Alors pour k pair on trouve 
i = i 

a . 2k ~ [a . 2k] = i , [a . 2k] + 1 - a . 2k = $ , 

pour k impair on aura 

a . 2k - [a . 2k] = f, [a . 2k] + 1 - a . 2k = £ , 
alors on a 

min (a . 2k - [a . 2k], [a . 2k] + 1 - a . 2k) = $ 

pour chaque k naturel, et d'après (4.4) on a P1/3 = J. D'après (4.3) nous obtenons 
alors 

H{M)l3) = î{b-a) = îh{Ml<?). 

00 

d) Soit a = YJ 2"J2. Cet a est irrationnel. Nous avons 

a . 2k2 - [a . 2k2] = £ 2k2~'2 - [ £ 2k2~'2] = £ 2k2"i2 < £ 2"2 k"1-^ = 2~2k . 
i-*l i « l i = k+l j=-0 

Alors d'après (4.4) nous obtenons 

px S Hm inf (a . 2k2 - [a . 2k2]) S Km inf 2~2k = 0 , 
k-*oo *-->oo 

d'où 
^ = 0, h{M'ab) = H^l) . 
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00 

e) Soit a = £ 2~2i~ly/n. Cet a est irrationnel. Si fc est un nombre naturel, et en 
I=i 

désignant par;*! le plus petit nombre naturel J tel que 2/ + [^/j] > fc, nous avons 

a . 2* - [a. 2*] = £ 2*-2'-">] > 2"3 = i , 

[a . 2*] + 1 - a . 2* = 1 - 2k-2h~U1^ - £ 2
t - 2 ' - 1 ^ 1 > 

> 1 - 2*~2-/l"tv-/l1 — 2*~2-/,-rv7,3~1 ^ 1 - 1 - — = 1 
2 22 4 ' 

Alors pour chaque k naturel nous avons 

min (a . 2* - [a . 2*], [a . 2*] + 1 - a . 2*) > i, 

done d'apres (4.4) on a px ^ i et d'aprfcs (4.2) et (4.3) on obtient 

ti(M'ab) < H(AC) • 
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