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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 104 (1979), Praha

DEFINITION AXIOMATIQUE DE LA MESURE
DE HAUSDORFF

MiLosLAV JUzA, Praha

(Regu le 22 Octobre 1976)

1. INTRODUCTION

Par la mesure ¢ on comprend une fonction d’ensemble, o-aditive et non-négative
telle que #() = 0. La mesure est appelée invariante si la mesure des ensembles ne
change pas par un mouvement euclidien. La notion de mesure invariante est une
généralisation des notions de longueur, d’aire et de volume de la géométrie élémen-
taire. _ . .

H. LEBESGUE a défini (voir [1]), pour une large classe des ensembles de I'espace
E,,, la mesure invariante qui, pour les figures géométriques élémentaires, est égale
au volume dans le cas de m = 3, a I’aire dans le cas de m = 2 et a la longueur dans
le cas de m = 1. On peut prouver qu’une telle mesure ne peut pas étre définie pour
tous les sous-ensembles de I’espace E,, (voir [7], chap. III, §7, théoréme 1). Mais on
peut, pour tous les sous-ensembles de I'espace E,, définir une mesure extérieure
qui n’ést pas généralement g-aditive, mais seulement o-subaditive.

Dans la géométrie différentielle, on définit la longueur d’une courbe x; = xf)
dans E, ou dans E; comme l'intégrale de la fonction (}(dx;/df)*)!/? (voir [10],

chap. 2, §9, théoréme 9.1) et l'aire de la surface dans E; comme Pintégrale du dis-
criminant de la premiére forme fondamentale (voir [10], chap. 3, §36, définition
36.1). Des formules analogues sont valables également pour les courbes, surfaces
et variétés de dimensions plus élevées dans I’espace E,,. Dans la géométrie différen-
tielle, ces formules servent en régle générale comme les définitions de la mesure
k-dimensionnelle. On motive de telles définitions par des considérations heuristiques
et par le fait que, pour les figures élémentaires, la définition conduit a la définition
élémentaire de la longueur, de 'aire et du volume. Mais il n’est pas évident du tout
si la mesure k-dimensionnelle ne pourrait pas étre définie d’'une autre fagon, plus
convenable. :

C. CARATHEODORY et F. HAUSDORFF ont montré comment on peut définir la
mesure (extérieure) k-dimensionnelle pour chaque sous-ensemble de I'espace E,
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(voir [2], [3]). Iy a beaucoup de telles définitions. F. Hausdorff a indiqué la démon-
stration du fait (voir [3], §7) que, pour une de ces définitions, on obtient pour les
ensembles assez stmples les valeurs de la longueur et de I'aire introduites dans la
géométrie différentielle et que dans le cas de la mesure m-dimensionnelle dans E,
on obtient la mesure extérieure de Lebesgue. Mais méme ici il n’est pas clair si ’on
ne pourrait pas introduire une définition plus convenable de la mesure qui donnerait
la longueur, I’aire et le volume habituels dans le cas des ensembles étudiés dans la
géométrie différentielle. .

Dans ce travail, nous allons définir la mesure k-dimensionnelle dans E,, axiomati-
quement, c’est-3-dire nous allons exiger seulement quelques propriétés simples. Nous
allons prouver que la mesure est définie par ces propriétés de fagon unique sur une
large classe d’ensembles et qu’elle est exprimée par les formules employées dans la
géométrie différentielle dans le cas des variétés lisses et qu’elle est dans le cas de
k = m égale a la mesure de Lebesgue pour tous les ensembles mesurables au sens
de Lebesgue.

2. LES AXIOMES ET QUELQUES SIMPLES CONSEQUENCES

L’ensemble des nombres réels sera désigné par R, I’ensemble R élargi des éléments
+ o0 et — oo sera désigné par R*. '

Soit E,, I’espace euclidien m-dimensionnel; le systéme de tous ses sous-ensembles
sera désigné par &,,. Si x = (X, ..., Xw) € Em, ¥ = (V1 --+» Ym) € Ep, alors la distance
des points x, y est égale &

olx, ) = (X (i = )"
SiQ+ AcE,, 0+ B c E,, nous définissons

o(4, B) = inf ¢(x, ) .
B

Soit k un nombre entier, 0 £ k < m. La fonction
u:é, > R*

sera appelée mesure métrique invariante k-dimensionnelle dans E,, si les axiomes
suivants sont satisfaits:

Axiome I.  p(0) = 0.

Axiome II. (A€é,, Be&,, A < B)= u(4) < u(B).

Axiome III. A, e &, pour i = 1,2,3,... = p(U 4;) < ¥ u(4)).
: . i=1 i=1 -
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Axiome IV. (0 + A < E,,,0 *+ B c E,, ¢(4, B) > 0) = u(A U B) = u(4) + u(B).

Axiome V. Si A < E,, B < E, et s’il existe une application f de 'ensemble A
sur I’ensemble B telle que pour chaque xe A, ye Aon a

(2.1) _ o(f(x), f(¥) S ex, y),
alors
H(B) < u(4).

Axiome VI. Si nous désignons

(2.2) Jo={(x1) - Xm) €E,:0<x;, <1 pour 15i=Zk;
x;=0 pour k<i=<m},
alors

0<puJ)<oo.

Le mesure p sera appelée normée, si A la place de I'axiome VI a lieu le plus fort

Axiome VI'. u(J,)=1.
On dit que ’ensemble M < E,, est u-mesurable, si pour chaque ensemble A < E,,
a lieu -

H(A) = u(A. M) + p(A ~ M)

Des axiomes I—1IV on déduit

Théoréme 2.1. Soit p la mesure métrique invariante k-dimensionnelle dans E,,
0 L k £ m. Alors:

(a) u(4) = O pour chaque ensemble A < E,,

(b) Chaque ensemble borelien est p-mesurable.

(c) SiN < E,, i(N) = 0, alors N est u-mesurable.

(d) Si A < E,, N < E,,, f(N) = 0, alors (4 U N) = p(4).

(¢) Si{A.}.cm est un systéme dénombrable') des ensembles y-mesurables de espace
E,etsiA,n A, =0 pourtoust = M, v <« M, ¢ + v, alors

WY A) = 3 HA).

(f) L'union et Vintersection d’un systéme dénombrable d’ensembles p-mesurables
sont des ensembles u-mesurables. La différence de deux ensembles u-mesurables
est un ensemble u-mesurable.

1) Des ensembles finis sont considérés aussi comme dénombrables.
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Démonstration.

(a) peut étre déduit aisément des axiomes I et II.

(b) Voir [4], chap. 1, §4, théoréme 19.

(¢) Voir [4], chap. 1, §2, théoréme 2(a).

(d)On a 4 = AUN, alors u(A) < p(A UN) d’aprés Paxiome II. Par contre,
de I'axiome III on déduit (si on pose A; = @ pour i > 2):

HA U N) = (4) + p(N) = p(4).

(e) Voir [4], chap. 1, §2, théoréme 2(d).
(f) Voir [4], chap. 1, §2, théoréme 2(b), (c).

Comme une conséquence de I’axiome V on obtient

Théoréme 2.2. Etant donné p, une mesure métrique invariante k-dimensionnelle
dans E, (0 <k <m), e¢ AcE,, BcE, étant deux ensembles isométriques
(c’est-a-dire qu’il existe une application f de I'ensemble A sur I'ensemble B telle
que o(f(x), f(»)) = o(x, y) pour chaque couple de points x € A, y € B), alors u(A) =
= u(B).

On prouve aussi aisément

Théoréme 2.3. Si i est une mesure métrique invariante k-dimensionnelle dans
E, (0 < k < m) et si nous posons u(A) = fi(A)/i(J,) pour chaque ensemble A < E,,
alors p est une mesure métrique invariante k-dimensionnelle normée dans E,,.

La mesure 0-dimensionnelle dans E,, est trés simple. Cependant, on a le
Théoréme 2.4. Soit p une mesure métrique invariante 0-dimensionnelle normée
dans E,,. Soit A c E,,. Alors
(a) Si A =0, alors y(4) = 0.
(b) Si A contient un nombre fini de points, alors p(A) est égale au nombre des
points de I’ensemble A. -

(c) Si A contient un nombre infini de points, alors p(A) = .

Démonstration.

(a) découle de I'axiome I.

(b) J, est 'ensemble contenant un seul point (0,0, ..., 0), alors d’aprés 'axiome VI’
et d’aprés le théoréme 2.2, la mesure de chaque ensemble contenant un seul point
égale 1. Si A est un ensemble contenant précisément p points (p > 1), alors on
peut écrire A = B U C, ou B contient p — 1 points et C contient un seul point.
On a ¢(B; C) > 0, alors d’aprés I'axiome IV u(A4) = p(B) + p(C) = u(B) + 1.
Par induction on obtient d’ici que la mesure de I’ensemble contenant p points
est p. :
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(c) A étant un ensemble infini, il contient un ensemble de p points pour chaque p
naturel, alors d’aprés 'axiome II on a p(4) = .

3. REALISABILITE DU SYSTEME DES AXIOMES

Théoréme 3.1. Soit 0 < k £ m. Alors il existe dans E,, une mesure métrique
invariante k-dimensionnelle normée p.

Démonstration.

I. Sik = 0, il suffit de prendre pour u(A4) le nombre de points de 'ensemble A.
II. Soit k > 0. Pour A = E,, définissons

d(A) =supo(x,y) pour A+0, d@)=0.
xeA

yed

Ensuite définissons pour ¢ > 0:
v(A4) = inf Y (d(K,)),

ol 'on prend I'infimum par tous les systémes dénombrables {K,} tels que UK, > 4,
¢

d(K,) < &. Enfin définissons ,
v(A4) = sup v,(4).
e>0

~ La fonction v satisfait aux axiomes I-IV (voir [4], chap. II, §1, théorémes 27
et 28). Nous allons prouver qu’elle satisfait aussi & 'axiome V. Cependant, ayons
des ensembles A < E,, B < E,, et une application f de ’ensemble A4 sur I’ensemble B
telle que (2.1) a lieu. L’ensemble A soit couvert par le systéme d’ensembles {K,}.
Définissons K, = K, n 4, K, = f(K}). Alors le systtme {K} couvre I’ensemble B.
Ensuite, compte tenu de (2.1) on a d(K}) < d(K)) < d(K,). Donc si d(K,) < ¢, on
a aussi d(K7) < &; ensuite ) (d(K}))* < Y(d(K,))*, d’on v,(B) < v(4) pour chaque

t

¢ > 0, donc aussi ¥(B) < v(4).

Il reste a prouver que v satisfait & I’axiome VI.
III. Tout d’abord nous allons prouver (pour I’ensemble J, défini dans (2.2)) que

WJ,) < . Soit donné un nombre ¢ > 0. Choisissons un nombre naturel n tel que
n > k'/2¢~1, Définissons

K)o = {(xl, ey Xp) EE,y Jiz 1 <x; < pour 1gigk;
n n
x; =0 pour k<i§m}.
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Nous avons

- Jk [ U N UlKjl--ny.l'k .

J1=1  jk=

Si X = (%peee Xm) €Kjyjio ¥ = (V15 ves Ym) €Ky o alors |x; — yi| Sn7t <
<ek "2 pour 1 i<k, |x; — y| =0 pour k < i< m,alors

k
o(x ¥) = (T (x; = p)2)V* < (kn~ V2 = kUU2p~1 < ¢,
i=1

dou d(K;,, . ;) < k'*n™! < ¢. Ensuite

T oo 3 (K S W = 2
Jj1=1 k=1
alors pour chaque ¢ > 0 on a v(J;) < k*2, d’ou W(J,) = sup v,(J,) < k¥*? < o0.
£>0

IV. Un peu plus difficile sera la démonstration que v(J,) > 0. Tout d’abord nous
allons introduire ces notations: Ayons des nombres a; < by, a, £ b,, ..., a, < by,
alors I’ensemble

K={(xgs.-rXm)€E,:a;, < x;<b; pour 1 <i<k;

x;=0 pour k<iZ<m},
sera appelé parallélépipede k-dimensionnel. Nous allons designer
(3.1) ).(K) = (bl - al) (bz - az) e (bk - ak) .

Si M, M’ sont deux systémes de parallélépipédes k-dimensionnels, nous dirons que
le systtme M’ s’est produit du systéme M par la division par le hyperplan x; = ¢;
(1 £i k), si les parallélépipédes K € M, pour lesquels a; < ¢; < b;, ont été
remplacés par le couple de parallélépipedes
K ={(xy,....Xn)€Ep:a; < x; S ¢;;
a;<x;<b; pour 15j=kj+i;x;=0 pour k<j=<m},
K" ={(xg,..0oXm) €Ep:c; S x; S by;

a;Sx;Sb; pour 1 5jsk,j+i;x;=0 pour k<j=m.

On prouve aisément
Lemme 3.1, Si M, W' sont deux systémes dénombrables de parallélépipédes
k-dimensionnels et si le systéme M’ s’est produit de M par les divisions successives

par des hyperplans, alors
‘ K) £ K).
xe%a'l( )‘KERA( )
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Si le systéme M est formé par un seul parallélépipéde, on a le signe d’égalité.
(Dans le cas général, on peut y avoir le signe de linégalité, méme si quelques
parallélépipédes se répétent a la division, mais on ne les compte dans M’ qu’une

fois.)

Maintenant nous allons prouver
Lemme 3.2. Soit M un systéme dénombrable de parallélépipédes k-dimensionnels

K, K,,... tel que U K, o J,. Alors Y K, 2 1.
K.e K.eM

Démonstration du lemme 3.2. Supposons que Y A(K,) < 1. Posons ¢ =
K.
=1- Y MK.,). A chaque parallélépipéde
K.l

K, ={(xy..» Xm)€Ep:a;, Sx;<b;, pour 1Si=<k;
x;=0 pour k<i=<m}
il existe un parallélépipéde
R, ={(x,..o Xm)€Ep:4d;, <x; < b;, pour 1 <i=<k;

b
x;=0 pour k<i<m}

tel que
a,<a;,, b,,>b.,, AK)<AMK,)+e2".

K;ml(iz,) <K§W(A(K,) + €27 =K§QRZ(Kl) +e=1

Alors

et ’ensemble J; est couvert par les ensembles
R ={(xy,...Xp)€Ep:d;, <x;< b, pour 1<i<gk;
x;=0 pour k<i<m}.

D’aprés le théoréme de Borel, ’ensemble J, est couvert déja par un nombre fini
d’ensembles K°, par ex. par les ensembles K¢, K3, ..., K?, donc aussi par les en-

sembles K,, K,, ..., K,. Il reste naturellement

:2,1(1?,) <1.

Si nous divisons le systéme des parallélépipédes K;, ..., K, par les hyperplans
x;=dy, x;=b;, x;,=0,x,=1(=1,...,k; ¢ =1,...,n) et si nous prenons
seulement une fois les parallélépipédes qui se répétent, nous obtenons le systéme Wt
D’aprés le lemme 3.1 nous avons

T AK) < THR) <1
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Soit M” le systéme de parallélépipedes du systéme IM’, formé par les parallélépipédes
K, pour lesquels on a K; = J,. On a de méme

i Y AK)<1.

K,’'em”

Mais le systéme WM” peut étre obtenu aussi par la division d’un seul parallélépipede
J,, alors d’aprés le lemme 3.1 on a

2 UK) =) =1,

ce qui est une contradiction. Le lemme 3.2 est alors prouvé.

Lemme 3.3. Soit M un systéme dénombrable d’ensembles {M,} tel que U M, > J,.
MM
Alors Y. (d(M,))* 2 1.
M, eM

Démonstration du lemme 3.3. Posons L, = M, n J,. Soit C I’ensemble des ¢,
pour lesquels L, = 0. Alors

(2 UYL=k T @M)zTE) 2 TEL)

pour (X, ..., X,,) € L, on a x; = 0 pour i > k. Nous allons définir a, ; (i = 1, ..., k)
comme la borne inférieure, b, ; comme la borne supérieure des nombres x; tels
qu’il existe un point (x;, ..., X; ..., X4, 0, ..., 0) € L,. Six = (x4, ..., X, ..., 0, ..., 0) €
€eL,y= (yl, e Vi 0, 00y 0) € L, alors pour i = 1, ..., k nous avons

k
X;— ¥ S lxi - )’il = Z(xi - .Vi)z = Q(X, .V) =< d(LI.) s

R i=1
donc aussi
b,;— a,; =supx; — inf y, < d(L,),
xeL; yeL,
alors

k
(33) (@(L) 2 T1(bu — o).
Si nous définissons K, comme le parallélépipede
K, = {(xl, vesXp)€E,a,; < x;<b,; pour 1Lis<k;
l x;=0 pour k<iZgm},

nous avons K, o L,, alors d’aprés (3.2) a U K, o J;. Selon le lemme 3.2 on a donc
eC )

SHK)Z 1,

d’ou il découle, compte tenu de (3.2), (3.3) et (3.1), le lemme 3.3.
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Du lemme 3.3 il découle que pour chaque & > 0 on a v/(J;) = 1, donc aussi
W) 2 1. :

V. Selon II-1V, v est une mesure, métrique invariante k-dimensionnelle, alors
d’apres le théoreme 2.3 la fonction ‘

P

est une mesure métrique invariante k-dimensionnelle normée.

Nous appelerons la mesure p construite dans la démonstration du théoréme 3.1
mesure de Hausdorff k-dimensionnelle standarde.

4. CASO<k=m _

Si a < b sont deux nombres réels, alors I’ensemble i des nombres x, pour lesquels
a<x<bresp.a<x<bresp.a £x < bresp.a < x £ b, sera appelé intervalle
borné 1-dimensionnel avec les extrémités a, b. Le nombre I({) = b — a sera appelé
se longueur. L’intervalle sera appelé dégéneré, si a = b. L’ensemble

(4.1) I=i xi,x..xicE,

ou #; sont des intervalles bornés 1-dimensionnels, sera appelé intervalle borné dans
E,. L’intervalle I sera appelé dégéneré, si un au moins des intervalles i; est dégéneré.

, .Théoréme 4.1. Soit k > 0 et u soit une mesure métrique invariante k-dimension-
nelle dans E,. Ayons des nombres a; < by, a, < b,, ..., a; < b, et définissons
Pensemble I & I'aide de (4.1), out

(4.2) A o ={x:a;2r=b}.

Alors : '

3) BORYTA) (DR

Pensemble J, étant donné pdf la formule (2.2) avec k = m.
Démonstration. I. I étant défini 4 I’aide de’.(4.1) et (4.2). I' a 'aide de

(4.4) =iy xiy x...xicE; ij={x:a;<x < bj};

et by — aj = b; — a; ayant lieu pour j = 1, ..., k, alors y(I') = y(I). Cela découle
du théoréme 2.2. ' L
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IL. Soit 7 défini & 'aide de (4.1) et (4.2), I' & I'aide de (4.4) et soit bj — a) =
= nyb, — a;) pour j = 1, ..., k, ol n; sont des nombres naturels. Alors

(4.5 wr) = ;t(I)ij[l n;.

Cependant, définissons pour 1 < y; < n; les ensembles
Ly yaine =
={xv..ox)eB:a;+ (1, — 1) (b — a) S x; S aj + 7(b; — a,)} .

D’aprés I nous avons (L, ,,,...n.) = u(I); puis

ny n2 B
r= U U ... U In,n,...,}'k ’

711=1 y2=1 %=1

d’oll on obtient (4.5) d’aprés I’axiome III.
III. Soit 7 défini & P'aide de (4.1) et (4.2), I’ & T'aide de (4.4) et soit bj — a} =
= n,(bj - a,) pour j = 1, ..., k, oll n; sont des nombres naturels. Alors

k
@9) WD) = DT,
Vu (4.5) il suffit de prouver: si 0 < § < 1, alors
k
4.7 ur) =z s ,u(I)j]jl n;.

Pour prouver (4.7), choisissons un nombre naturel n tel que n > (1 — §1/%)~1
et définissons les ensembles

B ) o, ¥; y; — 1
Ly = {(xl’ o x")eEk gt (nzn;"f nny ) .

=) 5% 54+ (s + 1) - )
n’n}  nn,
pour 1 £y, S nn; —1; j=1,..., k. Le parallélépipéde I,,,,,.., @ la longueur
de la j-¢me aréte (b; — a})/nn; = (b; — a,)/n, alors d’aprés (4.5) on a
“8 Hlys,m) Z 07 p(I)

La distance de chaque parallélépipéde I,,, .. de I'union des autres n’est pas plus

petite que
min n”2n;%(b; — a)) > 0,
155k
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alors on déduit de I’axiome IV que
nny—1 nn2—1  nam—1 nny—1 nna—1  nme—1
”’( v, U..U1 71720+ wc) = Z Z Z ”( nz---w‘) ’
711=1 y2=1 =1 711=1 y=1 Ve =

alors compte tenu de (4.8) on obtient

W00 D) 2 0 OTLom, = 1) = W] (""i)‘

71=1

Comme

nmi—1 an—1
I > U U In.----wc’

7n=1 %=1

on obtient d’ici d’aprés I’axiome II:

k k k
’ 1 -y -
{0 2 W (v = 2) = W ([ (10 - 75n7).
j=1 n j=1 i=1
Maxs n~! <1 -6 donc n7Injls <1 -8 1—nlnyt > 5

11_11(1 — n71n;*) > §; parce que p(I) = 0 d’aprés le théoréme 2. l(a) on obtient

d’ici (4.7).
IV. Soit I défini & l'aide de (4.1) et (4.2), I’ & l'aide de (4.4) et soit b} — a) =
= r{b; — a;) pour j = 1,..., k, oll r, sont des nombres rationnels positifs. Alors

(49 WD) = W)l

Cependant, soit r; = p;q; ', ou p;, 9 sont des nombres naturels. Choisissons des

nombres aj, bj tels que b, — aj = q;'(b, — a;); on a donc b} — a} = p/(b] — aj).
Si

I" = {(xy, ..., x) € E, 4] < x; S bj},
alors d’aprés (4.6) on a

LR URITOR)

d’ott I'on obtient (4.9).

V. Soit I défini 2 T'aide de (4.1) et (4.2), I' & Paide de (4 4) et soit b} — a) =
=afb; — aj) pourj = 1,...., k, o o; sont des nombres réels positifs. Alors

(410 WD) = W)l
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Cependant, ¢ étant un nombre positif arbitraire, il existe des nombres rationnels
0; r; tels que

c . . k k k k )
(4.11) 0<g<a;<ry, Haj—s<l_[gj’, Hrj<_r[aj+a‘.
ji=1 Jj=1 i=1 ji=1

Définissons

IIA

aj + ofb; — dj)} s

N ={(x, ... x)€E :a} — x; < aj + rb; — a,)} .

M= {(x,,...,x)€E a; < x

Alors M < I' N, donc d’aprés I'axiome II on a w(M) < w(I') £ p(N). Mais
d’aprés (4.9) on a

) = u(z)jlj 0 W)= WO

alors nous avons selon (4.11) (parce que p(I) 2 0 d’aprés le théoréme 2.1(a)):

{1~ ) 5 D [Tes < 000 S W01 S ([T, + 9.

Comme & > 0 a été arbitraire, on obtient d’ici (4.10).

VI. Laformule (4. 3) découle de (4.10), si'on pose bj = 1,a; = 0,a; = (b aj)“f
pour j = 1 . k. .

Thédréme 4.2. Soit k > 0 et soit it une mesure métrique invariante k-dimension-
nelle dans E,. Ayons des nombres a; < by, a, £ b,, ..., a; £ b, et définissons
Pensemble I & aide de (4.1), ot i; sont des intervalles bornés 1-dimensionnels avec
les extrémités a;, b;. Alors (4.3) a lieu. Spécialement, si la mesure p est normée,

nous avons

(4.12) " - u(l) = fl(bj - a:)-

\

Démonstration. I. Supposons tout d abord que lintervalle I n’est pas degenere
Alors il existe des nombres &, B, (j = 1, ..., k;n = 1,2, ..) tels que ‘

(4.13) a; < 0, < PBja<by, lima, = aj , limp;,=b

’ n—>o BR—®
Désignons
M ={(xl""’xk)eEk:afn§x'§ﬁj,n}’

== {(xl’ ooy xk)EEk aj S xj = bj}

Nous avons M, c I = M, alors d’aprés P'axiome II on a p(M,) < u(I) < u(M)
Mais d’aprés le théoréme 4.1 on a
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M) = H(Jk)ﬁ(bj - aj),
u(M,) = u(fk)I:]( = %)

k
étant lim H(ﬁl . — ;) =[] (b; — a;) selon (4.13), il découle d’ici (4.3).
j=1

n—oo j=1

II. L’intervalle I soit dégéneré, p. ex. soit a, = b,. Choisissons des nombres

o B; (j =1,...,k — 1) tels que a; < a; = b; < B;. Soit & un nombre positif arbi-
traire et définissons I’ensemble

M, = {(x;,....,x)€E:0; £ x; < B; pour
j=1.,k—lLa —c¢<x<a+¢.

Alors I = M, et d’aprés axiome II et le théoréme 4.1 nous obtenons
k-1
1) S W) = W) TL(B, - ).

Comme ¢ est un nombre positif arbitraire, il découle d’ici (vu le théoréme 2.1(a)) que

pu(I) = 0. Mais par la substitution a, = b, dans la formule (4.3) on obtient également
le zéro.

L’intervalle I étant défini par (4.1), ol #; sont des intervalles 1-dimensionnels avec

les extrémités a;, b;, a; < b;, le nombre

k
0 =TI, - @)
j=
sera appelé volume de I'intervalle I. Si M < E,, alors le nombre
(M) = inf Y AI),
C IeC
| Mcyc

ou I'on prend la borne inférieure pour tous les systémes dénombrables C d’intervalles

bornés disjoints qui couvrent 'ensemble M, sera appelé mesure extérieuie de Lebesgue
de I’ensemble M (voir [6], chap. I, §7, définition 5). On a le

Théoréme 4.3. Soit k > 0 et soit u une mesure métrique invariante k- dlmensmn-
nelle normée dans E,. Alors

(a) (M) £ A(M) pour chaque ensemble M < E,;
(b) (M) = A(M), si M < E, est mesurable au sens de Lebesgue.
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Démonstration. (a) D’aprés le théoréme 4.2, on a A(I) = p(I) pour chaque
intervalle borné I. Soit maintenant € = {I,;} un systéme dénombrable d’intervalles
bornés disjoints-qui couvrent I’ensemble M. D’aprés les axiomes II et III, appliqués
4 la mesure u, on a

W) S WU L) S T HE) = 3 8.

donc aussi
u(M) < inf 2 A(Ij) = A,(M).
C I;eC

(b) Soit M < E, un ensemble borné et mesurable au sens de Lebesgue. Il existe
un intervalle borné I'tel que M < I. On a (voir [6], chap. 1, §9, théoréme 29):
11) = 2(M) + (I - M).
Si l'on avait p(M) < A,(M) on obtiendrait donc d’aprés I'axiome III et d’aprés (a):
W) < (M) + p(I — M) < A(M) + A(I — M) = A(I),
ce qui est une contradiction, car d’apres le théoréme 4.2 on a
WI) = A1) = 2,1)..

Soit maintenant M < E, un ensemble arbitraire mesurable au sens de Lebesgue.
Si nous désignons

L ={(x...%):=n<x;Sn pour j=1,..,k},

nous avons .

]

M=UMnIL) e¢ Mnl, oMnl,

n=1
sont des ensembles bornés mesurables au sens de Lebesgue, donc u(M n1I,) =
= A(M N L,). Alors 4, (M) = lim A(M n L) a lieu (voir [6], chap. I, §9, théoréme

n-* o

23). Donc, & chaque nombre N < A,(M) il existe n tel que A (M N I,) = p(M n I,) >
> N, et d’aprés 'axiome Il on a u(M) 2 p(M n I,) > N. Commé N était un nombre
arbitraire plus petit que 1,(M), on a u(M) = A,(M). Compte tenu de (a), on a donc

u(M) = A(M).

Théoréme 4.4. Soit k > 0 et soit u une mesure métrique invariante k-dimension-
nelle normée. Alors chaque ensemble mesurable au sens de Lebesgue est aussi
u-mesurable. '

Demonstration. Soit M < E, mesurable au sens de Lebesgue. Alors M =
= AUN, ol A est un ensemble du type F, et A(N) = 0 (voir [6], chap. I, §9,
théoréme 22). D’aprés le théoréme 4.3(a) on a p(N) < A(N) = 0, alors d’aprés
le théoréme 2.1(a), (c) I'ensemble N est p-mesurable. A est y-mesurable d’aprés
le théoréme 2.1(b), et M est u-mesurable d’aprés le théoréme 2.1(f).
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Théoréme 4.5. Soit k > 0 et soit u la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle
standarde dans E, (voir chap. 3). Alors y(M) = (M) pour chaque ensemble
M c E,.

Démonstration. I. De la définition des mesures v, u dans la démonstration
du théoréme 3.1 on déduit que la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle standarde
u d’un ensemble 4 = E, est égale &

(4.14) w(4) = sup p(4),
(4.15) wlA) = inf 3, (d(K)f OUR) ™"

ou 'on prend la borne inférieure pour tous les systémes dénombrables C tels que
UK, > detd(K,) < epour K, eC.
K,eC
II. G étant un ensemble ouvert, alors d’aprés le théoréme 4.3(b) on a p(G) = 1(G),
car chaque ensemble ouvert est borelien et donc mesurable au sens de Lebesgue
(voir [6], chap. 1, §8, théoréme 14).

1. Pour prouver u(M) = A,(M) pour un ensemble arbitraire M < E,, il suffit
en vertu du théoréme 4.3(a) prouver: '
Si M < E, et n est un nombre positif arbitraire, alors

(4.16) A(M) < (M) + 1.

Soit donc donné un ensemble M < E, et un nombre 5 > 0. Etant encore donné
un nombre & > 0, alors selon (4.14) on a p,,,(M) < p(M) et selon (4.15) il existe

un systéme dénombrable d’ensembles C = {K,}‘am,,__ tel que
(4.17) UK. o> M, dK,)= e,
=1 .

(4.18) x‘g‘:(d(K‘))" (It < (M) + 1.

Définissons, pour ¢ = 1, 2, ..., des nombers J, de la maniére suivante:

(419) 6, = min {is, 3d(K) [(ﬁ(i”)_ﬁﬂ)l"‘ - 1]} si d(K) >0,

HM) + 4 A
(4.20) &, = min (f&, /2 TETIG(L))Y), si dK)=0.

On a §, > 0 pour chaque ¢. A chaque ensemble K, nous allons associer un ensemble
R, de la fagon suivante: Si K, = 0, alors K, = 0; si K, # 0, alors K, sera I'ensemble
des points de I’espace E; dont la distance de K est plus petite que §,.
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Nous avons d(K,) < d(K,) + 26,, alors en vertu de (4.19) et de (4.20) on a
(4.21) ) dR)<e, t=1,2,...

(-]
Posons G = |J K,. Tous les ensembles K, sont ouverts, donc G est aussi ouvert.

=1

Ensuite R, > K, pour chaque ¢, alors G = U ) = U K, oM, etd apres IT on a

t=1
(4.22) 2(M) £ 1(G) = u(G).
Si d(K,) > 0, alors d’aprés (4.19) nous avons

(AR < (d(K) + 25 = (d(x,)y LD + 3,

W) +4n
si d(K,) = 0, alors d’aprés (4.20) nous avons

(AR = (d(K,) + 20,)" = (25 Fsn.2mt V(Jk)

D ici nous- obtenons
.i(d(&»* () =4(K§>o(d(gl))k' o Jé))- 'y
+a(x§=o(d(K‘))k () =

B

< MM) + 31 K (w(7))~1
S 00+ dn .d(x§>o(d(K¢)) () +

+" Z jr)2“""v(.l,,) (v(J))~* <
u(M) +3n A . _—
S LI 5 DO
“Selon (4.18) on obtient de cela

®
Z AR ()" < wM) + 4n + 30 = M) +n.
Le systtme {K,} couvre ensemble G, alors d’aprés (4.21) et (4.15) on obtient d’ici

1(G) S W(M) + 1.

Comme ¢ > 0 était arbitraire, on en obtient d’apres (4.14) y(G) < u(M) + n, d’ov
il découle (4.16) en vertu de (4.22). :

- Remarque. Il découle du théoréme 4.5 que la mesure extérieure de Lebesgue
dans E,, satisfait aux axiomes I—V et 3 ’axiome VI'.avec k = m. Je ne saxs pas
s’il existe une autre mesure satisfaisant a ces axiomes.
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5. CAS GENERAL 0< k< m-

Ayons des nombres 0 < k < m. Soit g une mesure métrique invariante k-di-
mensionnelle dans E,,. Définissons l’ensemble

E ={(xy,....xn)€E,:x; =0 pour k+1sj S mj}.
Evidemment, I'ensemble E, est isométrique avec 'espace euclidien k- dlmensxonnel

Si M < E,, définissons (M) = p(M). Alors nous avons le

Théoréme 5.1.

(a) A est une mesure métrique invariante dans E,.
(b) @i est normée si et seulement si p est normée.
(c) Un ensemble M < E, est fi-mesurable si et seulement s’il est p- mesurable

(d) Si 1, est la mesure extérieure de Lebesgue dans E, et la mesure p est normée,
alors {(M) < 1,(M) pour chaque ensemble M < E,.

(¢) Si M < E, est mesurable au sens de Lebesgue dans E,, alors j(M) = 1(M).

Démonstration. (a) La validité des axiomes I— VI pour Ja mesure g découle
de la validité de ceux pour la mesure u. :

(b) Découle du fait que I'ensemble J; de 'axiome VI’ est situé daris Ek.
(c) 1. M < E, soit p-mesurable et soit A = E,. Alors I'égalité

fi(A) -uAnM) + A - M)
découle de I’égalité analogue pour la mesure et du fait que
iA) = w(4), #HAnM)= y(AnM), A~ M) =p4-M).

II. M < E, soit fi-mesurable et s01t A < E,,. Pour prouver la y-mesurabilité de M
il suffit de prouver : :

(5.1) HA) 2 WA M) + w4 - M).
L’ensemble £, est borelien, donc p-mesurable d’aprés le théoréme 2.1(b), alors

#A) =mAnE)+ uA-E).

Mais
WA~ E) = {4 n E,t) = (A nE)n M)+ (A n E,‘) ~ M) =
, —u(AnM)+u((AnE‘,‘ —M)
alors '
(52) u(A) = w(A M) + p(An E) — M) + w4 — E).
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Or,comme A — M =(A—-E)u((AnE)- M), on a d’aprés I'axiome 11T
. HA-E)+ u(4n E) - M) 2 4 - M)

et 'on obtient (5.1) par la subtitution dans (5.2).
(d) et (e) découlent de (b), (c) et du théoréme 4.3.

Dans ’espace E,, ayons k vecteurs

vj = (vﬂ, vjz, ceey Uj,,,), j = 1; 2, ceey k.

Désignons
2
' 5k("1’ ooy "k) = Z D ..u>
I1geees ix
1 <iz<..<ik
‘ol
Diy iyt = | V1,00 V1,020 =+ Uty | -
V2,15 V2,1 o+ V2,4

Evidemment 8,(v,, ..., v;) = 0 et (v, ..., v,) = 0 si et seulement si les vecteurs
vy, ..., ¥ sont linéairement dépendants.

Théoréme 5.2. Dans E,, ayons des vecteurs Vi, ..., v, et des vecteurs wy, ..., W;
tels que .
Vi.v;=w,.w; pour i,j=1,...,k.
Alors '

(Vi oo Vi) = G(Wy, ..y W)

Démonstration découle de I’égalité

Ou(Vey oo Vi) = | Vy¥y, ViV, o, VY
VoV, VoV, .ol VoV

.................

(voir [11], chap. I, §12, formule (12.14)).
Théoréme 5.3. Ayons des nombres 0 < k < m. Soit u une mesure métrique
invariante k-dimensionnelle normée dans E,,, A, soit la mesure extérieure de Le-

besgue dans E,. Soient vy, ..., v, des vecteurs linéairement indépendants dans E,,.
Soit A € E,, et ¢ soit une application E, — E,, définie par la relation

B k
(5.3 (x15 -0 xp) b A +‘Z:1x,v‘ .

26



Soit M < E, un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Alors

(5.4) w(o(M)) = (6vs, ..., vo))2 A(M) .

Démonstration. Les vecteurs vy, ..., v; engendrent un espace vectoriel V. Dans
cet espace, il existe une base orthonormale e, ..., & (voir [12], chap. II, §15, théore-
me 15.2); il existe des nombres v, tels que

k

(5.5 v, = ; vije; .

Pour i = 1,2,..., k soit e, le vecteur dans ’espace £, qui a toutes ses coordonnées
égalesa 0, a l’exceptlon de la i-¢me qui est égale 4 1. Définissons des vecteurs vy, ..., v,

par les relations
k

(5.6) ;i = Z v,-jéj .
Jj=1
Soit Y une application E, — E, qui au point (xy,..., x;) € E; associe le point
(s Y0 0,...,0) € E, ou
k
(5.7) 7 ={Z,1”uxi,
de sorte que selon (5.6) on a
k k k

(5.8) ‘l/(xl, ceey xk) = .Zl(izlvuxi) ej =‘le‘vi .

J= = =

Désignons M = Y(M). L’ensemble M est mesurable dans E; au sens de Lebesgue
(voir [6], chap. VI, §2, théoréme 102) et d’aprés le théoréme 5.1(¢) on a p(M) =
= 1(M), ou , est a mesure extérieure de Lebesgue dans £}, en outre (voir de nouveau
[6], chap. VI, §2, théoréme 102)

1(01) = f DGty s %8)] dgs s dxy =

V1)
= J‘ lD(xl, seny xk)l dxi, ceey dx,‘ N
M

ol D(xy, ..., x;) est le jacobien des fonctions (5.7) et I'intégrale est prise au sens
de Lebesgue. Ce jacobien étant constant, on obtient d’ici

() = A(81) = |D(x,, ..., %)| 2(M).

De plus, il découle de (5.7) et (5.6) que |D(%y, ..., xi)| = (8:(Vs --., Vi))'/%, de sorte
qu’on obtient

(5.9) W(F) = (5u(Vs, -, V)2 (M) .
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L’application
k k
. f: leivi A+ ) xyv;
i= i=1

est isométrique et I'image de I’ensemble M est I’ensemble (p(M) Alors d’aprés le
théoréme 2.2 on a p(p(M)) = p(M). Ensuite, on a v,v; = vv; pour i,j = 1, ..., k,
de sorte que, d’aprés le théoréme 5.2 on a §y(vy, .. v,,) = 6(Vyy .0y V). D’101 et
de (5.9) on obtient (5.4).

Soit 0 < k < metayons un ensemble ouvert Q < E, et une applicationf : Q — E,,.
Si I'application f est donnée pour u = (uy,...,u,)€Q par la formule f(u)=
= (f1(u), ..., fm(#)), nous écrirons f = (f, ..., f,,) Si les fonctions fi, ..., f,, posse-
dent des dérivées partielles au point a € Q, nous désignerons?) par le symbole 9,f(a)
le vecteur

(0,£1(a), ..., &,fn(a)) .

Ensuite nous désignerons dans ce cas

(5.10) D(a) = (50:7(a), 0:£(a)s ..., (@)

Maintenant nous pouvons formuler le théoréme suivant:

Théoréme 5.4. Soit 0 < k < m et ayons un ensemble ouvert Q c E, et une
application f = (fy, ..., fm) : @ > E,,. Supposons que les fonctions f; possédent
la différentielle totale dans tout I’ensemble Q et les dérivées partielles continues
dans un point a = (ay, ..., @) € Q. Soit D{a) + 0. Pour chaque nombre ¢ > 0
définissons Papplication ¢, , : E, = E,, par la formule

(5.11) g,.4(u) = f(a) +j§10(uj —a;)0;f(a) pour u=(uy ... u)eE,.

Ayons des nombres A, A tels que 0 < 1 < 1 < A. Alors, il existe un nombre 6 > 0
tel que si

(5.12) max (u; — a;]) <8, max (p; —a)) <3,
ji=1,...k Ji=1,...,k

nous avons

(5.13) u=(up,...u)€2, v=_vy,..,0)€Q,

(5.14) 2(9:,4(1) 5 92,4v)) S o(f (1), 1 () < 0(9a,4(u) 94,40))-

2) f; étant une fonction de k variables, on desngne par (7 if sa dérivée par rapport 3 la j-éme
variable. \
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Démonstration. Désignons q;; = 6jf,-(a). Ensuite, s0it 9o,s = (9o,0,15 -+ Jo,am)>
de sotte que pour chaque ¢ > 0 selon (5.11) on aura

. - k -
9oaitt) = fa) + Y olu; — a;) 0;f(a) pour ueE,
=1

kr k
(9o.0,i(4) = Go.0.iv)* = 0* _Zl leqijq”(uj — v)) (s — v)
;V : J= =
pour uek, veE,,

alors pour chaque u e E,, ve E,ona

(5.15) 0(9s.du); go4v)) = o'(é:1 ,Zk:lyf‘(uf —v)) (u; — v))*'?,

ou
(5.16) Vi =._Ziqi,-qu-

Comme Dj(a) + 0 d’aprés la supposition, les vecteurs d,f(a), ..., ,f(a) sont
linéairement indépendants. Il découle d’ici que I'application g, , est biunivoque pour
chaque ¢ > 0. Cela signifie que la distance ¢(g,,q.(#), g,.(v)) donnée par I’expression
(5.15) peut étre egale a zero seulement pour ¥ = v, autrement etant toujours positive.

Alors la fonction Z Z 7;4,;u; prend sur I’ensemble compact Z uj = 1saplus petite
ji=11=1 j=1

valeur N et on a N > 0. Nous avons

—

_i li?’ﬂ(“;‘ —v) (u — v) = .il l—il'yjl T :
e TS (- wp

T (5 - ) 2 NS - w)
(h:zl (uh - vh).z)l/z B

alors :
Kk k
(5.17) Y 2 viuy =) —v) ZNY (uy~ v) .
. j=11=1 K=1
Ayant un point a € E; et un nombre 0>0, deﬁmssons

Qa, 0) = {u = (uy, ... u,,)eEk Joax, (ju; — a5]) < 6} .

L’ensemble Q étant ouvert, il existe un nombre J, > 0 tel que Q(a, 50) < Q. A toute
paire de points u e (a, §y), . v e Qa, &), il existe des points &, ..., &, & =
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= (€11, &2y -+, E)s situés sur le segment joignant les points u, v tels que

. fi(u) = fi(v) =12216 &) (u; = v))

(voir [5], chap. VII, §11, théoréme 203). D’ici on obtient

) = 100) = 3 1ay + @46) = 40)) Gy = 0),

U6 ~ 0 = 3, 3 {avau + 2006) — ) +
+ (0,04%1) = 4u) (&) — g} (4 — v)) (s — v),

alors en vertu de (5.16) on obtient

(5.18) o(f(u), f(v)) = {j‘; élyﬂ(uj —v)(u, — o)} 2 {1 + A, + A}V,

ou

2% i ;qu(ad';(f;) = qu) (u; — v)) (0, = v)

A, = i=j j=11

j; é:lvﬂ(“j - ;) (u; — v)

’

™Ma

i i(aifi(fi) — 45)) (0£(E) — au) (u; — v)) (u; — v)

A2= i=1 j=1 1=1

k

> g?ﬂ(% - ) (4, — )

j=11

Désignons

(5.19) Q = max (|g,]),
15ism
15j3k

i (1, NO=F) Nt =)
(520 &= (1’ mk*(2Q + 1) mk2(2Q+1))'

Comme les d,f; sont selon la supposition continues au point a, il existe un nombre
é > Otel que & < J, et que '

(5.21) |0:f ) — qu| <& pour I=1,..,ki=1..,m
siu=(ug,...,u)ea,é).

Si nous nous bornons aux points , v tels que (5.12) est valable, alors en vertu de § < 5,
on a (5.13); on a aussi &€ Q(a, 6) pour i =1, ..., m (car 2(a, 5) est convexe) et
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selon (5.17), (5.19) et (5.21) nous obtenons

’

2 ;Z,l “ Z |qu| |atfi(ft) Qixl |“j - vjl I“z - vll - 2mk?Qe
N

N . Z(u,, - Uh)z
h=1

44| =

m k k
Y Z Z lajfi(f) - qul Ialfi(é) - ‘1u| |“j - vj‘ I“t - ”ll mkzsz
N ’

i=1 j=1 151
lAzI =

N. Z (un — va)?
alors d’aprés (5.20) nous obtenons
2 2,2
1+A1+A2§1+|A1[+IA,|<1+2ka8+mk8 <1+
N N
N(4% - 1)

+m—k2-a(2Q+1)31+—(Q+ 1) —>—2L =
N = mk*(2Q + 1)

2,2
2kas_mke >1—

1+ A+ A, 21— |4y — |4)]>1 - N N =
N(l ) 12’

mk? mk
LD -
N e el - e ) T D

d’ot il découle (5.14) selon (5.18) et (5.15).

Remarque. Le théoréme 5.4 ne vaut pas si I'on omet la supposition que les
fonctions f; possédent des dérivées partielles continues au point a, comme le montre

I’exemple suivant:
Soitk=1,m =2,Q = E,, f = (f,, f,), ot

fl(u) =u,

f2(u) = 16u? sin ! pour u 0, £,(0)=0.
u

Alors 9,f1(0) = 1, 8,1,(0) = 0 de sorte que (5.11) prend (pour a =0, ¢ = 2)

la forme
92,0,1(“) =2u, 92,0.2(“) =0.

D’ici on obtient que pour u € E,, v € E, a lieu I’égalité

o(g2,0(4), g2.0(v)) = 2!“ - ”l .
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Soit maintenant 6 un nombre positif arbitraire. Choisissons un nombre naturel n
de sorte que n > (2r5) ™! ait lieu et posons
1 _ 1

, v=—n .
27n 2n(n+l)

Alors nous avons (5.12), mais nous allons prouver que (5. 14) n’est pas vrai pour
= 2. En effet

Q(gz,o(u) s 92,0(v)) = 2’5—71!; a 2n(n1+ 1)

3 1
=2 4 < :
2nn(n + %) 4nn?

par contre
' 16
fi(u) =0, fz(v)—m,

de sorte que

o(f(w), £(v) = ((fl(u) — [ + (falw) = L)) 2

4 1
|f2(“) fz( )[ 2( + i)z 2(2n)2 Z 47n?

> Q(gz,o(u)s gz,o(”)) .

Alors, on ne peut pas choisir 8 > 0 de sorte que de (5.12) découle (5.14) pour 4 = 2.

Dz cet exemple on voit aussi qu’il ne suffit pas de remplacer la supposition de la
continuité des dérivées partielles des fonctions f; au point a par la condition que ces
dérivées soient bornées dans un voisinage du point a.

Théoréme 5.5. Ayons des nombres 0 < k < m. Soit Q, un ensemble ouvert
de Pespace E et f = (fy, .. , f,,) soit une application biunivoque de Q, dans E,,
Les fonctions f; aient des dérivées partielles continues dans tout I’ensemble Q,
et soit D{u) > 0 pour chaque u e Q,. Soit i une mesure métrique invariante
k-dimensionnelle normée dans E,,. Alors pour chaque sous-ensemble Q2 de I’ensemble
Q, mesurable dans le sens de Lebesgue a lieu I’égalité

(522) | @) = | »

Démonstration. I. Supposons tout d’abord que }.e(Qo) < oo (4, étant de nouveau
la mesure extérieure de Lebesgue dans E,) et que £ soit ouvert. Soit &€ un nombre
arbitraire tel que 0 < ¢ < 1. La fonction D, étant continue dans €, il existe pour
chaque point a = (a 1s -+ Gi) € Qo un nombre &, > 0 tel que

(5.23) |D(u) — Dfa)] <&

lorsque u = (uy, ..., ) € Qy, max (Iu, - “JD <.
j=
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Définissons pour chaque ¢ > 0 ’application g, , : E, — E,,  I'aide de (5.11). D’aprés
le théoréme 5.4, il existe pour chaque point a € Q un nombre 5, > 0 tel que si

max (ju; — a;) <oy, max (|o; — ;) < 8,
..... k =1,k

alors
u=(uy...u)eQ, v=_vy....,5)eQ
et

(524) Q(gl—e,a(u), gl—z,a(v)) é Q(f(u), f(U)) é Q(gl +s,a(u)r gl +e,a(v)) .
Posons 8, = min (6,, $0;) pour chaque a € 2 et désignons
K,={(uy,....u)eE,a; — 8, <u;<a; +3, pour 1=<j=<k}.

Alors®) K, = Q et (5.24) a lieu lorsque a € Q, u € K,, v € K,. Les ensembles ouverts
K, couvrent I'ensemble @, donc on peut choisir parmi eux (voir [5], chap. VI, §15,
théoréme 154 et chap. VI, §15, remarque 2) un nombie dénombrable K,,, K, ...
qui aussi recouvrent Q. Définissons pour n = 1, 2, ... des ensembles

n—1

(5.25) L, =K, - UK,,.
i=1

Les ensembles L, sont boreliens, donc mesurables au sens de Lebesgue, tous deux
d’entre eux sont disjoints, ils recouvrent 'ensemble Q2 et L, = Q. Si u € L,, alors
d’aprés (5.23)ily a

(5-26) Du) — ¢ < Dfa,) < Dy(u) + ¢.
SiuelL, velL, alors d’aprés (5.24) a lieu
(5'27) Q(gl —e,au(u)’ 91 —e,a..(v)) = Q(f(u)’ f(v)) = Q(gl +e,an(u)’ g1 +z,an(u)) :

D’aprés (5.11), le théoréme 5.3 et le théoréme 2.2, on obtient pour chaque ¢ > 0
et chaque n naturel

(5.28) 1(Gg.0 (L) = (5:(Wy g0 s Wi 0.0)) 12 AL,) s
ou w; ,, = a0d;f(a), de sorte que selon (5.10) a lieu
(01,000 -+ s Wi a,0))'/? = (62%6,(0,f(a), ..., 8if(a)))'/* = o* D((a).
Pour cette raison, de (5.28) on obtient
(5.29) Hg1-ealln)) = (1 = &) Dfa,) A(Ly) ,
(5.30) M1 +ealLs)) = (1 + &) Dy(ay) A(Ly) -

3) Dans la démonstration du théoréme 5.5 on désignera toujours par X la fermeture, et par
X la frontiere de I’ensemble X,
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Mais d’aprés (5.27) et d’aprés 'axiome V on obtient

(5.31) o Mg1-ea(Ln) S H(F(Ly) £ 191 +e.0/(Ln)

et de (5.26) il découle par I'intégration

(5:32) f D, - s A{Ly) S Dy{a) (L) < j D, + s AL, .
Ln Ln
La comparaison de (5.31), (5.29), (5.30) et (5.32) donne
(5.33) (1 - o j D, — ol — o A(L) < W((L,) <
Ln
é@+wjm+m+wum.
Lp
0
Les ensembles L, sont mesurables au sens de Lebesgue, disjoint et @ = |J L,.

n=1

C’est pourquoi

(534 up) =3y, | o=3 [ o

n=1 Ln

Ensuite, pour chaque a € Q, K, étant ouvert, on a K, = K, — K,. Les ensembles
K,, K, sont compacts. Alors on a K, c K, = Q = ©,, les ensembles f(K,), f(K,)
sont définis et, en vertu de la continuité de f, ils sont aussi compacts, donc boreliens.
Comme f est biunivoque, on a f(K,) = f(K,) — f(K,). Alors, 'ensemble f(K,) est
borelien pour chaque a € Q. En vertu de (5.25) on a

1(L) = K. = US(KL).

Il découle d’ici que chacun des ensembles f(L,) est borelien, donc p-mesurable d’aprés
le théoréme 2.1(b). Comme tous deux d’entre les ensembles f(L,) sont disjoints et

comme f(Q) = U f(L,) d’aprés le théoréme 2.1(e), il en découle
n=1

(539 W) = S ).
Par ’addition des relations (5.33) et par I'application de (5.34) et (5.35) on obtient

(1 - o j D, — o1 — 9 10) S W(F(@) <

Q

<1+ s)"j D, + ofl + 9 1().



Comme ¢ a été un nombre arbitraire entre 0 et 1 et que 0 < A,(Q) < o0, il découle
dici (5.22) (pour Q ouvert).

II. Soit le(QO) < 0 et Q < Q,, Q étant mesurable au sens de Lebesgue. Nous
allons tout d’abord démontrer que

(5.36) Hr@) s | ;.

Q2

11 suffit de démontrer que pour chaque ¢ > O on a

(537) (@) < f D, +e.
2
Alors, ayons un nombre ¢ > 0. Pour n = 1, 2, ... définissons
(5.38) Y,={ueQ:n—-12 DJu) <n},
de sorte que
(5.39) Q=UY,
n=1

car D ,(u) > 0 pour chaque u € Q,. Pour chaque n naturel définissons
(5.40) G, ={ueQy:Df(u) <n}.

La fonction D, étant continue, les ensembles G, sont ouverts.

11 découle de (5.38) que les ensembles Y, sont mesurables au sens de Lebesgue.
Alors, il existe (voir [6], chap. I, §9, théoréme 19) pour n = 1, 2, ... des ensembles
ouverts H, tels que

(5.41) Y, < H,, i(H, - Y)) < - .
: n2"
Pour n = 1, 2, ... définissons encore
Z,=H,nG,.

Les ensembles Z, sont ouverts et d’aprés (5.41) nous avons

(5.42) Y, <z, Az, -7Y)< —Z— .
n n

Les ensembles Z, étant ouverts, on peut d’aprés I employer la formule (5.22), en
posant ici Z, a la place de ©; on obtient ainsi

W(f(2) = j Dy

35



11 découle de 13, de (5.40), (5.42) et de I'axiome II:

Les ensembles Y, étant mesurables au sens de Lebesgue et disjoints, on a (voir [6],
chap. III, §2, théoréme 48) d’aprés (5.39):

f D=3 | Dy
Q ‘ n=1Jy,
et 'on obtient de (5.39) et de I’axiome III:

-] -]
@) s oo <5 ([ o+ 2) = oo,
n=1 n=1 Yn 2" 0
alors (5.37) est vrai pour chaque & > 0, donc aussi (5.36).
Considérons maintenant de nouveau des ensembles ouverts Z, = H, n G,, ou
G, sont définis par (5.40) et H,, satisfont a (5.41) pour un ¢ > 0, ¥, étant définis par
(5.38). Selon (5.42) et (5.40), on a

€
0= D, < —.
-fn‘yn f 2”

o
Posons Z = {J Z,. D’aprés (5.39) et (5.42) nous avons
n=1

@
Z-QcU(z, - Y),
n=1
alors
[
0 SJ D, =Y f Dy <e¢;
zZ-90 n=1)Z,~¥,
on a donc
(5.43) J Dyl < 0.
Z-Q

L’ensemble Z étant ouvert, on a
(5.4 - @)=
. z
d’aprés 1. Si I'on avait

@) < pr,
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d’aprés (5.36) (o I'on écrit Z — Q a la place de ), d’aprés (5.44) et d’aprés 'axiome
IIT on aurait

Wf(@) < u(f(®) + wf(Z - 9) < L D, + j b - LD,,

ce qui est en contradiction avec (5.44).

IIL. Soit A,(2y) = co. Définissons les ensembles

o = {(vy - ) € E 1 vy = arctg uy, (uy, ..., u) = Qo},
3 ={(vy, ..., ) € E, : v; = arctg uy, (uy, ..., u,) < Q}

et 'application

g = (gn---a gn):ﬁo = Ly, gi(vls ooy U) = f{tg vy, e 1B ).

L’ensemble &, est ouvert et & < &,. Ensuite, ensemble {, est borné, done 1,(3,) <
< oo0. Les applications g; possédent des dérivées partielles continues dans tout
Pensemble &, et I'on a pour chaque point (vy, ..., v,) € E; (car — in < v; < in):

k .
Dy(vy, ..., 0) = Df(tg vy, ..., tg ;) [Jcos 2 v, > 0.
j=1
Alors d’aprés I on a
k
w(g(Q)) = ﬁ D, = J: Djtg vy, ..., tg v,‘)jr[icos‘2 v;doy, ..., dyg.
o ) =

Mais g(Z) = f(Q) et d’aprés le théoréme de substitution (voir [6], chap. VI, §2,
théoréme 103) nous avons

k
J‘ D(tg vy,...,tg 1) [Tcos™2 v, dvy, ..., dy, =
p i1

= I Dyuy, ..., ;) duy, ..., du,,
a .

d’or il découle (5.22).

6. VARIETES AVEC DES POINTS SINGULIERS

Dans le théoréme 5.5 on a supposé que D (u) > 0  chaque point u € Q,. Mainte-
nant nous allons montrer que cette supposition n’est pas essentielle.
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Théoréme 6.1. Soit 0 S h < k £ m. Ayons un ensemble ouvert Q < E; et une
application f = (fy, ..., fn) : @ > E,.. Supposons que les fonctions f; possédent
une différentielle totale dans tout I'ensemble Q et des dérivées partielles continues
au point a = (ay, ..., a)€ Q. Soit {jy, ...ojp ls ..., -y} une permutation. des
nombres {1, ..., k}. Supposons que parmi les vecteurs 0,f(a), ..., 0:f(a) il y en
a précisément h linéairement indépendants et que ce sont des vecteurs 9; f(a), ...,
«..» 0;,f(a). Dans E,, ayons des vecteurs s, ..., s, _, tels que*)

6.1) s;,.0,f(a)=0, s,.5,=0,, (Lv=1.,k—hx=1,..h).

Ayons deux nombres n >0, A > 1 et définissons lapplication g,,: E, - E,
par la formule

62 gadw) =1(a) + A(“;(u‘ — a)) 0.f(a) +§::'n(u,, —a) s,

Alors il existe un nombre 6 > 0 tel que si

(6.3) max (lu‘ - a,l) <é, max (|v‘ - a,|) <94,
=1,..,k t=1,..,k

ona

(6.4) ‘u=(ug, .., u)eR, v=_(v,..,0)eQ,

(6.5) o(f(4). 1(2) S 2(9an(): 94n(v) -

Démonstration. Désignons g;; = d;f(a). Définissons des vecteurs w,, ,, ...
...y Wy o i de la facon suivante:

Wyn.=A0,f(a) pour t=j ..., js,
Wan. = A0.f(a) + ns) pour ¢=1,..., 5,
de sorte que

Fasl®) = 1(0) + 3, = @) W

Les vecteurs wy, ¢, ..., W4 ,x SOnt en vertu de (6.1) pour chaque >0, A > 1
linéairement indépendants, donc I'application g est biunivoque. Si s;, = (s, , ..

coes St)s G4 = (94n,15 -1+ Ga,0,m) alors selon (6.2) pour chaque u = (u, ..., u,) €
€ Ek’ v = (vl, ceay v,‘) € Ek on Obtient

gzl,v,,{(u) - gA,n.i(v) = A(‘_il(“; - ”z) 4i,. +§::'I(“1. - ”z.) sl.,()-

¢ pour ¢t v -
) ‘sl,v=
1 pour t=v
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En vertu de (6.1) on a

c9) 04a0) 048 = (£ (0408) = G o))" =
3, = ) s = )+ o, — 0

-
IlMa-

ou
m

(6.7) Vi = Z Qudsy -

L’application g, , étant biunivoque, l’expresswn (6.6) ne peut étre égale & zéro
que pour u = v, autrement elle est toujours positive. La fonction

k k—h
Z ul.uv + ’12 21u12|
v=1 1=

"Mw

k
est continue, donc elle prend sur Pensemble compact Z u? =1 sa plus petite valeur

Netlona N > 0. Alors =
E Ok k—h

Z Z ‘YLV(“L - UL) (uv - Uv) + "2 Zl(uh - Ul-)z =
=

u, — v, U, — 0, +

=151 (”Z:‘,l(“x )2 (;::I(u,‘ — )12

(e = 092) | =

+ "Zkgh i u;, — v, 2 ' kZ(ux —u) 2 Né:‘(u" -0,
2,

donc :
ko k k=h k

68) T Yralw -0l —0) + 12 (w, — 0 2N Y (uy - 0,
1=1v=1 =1 . ) x=1

L’ensemble Q étant ouvert, il existe un nombre J, tel que 2(a, §) = Q. A tous

deux points u € 2(a, 6,), v € Q(a, d,), il existe des points &, ..., &, & = (&g, Eizs -
«..» Eg), situés sur le segment joignant les points u, v tels que

k ,
fi(u) - fi(v) =‘;1atfi(ét) (“L - vt) ’
(voir [5], chap. VII, §11, théoréme 203). D’ici on obtiént
k
fi(u) - fi(v) =‘§1{¢1u + (alfl(éi) - q“)} (ul - vt) ’
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alors en vertu de (6.7) on obtient
5 00) 10" =
k k& m
=‘§1 vzl{yw + 2‘; qil(avfi(ti) - qiv) +

+ 3 0.148) - 2) @18 — 4w}

(= ) (uy — 1) gél ély,v(u, — o) (uy — 0,) +
+ nzkih(u,, -u)+

ubﬂw

T3 20006) - 0.) +

HMa "M,.-

(af,(é) - 4) (0./4¢) — aw)} (u. — 0) (u, = v,),

de sorte que

(63) AW S0 S {3, 5,7l = 0) oy~ ) +

k—h .
T, = 0 PP+ Ay 4 A

ou
28 F B - a) - w) -w)
3, Eple o) 6o o) + 5 o~ 0
) PG ) — 0 OE) — ) — 0) (o = 2
Désignons ‘
(6.10)

Q = max (|qul),.
15igm

155k .
(6.11) | & = min (1, ﬂ&ll)-)
mk*(2Q + 1)
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Comme J,f; sont par supposition continues au point a, il existe un nombre § > 0
tel que 6 < &, et que si u = (uy, ..., u,) € Q(a, 9), alors

(6.12) ' I@Lf,(u) - qul <e pour t=1,..,k;i=1,..,m.

Si nous bornons aux points u, v tels que (6.3) est vrai, alors en vertu de § £ d
nous avons (6.4); on a aussi £, € Q(a, §) pour i = 1, ..., m (car £(a, &) est convexe)
et d’aprés (6.8), (6.10) et (6.12) nous obtenons

2
s =

1|qit| Iavfi(él') — i Iu, - vLI Iuv - vVI < 2mk? Qe

k
NZ (ux - vx)z N
x=1

i

-
™M=
™M=

v=1 i

[}

M3

L L DI — al S — aul o — ol — vl e

lA2I §l=1 v=1 i -
NY (u, —v,)? N
x=1

b4

alors d’aprés (6.11) nous obtenons
2 2,2
2mk*Qe + mk?e <

1+ A+ A, S 14 |4, + 4] <1+ ~ NS

N -1) _
mk*(2Q + 1)

b

mk? mk?
<1+ —e20+1)<1+—7(20+1
d’olt il découle (6.5) selon (6.9) et (6.6).

Théoréme 6.2. Soit 0 < k < m. Ayons un ensemble ouvert Q c E, et une appli-
cation f = (fy,...,fm) : 2 > E,. Supposons que les fonctions f; possédent une
différentielle totale dans tout ensemble Q et des dérivées partielles continues au
point a = (ay, ..., a) € 2. Soit D(a) = 0. Soit yu une mesure métrique invariante
k-dimensionnelle normée dans E,,, A, la mesure extérieure de Lebesgue dans E,.
Alors a chaque nombre { > 0 il existe un ensemble ouvert G = Q possédant les
propriétés suivantes:

(a) aeG; ,
(b) pour chaque ensemble M = G mesurable au sens de Lebesgue on a
(6.13) wf(M) ¢ A(M). -

Démonstration. Comme Dga) = 0, les vecteurs d,f(a), ..., 6,f(a) sont li-
néairement dépendants. Supposons qu’il y a précisément h vecteurs linéairement
indépendants parmi eux (0 = h < k) et que ce sont les vecteurs 9, f(a), 9,,f(a), ...
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voos 05, f(@). Soit {jy, ... i Iy, ..., le—p} une permutation des nombres {1, ..., k}.
Dans E,, on peut choisir k — h vecteurs s, s, ..., 5, _, tels que (6.1) a lieu. Posons

(6.14) n = min (1, 278643, £(a), --- 0;,1(a), Sps-er 1.,) " 1?)

et considérons I'application g, , : E, — E,, définie par (6.2) (pour A = 2). D’aprés
le théoréme 6.1 il existe un nombre 6 > 0 tel que (6.3) implique (6.4) et (6.5). Posons
G.= Q(a, 6). Alors a € G et selon (6.4) ona G = Q. Ensuite, G est ouvert. Si M = G
est un ensemble mesurable dans le sens de Lebesgue, alors d’aprés le théoreme 5.3
ona

#(g2.,(M)) < (6420,,1(a), ..., 20,,f(a) , 201,f(a) + n5y), ...,
2(0n.-,S(a) + 1y, )2 (M),

car les vecteurs 9;,f(a), ..., 9;,f(a), s, ..., 5., sont en vertu de (6.1) linéairement
indépendants et les vecteurs &, f(a), ..., 9, _,f(a) sont par supposition des combi-
naisons linéaires des vecteurs 9;,f(a), ..., 9;,f(a). Ensuite, on a

8(20,,f(a), ..., 20, f(a), 2(0,,f(a) + nsy,), ..., 2(0y,_,.f(a) + s, _,)) =
= 222 *=05,(3, f(a), ..., 0;,1(a), S5 ..o Sty »

alors en vertu de (6.14) on obtient

Hg2,M)) = 2 7H0U0;,1(a), -+ 01 (a) 5 S15 s 82.)"% A(M) =
< 2*0(6:(0,,1(a)s -, 0;,1(@)sS1,s - » 5, )% A(M) < L 2[(M).
Mais d’aprés (6.5) et d’aprés 'axiome V on a u(f(M)) < (g, ,(M)), alors on obtient
(6.13).

Théoréme 6.3. Soit0 < k < m. Ayons un ensemble ouvert Q < E, et une applica-
tion f=(fy, ..., n): 2> E,. Supposons que les fonctions f; possédent dans
Pensemble Q des dérivées partielles continues. Soit

N={aeQ:Dfa)=0}.
Soit u une mesure métrique invariante k-dimensionnelle normée. Alors

H(f(N)) = 0.

Démonstration. I. Soit tout d’abord © un ensemble borné, donc 1,(2) < .
A chaque point a € Q avec D(a) = 0 et & chaque nombre { > 0 il existe d’aprés
le théoréme 6.2 un ensemble ouvert G,; = Q tel que a € G, et que (6.13) pour
chaque ensemble M = G,; mesurable au sens de Lebesgue. Les ensembles G,
couvrent (pour ¢ ﬁxe) I’ensemble N. Alors nous pouvons choisir parmi eux un
nombre dénombrable Gy, G,,... recouvrant également I’ensemble N (voir [5],
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chap. VI, §15, théoréme 154 et chap. VI, §15, remarque 2). Posons
i-1
Mi=Gi_UGj’ i=1,2,-...

i=1

Les ensembles M; sont boreliens, donc mesurables au sens de Lebesgue; de plus on
a M; c G;, alors d’aprés le théoréme 6.2

(6.15) M/ (M) < LaM).

-] o] [}
Ensuite, les ensembles M; sont disjoints et UM; = U G;, alors N | M; et
i=1 i=1 i=1

f(N) = f(UM;) = U f(M,). Donc, d’aprés les axiomes 1I et III, (6.15), le théoréme
i=1 i=1

2.1(e) et d’aprés la remarque a la fin du § 4 nous obtenons
Wf(N)) < ”(i=Ulf (M) éi;#(f (M) < i;} A(M;) =

- C2(UM) S LA9).

Comme le(Q) < o et { est un nombre positif arbitraire, il découle de 1a que
Hf(N)) = 0.

II. Si Q n’est pas borné, nous pouvons écrire 2 = |J Q;, ou Q, sont des ensembles
i=1

ouverts bornés. Ensuite on a N = | (N n Q,), donc f(N) = U f(N n Q;). D’aprés
i=1 i=1

I, on a u(f(N n 2,)) = 0 pour chaque i, alors d’aprés ’axiome III nous obtenons
W) S S8 a @) =0

Remarque. Le théoréme 6.3 a été prouvé pour le cas de k = m (pour le cas
de la mesure de Lebesgue) par A. SARD dans [9]; voir aussi [8], chap. I, §3, théo-
réme 3.

Théoréme 6.4. Soit 0 < k < m. Ayons un ensemble ouvert Q, < E, et une
application biunivoque f = (fy, ..., fn) : Qo = E,,. Supposons que les fonctions f;
possédent dans I’ensemble Q, des dérivées partielles continues. Soit p une mesure
métrique invariante k-dimensionnelle normée dans E,. Alors pour chaque sous-
ensemble Q de I'ensemble Q, mesurable au sens de Lebesgue on a

(6.16) (@) = L)D,.
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Démonstration. Désignons N ={u e Q,: D/(u) = 0}. D’aprés le théoréme
6.3 on a p(f(N)) = 0, donc d’aprés le théoréme 2.1(d) on a aussi

(6.17) uf(Q) = us(@ - N)).

L’ensemble N est fermé dans Q,, donc I'ensemble 2, — N est ouvert. L’ensemble Q
est par supposition mesurable, I’ensemble N est mesurable selon le théoréme 2.1(b),
donc Q — N est mesurable selon le théoréme 2.1(f). Alors, d’aprés le théoréme 5.5
nous avons

(6.18) W@ - N) = j D, .

Q-N

Or commie D{(u) = 0 pour u € N, nous avons

(6.19) | L_ND, - J‘QD,.

De (6.17), (6.18) et (6.19) il découle (6.16).
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