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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 104 (1979). Praha 

DÉFINITION AXIOMATIQUE DE LA MESURE 
DE HAUSDORFF 

MILOSLAV JÛZÀ, Praha 

(Reçu le 22 Octobre 1976) 

1. INTRODUCTION 

Par la mesure \i on comprend une fonction d'ensemble, a-aditive et non-négative 
telle que ^(0) = 0. La mesure est appelée invariante si la mesure des ensembles ne 
change pas par un mouvement euclidien. La notion de mesure invariante est une 
généralisation des notions de longueur, d'aire et de volume de la géométrie élémen
taire. 

H. LEBESGUE a défini (voir [1]), pour une large classe des ensembles de l'espace 
£m, la mesure invariante qui, pour les figures géométriques élémentaires, est égale 
au volume dans le cas de m = 3, à l'aire dans le cas de m = 2 et à la longueur dans 
le cas de m = 1. On peut prouver qu'une telle mesure ne peut pas être définie pour 
tous les sous-ensembles de l'espace Em (voir [7], chap. III, §7, théorème 1). Mais on 
peut, pour tous les sous-ensembles de l'espace Em définir une mesure extérieure 
qui n'est pas généralement c-aditive, mais seulement cr-subaditive. 

Dans la géométrie différentielle, on définit la longueur d'une courbe xt = x,(r) 
dans E2 ou dans E3 comme l'intégrale de la fonction (]C(dXi/df)2)1/2 (voir [10], 

i 

chap. 2, §9, théorème 9.1) et l'aire de la surface dans E3 comme l'intégrale du dis
criminant de la première forme fondamentale (voir [10], chap. 3, §36, définition 
36.1). Des formules analogues sont valables également pour les courbes, surfaces 
et variétés de dimensions plus élevées dans l'espace Em. Dans la géométrie différen
tielle, ces formules servent en règle générale comme les définitions de la mesure 
fc-dimensionnelle. On motive de telles définitions par des considérations heuristiques 
et par le fait que, pour les figures élémentaires, la définition conduit à là définition 
élémentaire de la longueur, de l'aire et du volume. Mais il n'est pas évident du tout 
si la mesure fc-dimensionnelle ne pourrait pas être définie d'une autre façon, plus 
convenable. 

C. CARATHÉODORY et F. HAUSDORFF ont montré comment on peut définir la 
mesure (extérieure) .fc-dimensionnelle pour chaque sous-ensemble de l'espace Em 



(voir [2], [3]). Il y a beaucoup de telles définitions. F. Hausdorff a indiqué la démon
stration du fait (voir [3], §7) que, pour une de ces définitions, on obtient pour les 
ensembles assez shnples les valeurs de la longueur et de Faire introduites dans la 
géométrie différentielle et que dans le cas de la mesure m-dimensionnelle dans Em 

on obtient la mesure extérieure de Lebesgue. Mais même ici il n'est pas clair si l'on 
ne pourrait pas introduire une définition plus convenable de la mesure qui donnerait 
la longueur, Taire et le volume habituels dans le cas des ensembles étudiés dans la 
géométrie différentielle. 

Dans ce travail, nous allons définir la mesure fc-dimensionnelle dans Em axiomati-
quement, c'est-à-dire nous allons exiger seulement quelques propriétés simples. Nous 
allons prouver que la mesure est définie par ces propriétés de façon unique sur une 
large classe d'ensembles et qu'elle est exprimée par les formules employées dans la 
géométrie différentielle dans le cas des variétés lisses et qu'elle est dans le cas de 
k = m égale à la mesure de Lebesgue pour tous les ensembles mesurables au sens 
de Lebesgue. 

2. LES AXIOMES ET QUELQUES SIMPLES CONSÉQUENCES 

L'ensemble des nombres réels sera désigné par JR, l'ensemble -R élargi des éléments 
-F oo et — oo sera désigné par R*. 

Soit Em l'espace euclidien m-dimensionnel; le système de tous ses sous-ensembles 
sera désigné par Sm. Si x = (xt,..., xm) e Em, y = (yl9 ..., ym) e Em, alors la distance 
des points x, y est égale à 

fa y) - (i(*t - yWa • 
i = l 

Si 0 # A c Em, 0 4= B cz Em, nous définissons 

Q(A, B) = MQ(X, y) . 
xeA 
yeB 

Soit k un nombre entier, 0 2* k ^ m. La fonction 

H : Sm - R* 

sera appelée mesure métrique invariante fc-dimensionnelle dans Em, si les axiomes 
suivants sont satisfaits: 

Axiome I. M(0) = 0. 

Axiome II. (A 6 / „ , B 6 Sm, A <=. B) => n(A) d fi(B). 

00 00 

Axiome m . At e Sm pour i = 1, 2, 3 , . . . => /*( U At) S E tiAd' 
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Axiome IV. (0 + A cz Em, 0 * B cz Em, g(A, B) > 0) => fi(A u B ) = fi(A) + /*(£). 

Axiome V. Si A cz Em, B cz Em et s'il existe une application f de Vensemble A 
sur Vensemble B telle que pour chaque x e A, y e A on a 

(2.1) Q(f(x),f(y))^Q(x,y), 

alors 
fi(B)£(i(A). 

Axiome VI. Si nous désignons 

(2.2) Jk = {(xt, ..., xm) G Em : 0 = xt = 1 pour 1 = i = fc ; 

xf = 0 pour fc < i ^ m} , 

a/ors 
0 < p(/*) < OO . 

Le mesure \i sera appelée normée, si à la place de l'axiome VI a lieu le plus fort 

Axiome VI'. fi(Jk) = 1 . 
On dit que l'ensemble M cz Em est /^-mesurable, si pour chaque ensemble A cz Em 

a lieu 

\i(A) = fi(A,n M) + fi(A- M). 

Des axiomes I—IV on déduit 

Théorème 2.1. Soit \i la mesure métrique invariante k-dimensionnelle dans Em, 
0 z% k = m. Alors: 

(a) fi(A) _t 0 pour chaque ensemble A cz Em. 

(b) Chaque ensemble borelien est ^-mesurable. 

(c) Si N c Em, n(N) = 0, alors N est fi-mesurable. 

(d) Si AczEm,N cz Em, p(N) = 0, alors fi(A U J V ) = H(A). 

(e) Si {-4<}*e2R est un système dénombrable1) des ensembles fi-mesurables de Vespace 
Em et si At n Av = 0 pour tous i cz 3W, v c 95i, i #= v, a/ors 

(f) Uunion et Vintersection d'un système dénombrable d'ensembles p-mesurables 
sont des ensembles jx-mesurables. La différence de deux ensembles fi-mesurables 
est un ensemble pi-mesurable. 

*) Des ensembles finis sont considérés aussi comme dénombrables. 
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Démonstration. 

(a) peut être déduit aisément des axiomes I et II. 
(b) Voir [4], chap. 1, §4, théorème 19. 
(c) Voir [4], chap. 1, §2, théorème 2(a). 
(d) On a A cz Au N, alors fi(A) ̂  fi(A u N) d'après l'axiome II. Par contre, 

de l'axiome III on déduit (si on pose A, = 0 pour i > 2): 

fi(AuN)t%fi(A) + fi(N) = fi(A). 

(e) Voir [4], chap. 1, §2, théorème 2(d). 
(f) Voir [4], chap. 1, §2, théorème 2(b), (c). 

Comme une conséquence de l'axiome V on obtient 
Théorème 2.2. Étant donné fi, une mesure métrique invariante k-dimensionnelle 

dans Em (0 ^ fc g m), et A cz Em, B cz Em étant deux ensembles isométriques 
(c'est-à-dire qu'il existe une application f de Vensemble A sur Vensemble B telle 
que Q(f(x),f(y)) = Q(X, y) pour chaque couple de points x e A, y e B), alors ii(À) = 

= m-
On prouve aussi aisément 
Théorème 2.3. Si fi est une mesure métrique invariante k-dimensionnelle dans 

Em (0 :g k ^ m) et si nous posons fi(À) = ja(A)jfi(Jk) pour chaque ensemble A c Em, 
alors fi est une mesure métrique invariante k-dimensionnelle normée dans Em. 

La mesure O-dimensionnelle dans Em est très simple. Cependant, on a le 
Théorème 2.4. Soit fi une mesure métrique invariante O-dimensionnelle normée 

dans Em. Soit A cz Em. Alors 
(a) Si A = 0, alors fi(A) = 0. 
(b) Si A contient un nombre fini de points, alors fi(A) est égale au nombre des 

points de Vensemble A. 
(c) Si A contient un nombre infini de points, alors fi(A) = oo. 

Démonstration. 

(a) découle de l'axiome I. 
(b) / 0 est l'ensemble contenant un seul point (0, 0,..., 0), alors d'après l'axiome VI' 

et d'après le théorème 2.2, la mesure de chaque ensemble contenant un seul point 
égale 1. Si A est un ensemble contenant précisément p points (p > 1), alors on 
peut écrire A = B u C, ou B contient p - 1 points et C contient un seul point. 
On a Q(B, C) > 0, alors d'après l'axiome IV fi(A) = fi(B) + fi(C) == fi(B) + 1. 
Par induction on obtient d'ici que la mesure de l'ensemble contenant p points 
est p. 
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(c) A étant un ensemble infini, il contient un ensemble de p points pour chaque p 
naturel, alors d'après l'axiome II on a JJL(A) = OO. 

3. RÉALISABILITÉ DU SYSTÈME DES AXIOMES 

Théorème 3.1. Soit 0 ^ fc ^ m. Alors il existe dans Em une mesure métrique 
invariante k-dimensionnelle normée f,i. 

D é m o n s t r a t i o n . 

I. Si fc = 0, il suffit de prendre pour IJ.(A) le nombre de points de l'ensemble A. 

II. Soit fc > 0. Pour A a Em définissons 

d(A) = sup Q(X, y) pour A * 0 , d(0) = 0 . 
xeA 
yeA 

Ensuite définissons pour e > 0: 

v.(^) = inf £ ( < « ) * > 

où l'on prend l'infimum par tous les systèmes dénombrables {Kt} tels que \JKt o A, 
i 

d(KL) S £• Enfin définissons , 
v(A) = sup ve(A) . 

e>0 

La fonction v satisfait aux axiomes I — IV (voir [4], chap. II, §1, théorèmes 27 
et 28). Nous allons prouver qu'elle satisfait aussi à l'axiome V. Cependant, ayons 
des ensembles A c Em, B c £ m e t une application/de l'ensemble A sur l'ensemble B 
telle que (2.1) a lieu. L'ensemble A soit couvert par le système d'ensembles {KL}. 
Définissons K[ = Kt n A, K" = /(K î) . Alors le système {K"} couvre l'ensemble B. 
Ensuite, compte tenu de (2.1) on a d(K") =" d(K[) ^ d(Kt). Donc si d(Kt) S £, on 
a aussi d(K'[) S e; ensuite %(d(K"))k £ t,(d(Kt)f, d'où v6(B) g ve(A) pour chaque 

e > 0, donc aussi v(B) ^ v(A). 

Il reste à prouver que v satisfait à l'axiome VI. 
III. Tout d'abord nous allons prouver (pour l'ensemble Jk défini dans (2.2)) que 

v(Jh) < oo. Soit donné un nombre s > 0. Choisissons un nombre naturel n tel que 
n > fc1/2e""*. Définissons 

Kh,j2,...jk = j(*i> •••> *m) * Em : ^ ^ £ *i à - pour 1 <£ < sS fc ; 

^ ml . 
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Nous avons 

Jkc I J . . . \JKJt Jk 
jí = l jk-l 

Si x = (x„ ...,xm)eKJl Jk, y = (y1,...,ym)eKJl Jk, alors \xt - y{\ £ n 1 < 
< ek~112 pour 1 £ i £ k, \xt — ĵ ĵ = 0 pour k < i _: m, alors 

e(*, y) = ( I ( * . - ^) 2) 1 / 2 < (fe»"2)1/2 = fc1/2»-1 < «. 
j * l 

d'où d(Kju_Jk) S kll2n~l < e. Ensuite 

Ê •••£«*,• jtfS n^172»"1)1 = fcl/2 . 
J l - 1 i k = l 

alors pour chaque e > 0 on a ve(/fc) g fc*/2, d'où v(Jk) = sup v£(/fc) ^ fc*/2 < oo. 
«>o 

IV. Un peu plus difficile sera la démonstration que v(/k) > 0. Tout d'abord nous 
allons introduire ces notations: Ayons des nombres a± S bl9 a2 ^ bl9..., ak ^ bk9 

alors l'ensemble 

K = {(xl5 . . . , x w )e£ m : a , <; x* ^ bf pour 1 ^ i ^ fc; 

xt = 0 pour fc < i g m} , 

sera appelé parallélépipède fc-dimensionnel. Nous allons designer 

(3.1) A(K) = (6. - fll) (b2 -a2)... (bk -ak). 

Si SOI, 9JT sont deux systèmes de parallélépipèdes fc-dimensionnels, nous dirons que 
le système 9W' s'est produit du système 2R par la division par le hyperplan xt = ct 

(1 g Ï g fc), si les parallélépipèdes KeSM, pour lesquels at < ct< bi9 ont été 
remplacés par le couple de parallélépipèdes 

K' = {(xl9...9xm)eEm:ai ^ xt £ cf; 

«y ^ Xj Sbj pour 1 S j S k9 j =¥ i; Xj = 0 pour fc < I ^ m} , 

K" = {(xl5 ...9xm)eEm:Ci g xf g b*; 

aj S Xj S bj pour 1 ^ j S k9 j + i; Xj = 0 pour fc < j ^ m . 

On prouve aisément 
Lemme 3.1. Stf 3R, 9W' son* deux systèmes dénombrables de parallélépipèdes 

k-dimensionnels et si le système W s'est produit de 9W par les divisions successives 
par des hyperplans9 alors 

Кeï 
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Si le système 501 est formé par un seul parallélépipède, on a le signe d'égalité. 
(Dans le cas général, on peut y avoir le signe de l'inégalité, même si quelques 
parallélépipèdes se répètent à la division, mais on ne les compte dans 9K' qu'une 
fois.) 

Maintenant nous allons prouver 
Lemme 3.2. Soit SDÎ un système dénombrable de parallélépipèdes k-dimensionnels 

Kl9K29 ...tel que \J Kt z> Jk. Alors £ X(K) = 1. 
K%em Ktem 

Démonstration du lemme 3.2. Supposons que £ A(Kt) < 1. Posons e = 

= 1 — Yé K^i)- A chaque parallélépipède 

Kt = {(xl9..., xOT) e Em : aUl = xt ^ bM pour 1 g i g fc ; 

x. s 0 pour k < i S m} 

il existe un parallélépipède 

Rt = {(*!,..., xOT) e Em : aM = xf = 5,-,, pour 1 ̂  i = fc ; 

xt = 0 pour fc < i ^ m} 

tel que 

Alors 
ăUl < a м , Blit > b,.t , X(Ќt) < ЦKt) + e2-'. 

ľ K&д < ľ ( W + «--) = I ĄKt) + e = 1 

et l'ensemble Jk est couvert par les ensembles 

K? = {(xl5 ..., xm) e Em : âitl < xt < BUl pour 1 = i = fc ; 

x. == 0 pour fc < Ï ^ m} . 

D'après le théorème de Borel, l'ensemble Jk est couvert déjà par un nombre fini 
d'ensembles Kt

0, par ex. par les ensembles Rl9 R29...» -??, donc aussi par les en
sembles Rl9 R2,..., Rn. Il reste naturellement 

iw<-. 
Si nous divisons le système des parallélépipèdes Rl9...9Rn par les hyperplans 
Xf = âUt9 x( = Sil9 xt = 0, X| = 1 (z = 1,..., fc; e = 1,..., n) et si nous prenons 
seulement une fois les parallélépipèdes qui se répètent, nous obtenons le système SDÎ'. 
D'après le lemme 3.1 nous avons 

£ A ( # ; ) < £ A ( £ , ) < 1 . 
it'eSH' »»1 
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Soit 9W* le système de parallélépipèdes du système 9W', formé par les parallélépipèdes 
K[9 pour lesquels on a K[ c Jk. On a de même 

£ A(K;) < 1. 

Mais le système 99T peut être obtenu aussi par la division d'un seul parallélépipède 
Jk9 alors d'après le lemme 3.1 on a 

£ A(K;) = A(/„) = 1, 
K.'eSJl" 

ce qui est une contradiction. Le lemme 3.2 est alors prouvé. 

Lemmç 3.3. Soit 9K un système dénombrable d'ensembles {Mj tel que (J ML => Jk. 
MteWt 

Alors £ (d(Mt)f = 1. 
MteWt 

Démonstration du lemme 3.3. Posons Lt = Mt n Jk. Soit C l'ensemble des i9 

pour lesquels L£ # 0. Alors 

(3.2) u --.=>/*, E (<W)k L> I (d(M,)r ^ £ (dW)* ; 
teC MteWl teC teC 

pour (xl9..., x,,,) e Lt on a xf = 0 pour î > k. Nous allons définir ati (i = 1,..., k) 
comme la borne inférieure, fctji comme la borne supérieure des nombres xt tels 
qu'il existe un point (x1?..., xi9..., xk9 0,..., 0) e Lr Si x = (x1?..., xk,..., 0,..., 0) e 
e L£, y = (yl9..., yk9 0,..., 0) e Li9 alors pour i = 1,..., k nous avons 

k 

Xi - yt S \xt - yt\ = X (x, - yt)
2 = .o(x, >;) ^ d(L) , 

i = l 

donc aussi 
bt,i - fl*fi = sup xf - inf yt = d(L), 

xeL. yeL, 

alors 

(3.3) (d(Lt)f fcflO.. - -••) • 

Si nous définissons Kt comme le parallélépipède 

J£t « {(xl5..., xm) e Em : a£i g xf g &ti pour 1 g i g fc ; 

xf = 0 pour k < i S m) > 

nous avons X, z> L4, alors d'après (3.2) a U X p /*. Selon le lemme 3.2 on a donc 
ieC 

d'où il découle, compte tenu de (3.2), (3.3) et (3.1), le lemme 3.3. 
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Du lemme 3.3 il découle que pour chaque s > 0 on a ve(Jk) ^ 1, donc aussi 
v(/*) = l. 

V. Selon II— IV, v est une mesure, métrique invariante fc-dimensionnelle, alors 
d'après le théorème 2.3 la fonction 

V W 

est une mesure métrique invariante fc-dimensionnelle normée. 

Nous appelerons la mesure fi construite dans la démonstration du théorème 3.1 
mesure de Hausdorff k-dimensionnelle standarde. 

4. CAS 0<k= m 

Si a :g b sont deux nombres réels, alors l'ensemble i des nombres x, pour lesquels 
a < x S b resp. a < x < b resp. a ^ x < b resp. a < x ^ b, sera appelé intervalle 
borné 1-dimensionnel avec les extrémités a, b. Le nombre /(i) = b — a sera appelé 
se longueur. L'intervalle sera appelé dégénéré, si a = b. L'ensemble 

(4.1) / = it x #2 x ... x 4 c Ek9 

où ij sont des intervalles bornés 1-dimensionnels, sera appelé intervalle borné dans 
Ek. L'intervalle / sera appelé dégénère, si un au moins des intervalles ij est dégénéré. 

., Théorème 4,1. Soir fc > 0 et pi soit une mesure métrique invariante k-dimension
nelle dans Ek. Ayons des nombres at < bu a2 < b29 ..., ak < bk et définissons 
V ensemble là Y aide de (4.1), où 

(4.2) ij = {x:aj^r^bj}. 

Alors 

(4.3) ÀQ ~ K'ùllti ~ *j) > 
J=i 

Tensemble Jk étant donné par la formule (2.2) avec fc = m. 

Démonstration. I. /étant défini à l'aide de (4.1) et (4.2). / ' à l'aide de 

(4.4) / ' = i[ x i2 x ... x i'k c Ek ; Ç - { x : a J $ x ^ b'j] ; 

et b'j — a'j sa bj — a} ayant lieu pour j ,-= 1,.. ,y fc, alors fi(f) == /*(/). Cela découle 
du théorème 2.2. 
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IL Soit / défini à l'aide de (4.1) et (4.2), / ' à l'aide de (4.4) et soit b'j - a'j = 
= nj{bj — aj) pour j = 1,..., k, où ns sont des nombres naturels. Alors 

(4.5) *n*i<i)îi»j-
j=i 

Cependant, définissons pour 1 g yy :g n, les ensembles 

••yi»y2 yk = 

= {(xlf ...,x*)e£* :nj + (Vj - l)(6y - *y) ^ ^ aj -h yy(6y - ay)} . 

D'après I nous avons li(Iyity2t...,yk) = /*(/); puis 

/ '= u u - u/,..» v.. 
y i * l y 2 = l y i e ^ l 

d'où on obtient (4.5) d'après l'axiome III. 
III. Soit I défini à l'aide de (4.1) et (4.2), V à l'aide de (4.4) et soit b'j - a's = 

« n̂ (fey — aj) pour y = 1,..., fc, où #ty sont des nombres naturels. Alors 

(4.6) *n-i<t)h»j-

Vu (4.5) il suffit de prouver: si 0 < ô < 1, alors 

(4.7) )</9èM/)lW 

Pour prouver (4.7), choisissons un nombre naturel n tel que n > (1 — ^ 1 / k ) _ 1 

et définissons les ensembles 

*»« -=h-:-'Xk)eEk:a'i+{^+yjw)' 
.(b'j - a'j) ÛXjSa'j + (-^-2+ - Z l W - a'j) 

\n2nj nnjj 

pour 1 _: fy _ nn, — 1; j = 1 k. Le parallélépipède In,yi,...,rk a la longueur 
de la j-ème arête (b'j — à'j)jnnj = (6/ — 0/)/n, alors d'après (4.5) on a 

(4-8) A</-. j î î » - y j ) . 

La distance de ehaque parallélépipède Iru...$yk de l'union des autres n'est pas plus 
petite que 

min n~2nj2(bj - a'j) > 0 , 
iâ j£* 
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alors on déduit de l'axiome IV que 

nni —1 nn2—1 n n ^ - l wti — 1 m t 2 - l nnj-— 1 

K U U ••• U Iny,..yù = S Z - Z K-»n...-J. 
yi = i y2 = i yk=i y i B i y2«-i yk~ l 

alors compte tenu de (4.8) on obtient 

n n i - l nnfc-1 k * / l \ 

K U ... U /yi J £ n-fc/i(/)nK - 1) - #<0n ("y - - ) • 
yi = i yk=i j = i y=i \ nj 

Comme 
nni —1 tin*— 1 

-"=> U ... U /,, n, 
y i ^ l yk = l 

on obtient d'ici d'après l'axiome II: 

m = .-(-on (»J - ^ - K/)(n»i)(n(i - » - v » • 
.»=i \ n/ i=i i=i 

Mais n"1 < 1 - 51/k, donc n~lnjl < n - 1 < 1 - a1'*, 1 - n~lnjl > ôl,k, 

17(1 - n - 1"/1) > «S. Parce ^ e ^(/) ^ ° d'après le théorème 2.l(a), on obtient 

d'ici (4.7). 
IV. Soit /défini à l'aide de (4.1) et (4.2), / ' à l'aide de (4.4) et soit b'j-a'j-

— rj(bj — aj) Pour J ~ !»•••> K où r. sont des nombres rationnels positifs. Alors 

(4-9) !</')= K/)fl0-
J = l 

Cependant, soit rj = PjqJ1, où pj, qj sont des nombres naturels. Choisissons des 
nombres a'j9 b'j tels que b"j - a'} = qj\bj - aj); on a donc b'j - a} = p/b}' - a}). 
Si 

'" - {(*i,..., xk)eEk : a'} £ Xj = &;} , 

alors d'après (4.6) on a 

H/') = K/*)iW ^ - . - « n 1 . 
I«- I«i ^ 

d'où l'on obtient (4.9). 

V. Soit / défini à l'aide de (4.1) et (4.2), / ' à l'aide de (4.4) et soit b'j - a'j = 
"* *lPj — aj) pour j = 1,..., fc, où <Xj sont des nombres réels positifs. Alors 

(41°) *n-iv)h*i-
j-t 

19 



Cependant, s étant un nombre positif arbitraire, il existe des nombres rationnels 
Qj9 rj tels que 

k k k k 

(4.11) o<Qj<*j<rJ9 r K - e < r u / > Urj<u*j + *-
J = I 1=i 1=i 1=i 

Définissons 

M = {(xl5 ..., xk) e F, : a'j = xy = a} + Qj{bj - a,.)} , 

N = {(*ls ..., xfc) e Ffc : ^ - Xj = a} + r / 6 7 - a,.)} . 

Alors M c: / ' c IV, donc d'après l'axiome II on a /x(M) g lj(/') = ft{N). Mais 
d'après (4.9) on a 

»{M)=H{I)UQJ9 n{N) = n{l)Urj> 
1=i 1=i 

alors nous avons selon (4.11) (parce que ii{l) = 0 d'après le théorème 2.1(a)): 

Kn.(h«j - -) = KI)fley = KO = KI)fl'-y ^ KI)(fl«y + «) •.. 
J = l J = l j = l J=J 

Comme e > 0 a été arbitraire, on obtient d'ici (4.10). 

VI. La formule (4.3) découle de (4.10), si l'on pose b) = 1, a) = 0, ay = {bJ — 0,-)"* 
pourj = 1, . . . , k. 

Théorème 4.2. S0ff k > 0 et soit fi une mesure métrique invariante k-dimension-
nelle dans Ek. Ayons des nombres ax :g bl9 a2 ^ b2, ...9ak ^ bk et définissons 
Y ensemble là Vaide de (4.1), 0u ij sont des intervalles bornés 1-dimensionnels avec 
les extrémités aj9 b}. Alors (4.3) a lieu. Spécialement, si la mesure \L est normée, 
nous avons 

(4.12) M') = fl (&,-«,)• 
1=1 

D é m o n s t r a t i o n . I. Supposons tout d'abord que l'intervalle /n 'est pas dégénéré. 
Alors il existe des nombres aJt„, fiJtn {j = 1, . . . , k; n = 1,2,...) tels que 

(4.13) aJ < oiJtn < PJtn < bJ, lim <xJ>n = a, , lim pJtn = bJ . 
n-*oo 4 - n->co 

Désignons 

Mn = {{xl9...,xk)eEk:ccJfn = Xj = pJtn) , 

M = {{xl9..., xk) G Ek : aj ^ x} <: bj} . 

Nous avons Mn c / c M, alors d'après l'axiome II on a 1i(M„) g n{l) ^ //(M). 
Mais d'après le théorème 4.1 on a 
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H{M) = KJk)Tl(bJ - °j) > 
7 = 1 

k 

n{M„) = n{Jk)I\{Pj,„-«j,„); 
1=1 

k k 

étant lim flO?;,,, - <*; -) = IIC*; ~ fl') s e l o n (4"13)' n d é c o u l e d ' ic i (4-3)-
B->QO J = l Jf = l 

IL L'intervalle / soit dégénéré, p. ex. soit ak = bk. Choisissons des nombres 
OLJ9 Pj (j = 1, ..., fc - 1) tels que as < <Xj = bj < pj. Soit 8 un nombre positif arbi
traire et définissons l'ensemble 

Me = {(xi, ..., xk) e Ek : otj = Xj ^ 0y pour 

j = 1, . . . , fc - 1; ak - e = xk ^ ak + e} . 

Alors / cz M8 et d'après l'axiome II et le théorème 4.1 nous obtenons 

fi(l) = fi(ME) = K A) 2e f i (ft - «j) • 
i = i 

Comme £ est un nombre positif arbitraire, il découle d'ici (vu le théorème 2.1(a)) que 
JU(/) = 0. Mais par la substitution ak = bk dans la formule (4.3) on obtient également 
le zéro. 

L'intervalle /é tant défini par (4.1), où ij sont des intervalles 1-dimensionnels avec 
les extrémités a,-, bj, aj = bj9 le nombre 

^)=ïm--«;) 
j = l 

sera appelé volume de l'intervalle /. Si M cz Ek, alors le nombre 
le{M)= inf £A(Z), 

C JeC 
Mcyc 

où l'on prend la borne inférieure pour tous les systèmes dénombrables C d'intervalles 
bornés disjoints qui couvrent l'ensemble M, sera appelé mesure extérieuie de Lebesgue 
de l'ensemble M (voir [6], chap. I, §7, définition 5). On a le 

Théorème 4.3. Soit fc > 0 et soit \x une mesure métrique invariante k-dimension-
nelle normée dans Ek. Alors 

(a) ju(M) :g &e(M) pour chaque ensemble M a Ek; 

(b) /x(M) = Xe(M), si M cz Ek est mesurable au sens de Lebesgue. 
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Démonstration, (a) D'après le théorème 4.2, on a X(I) = p(I) pour chaque 
intervalle borné /. Soit maintenant C = {Ij} un système dénombrable d'intervalles 
bornés disjoints-qui couvrent l'ensemble M. D'après les axiomes II et III, appliqués 
à la mesure /a, on a 

a(M) sKVij)SlK'j) = IKij)' 
IjeC IjeC IjeC 

donc aussi 
/ i(M)ginf£A(/ i) = Ae(M). 

C IjeC 

(b) Soit M c £ k u n ensemble borné et mesurable au sens de Lebesgue. Il existe 
un intervalle borné /tel que M c /. On a (voir [6], chap. I, §9, théorème 29): 

Xe(I) = Xe(M) + Xe(I - M) . 

Si l'on avait fi(M) < Xe(M) on obtiendrait donc d'après l'axiome III et d'après (a): 

0) S KM) + K1" M) < UM) + W-M) = Xe(I)9 

ce qui est une contradiction, car d'après le théorème 4.2 on a 

/.(/) = A(/) = Ae(7). 

Soit maintenant M c Ek un ensemble arbitraire mesurable au sens de Lebesgue. 
Si nous désignons 

/« = {(*!,...> * ^ : ~ w = *I = * pour j = 1, ...,fe}, 
nous avons 

00 

M = U ( M n / „ ) et M n/„+!.=> M n In 

sont des ensembles bornés mesurables au sens de Lebesgue, donc pi(M n /„) = 
= Xe(M n /„). Alors Xe(M) = lim Xe(M n /„) a lieu (voir [6], chap. I, §9, théorème 

«-•00 

23). Donc, à chaque nombre N < Xe(M) il existe n tel que Xe(M n /„) = /x(M n /B) > 
> N9 et d'après l'axiome II on a JJL(M) Jâ ."(M n /rt) > N. Comme N était un nombre 
arbitraire plus petit que Xe(M)9 on a /J(M) ;> Ae(M). Compte tenu de (a), on a donc 
p{M) = XIM). 

Théorème 4.4. Soit k > 0 et soit fi une mesure métrique invariante k-dimension-
netle normée. Alors chaque ensemble mesurable au sens de Lebesgue est aussi 
p-mesurable. 

Démonstration. Soit M e Ek mesurable au sens de Lebesgue. Alors M = 
= 4 u N9 où A est un ensemble du type F9 et XJ(N) = 0 (voir [6], chap. I, §9, 
théorème 22), D'après le théorème 4.3(a) on a n(N) -S *j(-V) = 0, alors d'après 
le théorème 2.1(a), (c) l'ensemble N est ^-mesurable. A est ^-mesurable d'après 
le théorème 2.1(b), et M est ^-mesurable d'après le théorème 2.1(f). 
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Théorème 4.5. Soit k > 0 et soit ju la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle 
standarde dans Ek (voir chap. 3). Alors fi(M) = ke(M) pour chaque ensemble 
M czEk. 

Démonstration. I. De la définition des mesures v, fi dans la démonstration 
du théorème 3.1 on déduit que la mesure de Hausdorff fe-dimensionnelle standarde 
H d'un ensemble A cz Eh est égale à 

(4.14) fi(A) = sup ixt(A) , 
e > 0 

OÙ 

(4.15) ^ ) = i n f i : ( « ) k ( v ( / * ) ) - 1 , 
C K.eC 

où Ton prend la borne inférieure pour tous les systèmes dénombrables C tels que 
U Kt => A et d(Kt) S e pour Kt e C. 

KteC 

II. G étant un ensemble ouvert, alors d'après le théorème 4.3(b) on a n(G) = Ae(G), 
car chaque ensemble ouvert est borelien et donc mesurable au sens de Lebesgue 
(voir [6], chap. 1, §8, théorème 14). 

III. Pour prouver n(M) = ke(M) pour un ensemble arbitraire M c Ek9 il suffit 
en vertu du théorème 4.3(a) prouver: 

Si M cz Ek et r\ est un nombre positif arbitraire, alors 

(4.16) Xe(M) ^ pi(M) + n . 

Soit donc donné un ensemble M c Ek et un nombre t\ > 0. Étant encore donné 
un nombre s > 0, alors selon (4.14) on a ng/2(M) S viM) e t s e l ° n (4.15) il existe 
un système dénombrable d'ensembles C = {Kt}tsslt2t... tel que 

(4.17) \JKtz*M, d(Kt)Sie, 

(4.18) £ (d(Kt)f (v^,))-1 < K ^ ) + tn • 
KteC 

Définissons, pour t = 1, 2,. . . , des nombers <5t de la manière suivante: 

(4.19) , , - - o i » |HK-- . ) [^^) 1 / t - l ]} . - -W>0. 

(4.20) ^ - ^ m i n ^ f , 1 ^ - ' - 1 ^ - 1 ^ ) ) 1 / * ) , si d(lQ = 0 . 

On a (3, > 0 pour chaque t. A chaque ensemble JRC, nous allons associer un ensemble 
K, de la façon suivante: Si Kt = 0, alors R, = 0; si iiC, + 0, alors Rt sera l'ensemble 
des points de l'espace Eh dont la distance de K, est plus petite que ôt. 
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Nous avons d(Rt) g d(K) + 2ôt, alors en vertu de (4.19) et de (4.20) on a 

(4.21) . d(Rt)£s, « - 1 , 2 , . . . . 
00 

Posons G = U Rt. Tous les ensembles Kt sont ouverts, donc G est aussi oiivert. 
i=i 

00 00 

Ensuite Rt => Kt pour chaque i, alors G = U Kt =) U K, 3 M, et d'après II on a 
1 = 1 t=i 

(4.22) Ae(M) = XJ(G) = /<G) • 

Si d(Kt) > 0, alors d'après (4.19) nous avons 

(d(Rt)f = (d(Kt) + 2ôtf = (<*,)}- " M + ** ; 
KM) + if 

si «"(£,) = 0, alors d'après (4.20) nous avons 

(d(Rt)f = (d(X.) + 2*,)* = (2*.)* = ». • 2-'"1 v(/t) . 

D'ici nous obtenons 

ZW^MJi))-1- Z ( « W ) " 1 + 
t=-l d(K,)>0 

d(K.) = 0 

/i(M) + irç <*(*.)>o 

+ Z-^-.-M^M/*))-1-:' 
d(.K<)--Q 

= 1M! ! f ^ «x.)T«'.or + VÎ2-»-1. 
fi(M) + J^ K.eC .-=1 

Selon (4.18) on obtient de cela 

£ (d(£t))* M/*))"1 ^ KM) + i , + i , - < i ( M ) + i , . 

Le système {£,} couvre l'ensemble G, alors d'après (4.21) et (4.15) on obtient d'ici 

lit{G)Sii(M) + n. 

Comme s > 0 était arbitraire, on en obtient d'après (4.14) n(G) â I^M) + rj, d'où 
il découle (4.16) en vertu de (4.22). 

Remarque. Il découle du théorème 4.5 que la mesure extérieure de Lebesgùe 
dans Em satisfait aux axiomes I—V et à l'axiome VI' avec k =- m. Je ne sais pas 
s'il existe une autre mesure satisfaisant à ces axiomes. 
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5. CAS GÉNÉRAL 0 < k g m 

Ayons des nombres 0 < fc ^ m. Soit \i une mesure métrique invariante fc-di-
mensionnelle dans Em. Définissons l'ensemble 

£fc = {(^if-i3Cm)e-Bm :xf = 0 pour fc+Ujiw}.' 

Évidemment, l'ensemble £*. est isométrique avec l'espace euclidien fc-dimensionnel. 
Si M c £k9 définissons fi(M) = l^(M). Alors nous avons le 

Théorème 5.1. 

(a) fi est une mesure métrique invariante dans £k. 

(b) fi est normée si et seulement si fi est normée. 

(c) Un ensemble M c £k est fx-mesurable si et seulement s'il est \i-mesurable. 

(d) Si le est la mesure extérieure de Lebesgue dans Ek et la mesure fi est normée, 
alors fi(M) _̂  le(M) pour chaque ensemble M c £k. 

(e) Si M c £k est mesurable au sens de Lebesgue dans £k, alors fi(M) = Xe(M). 

D é m o n s t r a t i o n , (a) La validité des axiomes I—VI pour la mesure fi découle 
de la validité de ceux pour la mesure \i. 

(b) Découle du fait que l'ensemble Jk de l'axiome VI' est situé dans Ek. 

(c) I. M c £k soit ju-mesurable et soit A c £k. Alors l'égalité 

fi(A) = fi(A nM) + p(A - M) 

découle de l'égalité analogue pour la mesure fi et du fait que 

fi(A) = ii(A) , fi(Â nM) = \i(A n M) , fi(A - M) = ii(A - M) . 

IL M c: Ek soit /ï-mesurable et soit A c Em. Pour prouver la ju-mesurabilité de M 
il suffit de prouver 

(5.1) \x(A) ^ fi(A n M) + fi(A - M) . 

L'ensemble isk est borelien, donc /i-mesurable d'après le théorème 2.l(b), alors 

fi(A) = ti(An£k) + »(A-£k). 
Mais 

H(A n Ek) = 0(4 n 4 ) = # ( 4 n Ek) n M) + /ï((4 n £ ) - M) = 

= /.(4 n M) +/<(4 n Ek) - M), 

alors 

(5.2) n(A) = /<4 n M) + /i((4 n A ) - M) + ,<4 - £*) . 
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Or, comme A - M = (A - £k) u ((Al n Ek) - M), on a d'après l'axiome III 

m fi(A-Ek) + n((An£k)-M)>»(A-M) 

et l'on obtient (5.1) par la subtitution dans (5.2). 

(d) et (e) découlent de (b), (c) et du théorème 4.3. 

Dans l'espace Em ayons fc vecteurs 

yj = (vjuvj2>>~>vjm), J = ! 5 2 , . . . , fc. 
Désignons 

où 

ð k ( v l 9 . . . 9 v k ) = £ DJ řk, 

^li.Ia ik 

*1 Ь 
Іl<І2<...<Һ 

Vl,Іl> VÍ,І2> •*•' Vl,ik 

V2,h> V2,І2> '••' V2,ik 

Vk,h9 vk,i2> •'•' ^Mk 

Évidemment ôk(vu..., vk) ;> 0 et ôk(vl9..., v*) = 0 si et seulement si les vecteurs 
vi-. . .- v* sont linéairement dépendants. 

Théorème 5.2. Dans Em ayons des vecteurs vl9 ...9vk et des vecteurs wl9 ...9wk 

tels que 
vt. Vj = wt. Wj pour i9 j = 1,..., fc . 

Alors 
<5*(vi,...,v*) = ^(wr1,...,wrik). 

Démonstration découle de l'égalité 

<5*(vi> •••>"*) = V1V1> V1V2> •> V 1 V * 

V2V1> V2V2> •••> V 2 V * 

V*V1> V*V2> •••> V * V * 

(voir [11], chap. I, §12, formule (12.14)). 

Théorème 5.3. Ayons des nombres 0 < fc £ m. Soit \JL une mesure métrique 
invariante k-dimensionnelle normée dans Em9 Xe soit la mesure extérieure de Le-
besgue dans Ek. Soient vl9 ...9vk des vecteurs linéairement indépendants dans Em. 
Soit AeEmet <p soit une application Ek -> Em définie par la relation 

(5.3) 
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Soit M a Ekun ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Alors 

(5.4) n(cp(M)) = (ôk(vlr..., vk)y* Xe(M) . 

Démonstration. Les vecteurs vi9..., vk engendrent un espace vectoriel V. Dans 
cet espace, il existe une base orthonormale e l f . . . , eft (voir [12], chap. II, §15, théorè
me 15.2); il existe des nombres vtJ tels que 

k 

(5.5) Vi = £ v^ej . 

Pour i = 1, 2,.. . , k soit et le vecteur dans l'espace Ek qui a toutes ses coordonnées 
égales à 0, à l'exception de la î-ème qui est égale à 1. Définissons des vecteurs vi9..., vk 

par les relations 
k 

(5.6) vt = £ Vijij . 
1=i 

Soit x// une application Ek-*Ek qui au point (xi9..., xft) eEk associe le point 
(yi>...,y*, o, . . . ,0)6 .4, OÙ 

k 

(5.7) yj = E vuxi > 
i = l 

de sorte que selon (5.6) on a 
k k k 

(5.8) ^(x l5..., xft) = £ ( Z vu**) «I = Z *i^ • 
j-=l i = l i=-l 

Désignons 10" = \jf(M). L'ensemble Si est mesurable dans Ek au sens de Lebesgue 
(voir [6], chap. VI, §2, théorème 102) et d'après le théorème 5.1(e) on a //(-#) = 
= ^c(i(î), où Xe est la mesure extérieure de Lebesgue dans Ek9 en outre (voir de nouveau 
[6], chap. VI, §2, théorème 102) 

Xe(Si) = \D(xi9..., xft)| dxi9..., dxft = 

= \D(xi9...9xk)\dxi9...9dxk9 
JM 

où D(x1,..., xft) est le jacobien des fonctions (5.7) et l'intégrale est prise au sens 
de Lebesgue. Ce jacobien étant constant, on obtient d'ici 

K-«) = ^(J»)=|Z)(x1,...,xft)|^(M). 

De plus, il découle de (5.7) et (5.6) que |Z>(x!,..., xft)| = (Sk(vi9..., vk))
x/2

9 de sorte 
qu'on obtient 

(5-9) »(M) = (ôk(v1,...,vk)y»Xe(M). 
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L'application 
k k 

f ' E xiyi K -4 + E xivi 
i = l 1=1 

est isométrique et l'image de l'ensemble M est l'ensemble cp(M). Alors d'après le 
théorème 2.2 on a n(ç(M)) = /j(itëf). Ensuite, on a v^v, = v̂ Vy pour i,j = 1, ..., k, 
de sorte que, d'après le théorème 5.2 on a Sk(vl9 ..., v*) = ^ (v l 5 ..., vk). D'ici et 
de (5.9) on obtient (5.4). 

SoitO < k S m et ayons un ensemble ouvert Q c Ek et une application f :-<Q -> Fm. 
Si l'application f est donnée pour u = (ul9 ..., uk) e Q par la formule f(u) = 
= ( / I (N) , •••J/m(w))? nous écrirons f = (f1? ...,fm). Si les fonctions fl9 ...,fm possè
dent des dérivées partielles au point a e Q, nous désignerons2) par le symbole djf(a) 
le vecteur 

(dJfl(a),...,d}fm(a)). 

Ensuite nous désignerons dans ce cas 

(5.10) Df(a) = (ôk(ôj(a), d2f(a), ..., dkf(a))Y'2 . 

Maintenant nous pouvons formuler le théorème suivant: 

Théorème 5.4. Soit 0 < k ^ m et ayons un ensemble ouvert Q c= Ek et une 
application f = (fl9 ...,fm) : Q -* Em. Supposons que les fonctions ft possèdent 
la différentielle totale dans tout Vensemble Q et les dérivées partielles continues 
dans un point a = (al9 ..., ak) e Q. Soit Df(a) 4= 0. Pour chaque nombre a > 0 
définissons l'application gff>a : Ek -» Em par la formule 

k 

(5.11) gffta(u) = f(a) + E a(uj ~ aj) djf(a) P°ur u = ("i. ••• uk) e Eh . 
J'=I 

Ayons des nombres X, A tels que 0 < X < 1 < A. Alors, il existe un nombre ô > 0 
tel que si 

(5.12) max (\ud - a,.|) < ô , max (|v, - a,.|) < ô , 
i=i , . . . , fc j = i,...,fc 

nous avons 

(5A3) u = (ui, ..., uk) € Q , v = (v1? . . . ,%) e Q , 

(5.14) rf^» , gÀM = <?(/(") >/(»)) -S Q(9AM > 9AÂV)) • 

2) ft étant une fonction de k variables, on désigne par djfi sa dérivée par rapport à la j-ème 
variable. *•' 
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Démonstration. Désignons qtj — djft(a). Ensuite, soit Qa,a — (gff,«,i> •••> g<-,«.m)> 
de soi te que pour chaque a > 0 selon (5.11) on aura 

g.,«» = fia) + Z *(uj ~ aj) djHa) PW ueE*> 
I=i 

fc fc 
(g*,«» " g*,«»)2 - . * 2 Z Z 4 . y g » - */) (w< - »i) 

/ = i i = i 

pour u e Ek, v e Ek , 

alors pour chaque u e Ek, v e Ek on a 

fc fc 
(5.15) O(g,» , gff») = <x( Z Z ryi(«i - o1) («i - ^ ) ) I / 2 , 

1=i i = i 

où 
m 

(5.16) 7yf = H*v«w 
i = l 

Comme Df(a) 4= 0 d'après la supposition, les vecteurs dxf(a), ..., dkf(a) sont 
linéairement indépendants. Il découle d'ici que l'application gff^ est biunivoque pour 
chaque a > 0. Cela signifie que la distance ^(gff.a(w), g<r ,«(*>)) donnée par l'expression 
(5A5) peut être égale à zéro seulement pour u = v, autrement étant toujours positive. 

fc k fc 

Alors la fonction ][] ]T yjïujul prend sur l'ensemble compact £ u] = 1 sa plus petite 
j = i i = i ; = t 

valeur N et on a N > 0. Nous avons 

fc fc ,. _ *, 
Z Z yÀuJ - VJ) (ui - vi) = / Z Z y n i=íl=í u=li=1 (E(«»-%)r 

/»=i 

ut - v, 
( Z ( u ł - i i ) 2 ) ž í r 5 : ( н ł - г ł ) 2 , 

(i(«A-»*)a) i/2/h=1 

/»=i 

alors 
(5-17) £ 17yi(«y - »,) («i - »i) * # E («. - f*)2 • 

j = l f = l A = l 

Ayant un point a e Ek et un nombre <5 > 0, définissons 

Q(a9 ô) - {M = (M19 ..., wfc) G Efc : max (|wi - aj\) < ô} . 
j=î,...,k 

L'ensemble Q étant ouvert, il existe un nombre ô0 > 0 tel que (2(a, ô0) a Q. A toute 
paire de points u e Q(a9 ô0)9 v e Q(a9 ô0), il existe des points Çl9...9Çm £% =-
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•* (£it> £.2» •••» £**)> situés sur le segment joignant les points u, v tels que 

flu)-flv) = idjflQ(uj-Vj) 
J"l 

(voir [5], chap. VII, §11, théorème 203). D'ici on obtient 

' m - fiv) = £ {qtj + (djflQ - qu)} (uj - vj), 
J = i 

(/,(«) - flv))2 = £ £ {qtjqtl + 2qtj(ôJ^t) - qa) + 
J=X 1=1 

+ (djffà ~ «</) (ôJlQ ~ tu)) (UJ ~ VJ) («i - »l) ' 

alors en vertu de (5.16) on obtient 

(5.18) Q(f(u)J(v)) - { £ ijjfa - vj)(ut - t,,)}1'2 . {1 + Ax + ,42}*'2 , 
i - i i - i 

où 

2 z £ £ «iX«i/i«ii) - «il) («y - ^ (M, - *,> 
Ai _ _ _. ^ 

E Hvjjuj-vùiut - i;f) 
/ = ! 1-=! 

£ £ £(ôi/.(ft)-«y)(ôi/i(0-««)(«y-«'y)(«i-«'i) 
Ai = _ _ m 

£ IrA-»y)(-i-»i) 
j = i i = i 

Désignons 

(5.19) a - m a x ( | « y | ) , 
l £ ( £ m 
l £ I g * 

V ' \ mk2(2Q + 1) mfe2(2g + 1)/ 

Comme les djfi sont selon la supposition continues au point a, il existe un nombre 
Ô > 0 tel que 5 S 50 et que 

(5.21) \dif{u) - qu\ < B pour l « 1,..., k; i =- 1,..., m 

si ti -« (ti|,..., ufc) 6 Û(a, <5) . 

Si nous nous bornons aux points w, v tels que (5A2) est valable, alors en vertu de S <J 50 

on a (5.13); on a aussi Çt€ Û(a, 5) pour I =- 1,..., m (car û(a, 5) est convexe) et 
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selon (5.17), (5.19) et (5.21) nous obtenons 

2 Ž І Џu\ W - Ы h - »,1 1", ~ »,| 2mfc2ße 
j A l | g - < ——— , 

N.Z(»н-vhУ 
Ä - - 1 

Ě І ІM€,)-«iУ | |ðł/ł({ł)- í н |K-гy | |иł-rł | mfe2ß2 Ц J g ' - w - i '°i ^ ÜÎÍLL 

*=i 

alors d'après (5.20) nous obtenons 

A ^ < i A i . i A i * 2mk2Qe mk2e2 . . , 1 + ^ ! + Al2 g 1 + U J + U2 < 1 + -s- + g 1 + 
1 1 , 1 N N 

+ ^ g ( 2 a + i) = i+̂ (2a-fi) f " V - ^ 
JV V ; JV V ; mfc2(2Q + 1) 

A ^ A < A ^ i \A\ \A\^<I 2mk2Qe mk2e2
 t 

1 + A< + A2 = 1 - L4« — L42 > 1 - è 1 — 
I i l I 2 | ^ N 

mk 2 e(2Q + 1) ž 1 - — ( 2 G + 1) ^ ~ Д 2 )

Ч = A2 , 
N v ' ~ N ' mfc2(2Ô + 1) 

d'où il découle (5.14) selon (5.18) et (5.15). 

Remarque. Le théorème 5.4 ne vaut pas si l'on omet la supposition que les 
fonctions ft possèdent des dérivées partielles continues au point a, comme le montre 
l'exemple suivant: 

Soit k = 1, m = 2, Q = El9f = (/i,/2)> où 

fi(u) = u, 

f2(u) = 16u2 sin - pour u # 0 , /2(0) = 0 . 
u 

Alors dxfi(0) = 1, Si/^O) = 0 de sorte que (5.11) prend (pour a = 0, <- = 2) 
la forme 

02,o,i(w) = 2u , g2,o,2(u) = ° • 

D'ici on obtient que pour u 6 JÊ , v G -Ej a lieu l'égalité 

Q(02,O(U) > 9i Av)) = 2\u - H • 
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Soit maintenant ô un nombre positif arbitraire. Choisissons un nombre naturel n 
de sorte que n > (2nô)~1 ait lieu et posons 

i i 
u = , V = 

2nn 2n(n + £) 

Alors nous avons (512), mais nous allons prouver que (5.14) n'est pas vrai pour 
A = 2. En effet 

Q(g2,o(u)> 02fo(v)) = 2 

par contre 

i i 

2лn 2ж{n + ^) 
= 2- * 

2nn(n + ^) 4лn2 ' 

Ш = 0, f2{v) 1 6 

{2n{n + \)f 
de sorte que 

Q(f{u\M = ((/iW - my + ifi{u) - f2(v)yy2 = 

= \f2(u) - f2(v)\ = > -j— >-r~2> 0(g2,o(4 92Av)) • 
An- (n +; \y nz(2n)z Annz 

Alors, on ne peut pas choisir ô > 0 de sorte que de (5.12) découle (5.14) pour A = 2. 
De cet exemple on voit aussi qu'il ne suffit pas de remplacer la supposition de la 

continuité des dérivées partielles des fonctions ft au point a par la condition que ces 
dérivées soient bornées dans un voisinage du point a. 

Théorème 5.5. Ayons des nombres 0 < k ^ m. Soit Q0 un ensemble ouvert 
de Vespace Ek et f = (fl9 .. ,/OT) soit une application biunivoque de Q0 dans Em. 
Lés fonctions ft aient des dérivées partielles continues dans tout Vensemble Q0 

et soit Df(u) > 0 pour chaque u e Q0. Soit /x une mesure métrique invariante 
k-dimensionnelle normée dans Em. Alors pour chaque sous-ensemble Q de Vensemble 
Q0 mesurable dans le sens de Lebesgue a lieu Végalité 

(5.22) M°))= [ Df 

D é m o n s t r a t i o n . I. Supposons tout d'abord que Àe(Q0) < oo (ke étant de nouveau 
la mesure extérieure de Lebesgue dans Ek) et que Q soit ouvert. Soit s un nombre 
arbitraire tel que 0 < s < 1. La fonction Df étant continue dans Q0, il existe pour 
chaque point a = (au ..., ak) e Q0 un nombre ôa > 0 tel que 

(5.23) \Dj(u) - Dj(a)\ < e 

lorsque u = (ult..., uk) e Q0 , max (lu, - aJ) < ô'a. 
j=i * 
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Définissons pour chaque a > 0 l'application ga%a : Ek -» Em à l'aide de (5.11). D'après 
le théorème 5.4, il existe pour chaque point aeQun nombre ôa > 0 tel que si 

max (\uj - aj\) < ôa , max (\vj - ajh < ôa , 
7=1 , . . . , f c j = i , . . . , f c 

alors 
u = (ux, ...,uk)eQ, v = (v1?..., vfc)e£ 

et 

(5.24) <9(#l-a,«(W)> #1-*,«(*>)) = Q(f(U)>f(V)) = Q(dl+eAU)> Ol+e,a(v)) -

Posons (5fl = min (è'a, \è"a) pour chaque a e f l e t désignons 

^« = {(ui, • • •> M*) e F* : fly - <5fl < My < fly + ôa pour 1 _g j ^ k) . 

Alors3) Ka c _2 et (5.24) a lieu lorsque a e Q, u eKa, veKa. Les ensembles ouverts 
Ka couvrent l'ensemble Q, donc on peut choisir parmi eux (voir [5], chap. VI, §15, 
théorème 154 et chap. VI, §15, remarque 2) un nombie dénombrable Kai,Ka2,... 
qui aussi recouvrent Q. Définissons pour n = 1, 2, . . . des ensembles 

(5.25) L„ = Ka„-\)Kai. 
i=l 

Les ensembles Ln sont boreliens, donc mesurables au sens de Lebesgue, tous deux 
d'entre eux sont disjoints, ils recouvrent l'ensemble Q et Ln c Q. Si u e Ln, alors 
d'après (5.23) il y a 

(5.26) Df(u) - s < Dj(an) < Df(u) 4- e. 

Si u e Ln, v G Ln, alors d'après (5.24) a lieu 

(5.27) Q(gi.e>an(u), g!-.,,,») = Q(f(u),f(v)) = o(g1+e,an(u), gi+e,an(v)) -

D'après (5.11), le théorème 5.3 et le théorème 2.2, on obtient pour chaque a > 0 
et chaque n naturel 

(5.28) Ke*M) = (Ôk(Wl,°,a> • • •» W*,*,a))I/2 W , 

où **),<.,„ = o- djf(a), de sorte que selon (5.10) a lieu 

(<5*("l...a> - > ^..,<.))1/2 = ( * " * - ( M « ) . - . ^ / (« ) ) ) I / 2 = ^ ->/(«) ' 

Pour cette raison, de (5.28) on obtient 

(5.29) n{9l _.,fl„(LB)) = (1 - if Dj(att) Ae(L„) , 

(5.30) tidi+.J.Q) » (- + <D* I^/(«») W • 
3) Dans la démonstration du théorème 5.5 on désignera toujours par _Y la fermeture, et par 

X la frontière de l'ensemble X. 
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Mais d'après (5.27) et d'après l'axiome V on obtient 

(5.31) . n(di-c.an(Ln)) <: »(f(Ln)) = n(g1+e,an(Q) 

et de (5.26) il découle par l'intégration 

(5.32) f Df - B Xe(Ln) = Df(an) Xe(Ln) g f Df + B Xe(Ln) . 
JLn JLn 

La comparaison de (5.31), (5.29), (5.30) et (5.32) donne 

(5.33) (1 - Bf f Df - B(1 - Bf Xe(Ln) = Kf(L„)) <; 
JLn 

JLW 

00 

Les ensembles Ln sont mesurables au sens de Lebesgue, disjoint et Q = U L„. 
n = l 

C'est pourquoi 

(5.34) m = ÎUQ> \ Df-Î,[ Df 
B S l Jn W=1JL« 

Ensuite, pour chaque a e Q, Ka étant ouvert, on a Ka = Ka — &a. Les ensembles 
Ka, Êa sont compacts. Alors on a Jtfl c Kfl c Q c O0, les ensembles f(Ka),f(&a) 
sont définis et, en vertu de la continuité def, ils sont aussi compacts, donc boreliens. 
Comme f est biunivoque, on a f(Ka) = f(Ka) — f(^«). Alors, l'ensemble f(Ka) est 
borelien pour chaque a e Q. En vertu de (5.25) on a 

f(L„) = f(Kttn)-Uf(Ka). 
i = l 

Il découle d'ici que chacun des ensembles f(LM) est borelien, donc ju-mesurable d'après 
le théorème 2.1(b). Comme tous deux d'entre les ensembles f(Ln) sont disjoints et 

00 

comme f(Q) = \Jf(Ln) d'après le théorème 2.1(e), il en découle 
n = i 

(5-35) M/(«)) = l > ( / W ) • 
n = I 

Par l'addition des relations (5.33) et par l'application de (5.34) et (5.35) on obtient 

(1 - ef f Df - e(l - ef^Q) £ »(f(Q)) = 

& (1 + ef f Df + e(l + efX£Q). 
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Comme s a été un nombre arbitraire entre 0 et 1 et que 0 ^ K{&) < oo, il découle 
d'ici (5.22) (pour Q ouvert). 

IL Soit ûe(Q0) < oo et Q c QÙ9 Q étant mesurable au sens de Lebesgue. Nous 
allons tout d'abord démontrer que 

(5.36) ti(f(Q))^[ Df. 

Il suffit de démontrer que pour chaque s > 0 on a 

+ s. (5.37) џ(f(Q)) < ľ D, 
Jß 

Alors, ayons un nombre e > 0. Pour n = 1, 2,... définissons 

(5.38) Y„ = {M e Q : n - 1 <. D/u) < n) , 

de sorte que 

(5.39) Q = U Y„ 
11=1 

car D/(w) > 0 pour chaque u e Q0. Pour chaque n naturel définissons 

(5.40) Gn = {u e Q0 : DX") < n] . 

La fonction Df étant continue, les ensembles Gn sont ouverts. 
Il découle de (5.38) que les ensembles Yn sont mesurables au sens de Lebesgue. 

Alors, il existe (voir [6], chap. I, §9, théorème 19) pour n = 1, 2 , . . . des ensembles 
ouverts Hn tels que 

(5.41) Y„ <z tf„, Ae(tf„ - Y„) < - i - . 
w2 

Pour n = 1, 2, ... définissons encore 

Z„ = l î „ n G B . 

Les ensembles Zn sont ouverts et d'après (5.41) nous avons 

(5.42) YnczZn, ke(Zn- Yn)<-^ 
n2n 

Les ensembles Zn étant ouverts, on peut d'après I employer la formule (5.22), en 
posant ici Zn à la place de ;Q; on obtient ainsi 

џ(f(Zn)) = ľ Ds 
Jz„ 
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Il découle de là, de (5.40), (5.42) et de l'axiome II: 

KfiY,)) < Kffr)) « f ->/ = f ->/ + [ ->/ < f -V + £ • 
JZ„ JY„ JZn-Yn jYn l 

Les ensembles 1̂  étant mesurables au sens de Lebesgue et disjoints, on a (voir [6], 
chap. III, §2, théorème 48) d'après (5.39): 

f Df - £ f D, 
Jn n==1JY„ 

et l'on obtient de (5.39) et de l'axiome III: 

M>)) -.£/</<--)) <t (fr ->/ + j ) = £ ->/ +e . 
alors (5.37) est vrai pour chaque s > 0, donc aussi (5.36). 

Considérons maintenant de nouveau des ensembles ouverts Zn = Hnn Gn, où 
Gn sont définis par (5.40) et Hn satisfont à (5.41) pour un e > 0, Yn étant définis par 
(5.38). Selon (5.42) et (5.40), on a 

0 = ! Df < ~ . 
JZn-Yn 2" 

00 

Posons Z = \J Zn. D'après (5.39) et (5.42) nous avons 
11=1 

Z - í 2 c = U ( Z в - У„), 
л = l 

alors 

0 ^ f D/^lf i>/<e; 
Jz-a »=slJz„-y„ 

on a donc 

< co . (5.43) f Df 

|Jz-fl 
L'ensemble Z étant ouvert, on a 

(5.44) n(f(Z)) - j \ 

d'après I. Si l'on avait 

/CA-O) <]"->/. 
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d'après (5.36) (où l'on écrit Z - Q à la place de Q), d'après (5.44) et d'après l'axiome 
III on aurait 

ii(f(Z)) = »(f(Q)) + ii(f(Z - Q)) < f Df + f Df = f Df, 

Jn Jz-fl Jz 

ce qui est en contradiction avec (5.44). 

III. Soit ke(Q0) = co. Définissons les ensembles 

A) = {("i> • • •> »k) eEk-Vj = arctg uj9 (ul9..., uk) c Q0} , 

-3 = {(vl9..., vk) eEk:Vj = arctg uj9 (ul9..., uk) c Q} 

et l'application 

0 = ( 0 i , • • -, gn) - &o -+ Em , flf j ( t? l s . . . , t;k) = fi(tg vl9..., tg i?k). 

L'ensemble Ù0 est ouvert et Ù c .30. Ensuite, l'ensemble Û0 est borné, donc Xe(Ù0) < 
< oo. Les applications gt possèdent des dérivées partielles continues dans tout 
l'ensemble Ù0 et l'on a pour chaque point (vl9..., vk)eEk (car — \n < v} < \ri): 

k 

Dg(vl9 ..., vk) = Df(tg vl9 ..., tg t;fc)ncos-2
 Vj > 0 . 

J = i 

Alors d'après II on a 

k 

Ai(g(í2))= f D,= f Df(tgvl9...9tgvk)l\c 
J s JS J-i 

COS 2 Vydl?!, . . . , du* . 

Mais g(Ù) = f(D) et d'après le théorème de substitution (voir [6], chap. VI, §2, 
théorème 103) nous avons 

Df(tgvl9...,tgvk) X[ïos-2Vjdv1,...,dvk = 
Jfi 1=i 

= Dj(ul9 ...,uk)dux, ...,duk, 

d'où il découle (5.22). 

6. VARIÉTÉS AVEC DES POINTS SINGULIERS 

Dans le théorème 5.5 on a supposé que Df(u) > 0 à chaque point u e Q0. Mainte
nant nous allons montrer que cette supposition n'est pas essentielle. 
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Théorème 6.1. Soit 0 5* h < k ^ m. Ayons un ensemble ouvert Q <=. Ek et une 
application f = (/lf ...,/m) : Q -* Em. Supposons que les fonctions ft possèdent 
une différentielle totale dans tout Vensemble Q et des dérivées partielles continues 
au point a = (ai9 ...9ak)e Q. Soit {ji9 ...9<jh9 li9..., lk~h} une permutation, des 
nombres {l, . . . , fc}. Supposons que parmi les vecteurs dif(a)9..., dkf(a) il y en 
a précisément h linéairement indépendants et que ce sont des vecteurs dJxf(a)9..., 
..., dJhf(a). Dans Em ayons des vecteurs sh,..., s/k_h tels que4) 

(6.1) su . dJMf(a) = 0, s / t . s/v = ôltV (i9v = l,...9k-h;x = l,...9h). 

Ayons deux nombres t\ > 0, A > 1 et définissons l'application gAtn : Ek -> Em 

par la formule 
k k~~h 

(6.2) ' gA,,(u) _ f(a) + A( ~ («, - a) dj(a) + ~ t,(ut( - alt) s,,. 
1 = 1 1 = 1 

Alors il existe un nombre ô > 0 tel que si 

(6.3) max (\ut — at\) < ô , max (k - at|) < ô , 
*-=!, . . . ,fc i = l , ...,fc 

on a 

(6.4) *w = (ui9...9uk)eQ9 v = ( ^ . . , D t ) e î . , 

(«) e(/(4/M) = ^(^», *_») • 
Démonstration. Désignons 4,v = djf^a). Définissons des vecteurs w^^, . . . 

• ••> w-i,if,k de la façon suivante: 

WA,ntt = -4 SJ(a) pour * = Ii,..., jh , 

™A,n%i = A(dLf(a) + rçst) pour * = /\,..., /*_,, , 

de sorte que 
k 

9A,n(u) = f(a) + £ (w, - at) wA„tl . 

Les vecteurs v^ f l |1,..., u^,,,* sont en vertu de (6.1) pour chaque rj > 0, A > 1 
linéairement indépendants, donc l'application g est biunivoque. Si s/t = (s / ip l,... 
•••> 5i.,m)> 0-4.* = (dii-ir.i» v» ,̂v7,w)> a-° r s selon (6.2) pour chaque M = (wl5..., uk) e 
e Ek9 v a_ (v l f . . . , i;*) 6 .Efc on obtient 

E(«. - »,)t2M + I> £ U , > ) ~ 0 a ( , » - ^(É(«, - v)qltí + £»?(«,, - rft) sltgl) . 

NI pour t 
* v 

pour t= v 
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En vertu de (6.1) on a 

(6.6) Q(gA,lu), gA,n(v)) = (Í(gA,n,{u) - gA,M)2Y'2 -
1=1 

= ( І І U « . - ».)(«v - fv) + if2Z*(«,. - »,.)2)1/2, 
t = l v = l ł = l 

ou 

(6.7) y*> = Z «!*«*• 
i = l 

L'application g ^ étant biunivoque, l'expression (6.6) ne peut être égale à zéro 
que pour u = v, autrement elle est toujours positive. La fonction 

k k k-h 

Z Z v-vW-Wv + 1 2 Z Ul 
i = l v = l t = l 

* 
est continue, donc elle prend sur l'ensemble compact £ u2 = 1 sa plus petite valeur 
Net l'on a N > 0. Alors < s l 

k k k-fc 

Z Z 7-V(K« - "*) (wv - v̂) + ^/2 Z(w / , - vô2 = 
t = l v = l 

k k 

Z Zľtv 
U t - VL U v — ü v 

(EҜ-»*rГ2 (ľ(«x-^)2)1/2 

x = l x = l 

k-Л 
2 Z 

t = l 

+ " 2 - : . -
« i . - »., 

\ x = l 

. І ( и x - г x Y ^ i v І ( и x - t > x ) 2 , 
x = l x = l 

donc 
k k k-*fc k 

(6-8) £ E 7.v(«. " ».) («v - »,) + ri2 Z («,. - t>/.)2 ^ JV £ (u, - t,x)
2 . 

t = l V = l ł = l x = l 

L'ensemble Q étant ouvert, il existe un nombre <50 tel que Q(a9 ô0) c: Q. A tous 
deux points u e Q(a9 <50), v e Q(a9 <50), il existe des points Çl9..., Çm9 Ç( = («JQ, £il9... 
..., f f*), situés sur le segment joignant les points M, t; tels que 

flu)-f,{v) = idtf^t) ( « . - » , ) , ' 

1 = 1 

(voir [5], chap. VII, §11, théorème 203). D'ici on obtient 

ffr) - /i(») - Z {«* + fc/tf,) - «,.)} (u* - *.) » 
4 = 1 
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alors en vertu de (6.7) on obtient 

Z(L(«)-L(f))2 = 
i--i 

k k m 

= Z Z{r.» + 2Zí<.(5»/,(í,)-9,») + 
4 « 1 V - l Í - -1 

+ Z (W<)-«,.)(W,) -«,»)}• 
<-»l 

k k 

. (u4 - v) (uv - t?v) á £ E У*v("i - vt) (uv - I?v) + 
ł = - l v = - l 

+ /£(«,. - f,.)2 + 
4 - - 1 

+ Z È { Ž - Í . . ( W I ) - « « » ) + 
4 = 1 V = - l í = l 

+ Ž (-»./#.) -«,.) ( Ш ò - «<»)} («. -».) («- -»»). 
i - - l 

de sorte que 

(6.9) в(fШ(")) ѓ { І Z ľłv(", - O K " O + 
ł = i v = l 

+ /Z(«,. - v,fY'2 {1 + Лl + A2y<> , 

où 
k k m 

. 2 Z Z Z 9ÁõvMZi) - «<») («. - ».) («»- ľ») 
, « i »=i , = i 

Лt = 

Z Zv.»(«. -».)(«'.-«.) + n2*Z(«<. - »..ľ 
ł « l V-«l i « l 

k k m 

Z Z E Ш - яu)(?ЛЬ) - «<»)(«, - ».)(«. -»») 
j ^ . ł - » l y « l <--l  

Z Z ?..(«. - f.)(«» - ».) + ч3
 E'(И,, - »,.)2 

ł - » l V - l ł = - l 

Désignons 

(6.10) Q - max (|3 |,|), 
- S í I Š * 

(6.U) .-minA, y- ' )Y. 
V mť(2B + 1)/ 
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Comme dLft sont par supposition continues au point a, il existe un nombre ô > 0 
tel que <5 = <50 et que si u = (ul9 ..., uk) e Q(a, 5), alors 

(6.12) |dtf(u) - <?a| < e pour i = 1,..., fc; i = 1,..., m . 

Si nous bornons aux points M, t; tels que (6.3) est vrai, alors en vertu de ô S à0 

nous avons (6.4); on a aussi Çt e Q(a9 ô) pour i = 1,..., m (car Q(a9 ô) est convexe) 
et d'après (6.8), (6.10) et (6.12) nous obtenons 

k k m 
2 E E I M l 5 J . ( £ . ) - «,v|K - p»lh - »v| 2 m f c 2 0 e 

1 ^ 1 ^ i-=i v = i i-=i ^ - m / c V£fc 

i^i = ï <
 N ' 

x = l 

k k m 

Z E S |3<L(£i) - «l.| \ôvfi(ti) - «iv| |", - Vt\ \UV - Vv\ m^2 
Aг\ < ' = 1 V = 1 < = 1 ; < 

к 
!Ш«*-fx) 

2 

mk2er 
N 

X = - l 

alors d'après (6.11) nous obtenons 

4 A A ^ A i . i i i i < 2mk2Qe mk2e2 ^ 
1 + Ai + A2 ^ 1 + L4J + L42 < 1 + -̂ - + < 

1 1 1 1 1 N N -~ 

N V ; N V ' mfc2(2Q + 1) 

d'où il découle (6.5) selon (6.9) et (6.6). 

Théorème 6.2. Soit 0 < fc ^ m. Ayons un ensemble ouvert Q c Ek et une appli
cation f = (fl9 ...,fm) : Q -* Em. Supposons que les fonctions ft possèdent une 
différentielle totale dans tout Vensemble Q et des dérivées partielles continues au 
point a = (al9..., ak)eQ. Soit Df(a) = 0. Soit fi une mesure métrique invariante 
k-dimensionnelle normée dans Em9 Xe la mesure extérieure de Lebesgue dans Ek. 
Alors à chaque nombre C > 0 il existe un ensemble ouvert G a Q possédant les 
propriétés suivantes: 

(a) aeG; 

(b) pour chaque ensemble M c: G mesurable au sens de Lebesgue on a 

(6.13) /x(/(M))^CAe(M). 

Démonstration. Comme D/a) -= 0, les vecteurs dtf(a)9..., dkf(a) sont li
néairement dépendants. Supposons qu'il y a précisément h vecteurs linéairement 
indépendants parmi eux (0 £ h < k) et que ce sont les vecteurs dhf(a)9 dj2f(a)9... 
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...9djJ(a). Soit {ji9 ...9jh9 li9..., lk-h} une permutation des nombres {1,. . . , fc}. 
Dans Em9 on peut choisir fc - h vecteurs sh9 sh9 ...9slk_h tels que (6.1) a lieu. Posons 

(6.14) n = min (1, ^\ôk(djj(a)9..., djj(a) , i f l,..., *hJ)-"2) 

et considérons l'application g2tV :Ek-* Em définie par (6.2) (pour A = 2). D'après 
le théorème 6.1 il existe un nombre ô > 0 tel que (6.3) implique (6.4) et (6.5). Posons 
G = Q(a9 ô). Alors a G G et selon (6.4) o n a G c Û , Ensuite, G est ouvert. S i M c G 
est un ensemble mesurable dans le sens de Lebesgue, alors d'après le théorème 5.3 
on a 

»(g2in(M)) S (Sk(2ôjJ(a)9 ...92djJ(a)9 2(dhf(a) + rish)9..., 

2(Sik-J(a) + VikJ))1/2K(M)9 

car les vecteurs dsJ(a)9..., djhf(a)9 sh9..., slk_h sont en vertu de (6.1) linéairement 
indépendants et les vecteurs dhf(a)9..., dlk_J(a) sont par supposition des combi
naisons linéaires des vecteurs djj(a)9..., djhf(a). Ensuite, on a 

ôk(2djj(a),..., 2ôjJ(a), 2(ôhf(a) + r,sh),..., 2(dlk_J(a) + nslk_h)) = 

= 2>W(k-H%(dhf(a), • • -, dJhf(a), i,.,..., slk_h, 

alors en vertu de (6.14) on obtient 

K92.^M)) __ 2^-\ôk(djJ(a),..., dJhf(a) , i......, slk_h)y<> Xe(M) __ 

__ 2kr,(ôk(djJ(a),..., ôjHf(a),sh,..., i fcJ)»/- Xe(M) __ Ç Xe(M) . 

Mais d'après (6.5) et d'après l'axiome V on a pi(f(M)) g \i(g2 n(M))9 alors on obtient 
(6.13). 

Théorème 6.3. Soit 0 < fc ^ m. Ayons un ensemble ouvert Q a Ehet une applica
tion f = (f1? ...,fm) * Q -• Em. Supposons que les fonctions ft possèdent dans 
Vensemble Q des dérivées partielles continues. Soit 

N = {aeQ: Dj(a) = 0} . 

Soit fi une mesure métrique invariante k-dimensionnelle normée. Alors 

d(f(N)) = 0. 

Démonstration. I. Soit tout d'abord Q un ensemble borné, donc Xe(Q) < oo. 
A chaque point aeQ avec Dj{a) =-= 0 et à chaque nombre £ > 0 il existe d'après 
le théorème 6.2 un ensemble ouvert Gfl>r c Q tel que a e Ga>r et que (6.13) pour 
chaque ensemble M c Ga^ mesurable au sens de Lebesgue. Les ensembles Ga>c 

couvrent (pour Ç fixe) l'ensemble N. Alors nous pouvons choisir parmi eux un 
nombre dénombrable G%9 G2,... recouvrant également l'ensemble N (voir [5], 
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chap. VI, §15, théorème 154 et chap. VI, §15, remarque 2). Posons 

M, = G, - U G , . , i = 1,2,... . 

Les ensembles Mt sont boreliens, donc mesurables au sens de Lebesgue; de plus on 
a Mf c Gi9 alors d'après le théorème 6.2 

(6.15) n(f(M,))^CK(M^. 

00 00 00 

Ensuite, les ensembles Mt sont disjoints et U Mf = U G,-, alors N cz (J Mt et 
i = l i = l i = l 

00 00 

f(N) c f( U Mf) = Uf(Mf). Donc, d'après les axiomes II et III, (6.15), le théorème 
i = l i = l 

2.l(e) et d'après la remarque à la fin du § 4 nous obtenons 

p(f(N)) ̂  n( Ûf(Mt)) = |>(/(M.)) < L C K(M() 
i = l i = l 

-= C ^ Û M ^ C ^ ) . 

i = l 

í=-l 

Comme Ae(.Q) < oo et C est un nombre positif arbitraire, il découle de là que 
Kf(N)) = o. 

00 

II. Si Q n'est pas borné, nous pouvons écrire Q = U î» où Qt sont des ensembles 
i=-l 

00 00 

ouverts bornés. Ensuite on a N = U (-V n &i)> donc f(N) = U/(N n 0£). D'après 
i = l i = r l 

I, on a fi(f(N n O )̂) = 0 pour chaque i, alors d'après l'axiome III nous obtenons 

i-=l 

Remarque. Le théorème 6.3 a été prouvé pour le cas de k = m (pour le cas 
de la mesure de Lebesgue) par A. SARD dans [9]; voir aussi [8], chap. I, §3, théo
rème 3. 

Théorème 6.4. Soit 0 < k ^ m. Ayons un ensemble ouvert Q0 c Ek et une 
application biunivoque f = (fl5 ...,fm) : Q0 -+ Em. Supposons que les fonctionsft 

possèdent dans Vensemble Q0 des dérivées partielles continues. Soit ju une mesure 
métrique invariante k-dimensionnelle normée dans Em. Alors pour chaque sous-
ensemble Q de Vensemble Q0 mesurable au sens de Lebesgue on a 

(6.16) џ(f(Q))=^D, 
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Démonstration. Désignons N =•{«£ Q0 : Df(u) -= 0}. D'après le théorème 
6.3 on a n(f(N)) = 0, donc d'après le théorème 2.1(d) on a aussi 

(6.17) * fi(f(Q)) = fi(f(Q - N)) . 

L'ensemble N est fermé dans Q0, donc l'ensemble Q0 — N est ouvert. L'ensemble Q 
est par supposition mesurable, l'ensemble IV est mesurable selon le théorème 2.1(b), 
donc Q — IV est mesurable selon le théorème 2.1(f). Alors, d'après le théorème 5.5 
nous avons 

(6.18) ii(f(Q - N)) = f Df. 
Jn-N 

Or comme Dj(u) = 0 pour ueN, nous avons 

(6.19) f Df = [ Df. 

De (6.17), (6.18) et (6.19) il découle (6.16). 
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