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časopis pro pěstování matematiky, roč. 104 (1979), Praha 

ЗАМЕЧАНИЕ К УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ 
КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЯ 

А̂ко8̂ АV ВАКТАК, 1Н\1 ИЕШТОРА, РгаЬа 

(Поступило в редакцию 16/УШ 1976 г.) 

В настоящей работе рассматривается равномерная экспоненциальная устой­
чивость решения V проблемы, данной уравнением 

(0.1) ии + ихххх = Р(1, х9 и, щ, их, ихх), (I = 0, х е [0, тг]) 

и краевыми условиями 

(0.2) и(г, 0) = ихх(г, 0) = и((, л) = ихх(г, л) = 0 , (* = 0). 

Иногда мы будем пользоваться обозначениями [и, и{, их, ихх] = \и0, ии и2, Мз] = 
= и. 

В § 1 вопрос равномерной экспоненциальной устойчивости решения V этой 
проблемы сводится к исследованию того же самого свойства нулевого решения 
проблемы, данной уравнением 

(0.3) ип + ихххх = а(г9 х) и + Ъ(19 х) их + с(1, х) их + й(1, х) ихх + 
з 

+ X е13(1,х,и)и{и} 
и=о 

и краевыми условиями (0.2). 
В § 2 использован метод функционалов Ляпунова, который дает возможность 

вывести достаточные условия для равномерной экспоненциальной устойчивости 
нулевого решения уравнения (0.3) с краевыми условиями (0.2). Показывается, 
что если исследовать устойчивость в подходящих нормах, то в этиг условиях 
не встречаются коэффициенты еи (г9] = 0, 1, 2, 3), т.е. равномерная экспонен­
циальная устойчивость нулевого решения уравнения 

(0.4) ии + ихххх = а(г9 х) и + Ь(19 х) щ + ф , х) их + й(г9 х) ихх 

влечет равномерную экспоненциальную устойчивость нулевого решения урав­
нения (0.3). Кроме того исследуется тоже равномерная экспоненциальная 
устойчивость в целом нулевого решения линейного уравнения (0.4) с краевыми 
условиями (0.2). 
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Побуждением к исследованию устойчивости решений уравнения (0.1) нам 
служила равота Р. С. РАККЗ [7], где автор изучал при помощи метода Ляпунова 
устойчивость нулевого решения линейного уравнения колебания стержня 
с постоянными коэффициентами. 

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Символом ^к(1; X) будем обозначать пространство всех А>раз непрерывно 
дифференцируемых отображений интервала I д [0, + со) в нормированное 
пространство X. 

Под решением уравнения (0.1) (или его частных случаев, как например уравне­
ний (0.3) и (0.4)) будем понимать функцию и е ^(Щи); \У2([0, тс])) п ^2(Я(м); 
^ | ([0, я])) (где ^(и) — интервал д [0, + со)), удовлетворяющую данному 
уравнению для всех X е ^(и) и х е [0, тс]. (Указанная гладкость решений нам 
будет позже нужна при вычислении производной функционала Ляпунова 
в случае исследования устойчивости в норме || • || -̂ . При исследовании устойчи­
вости в нормах || • || 2, || • || з можно требуемую гладкость решений существенным 
образом понизить.) 

Пусть V — решение проблемы (0.1), (0.2) такое, что ^(V) = [0, +со). 
Если и есть какая-нибудь функция переменных X, х, то симболом и((, •) 

будем обозначать функцию переменной х, которая возникнет из и, если зафикси­
ровать X. 

Пусть М([и0,
 и\\) ~ норма в пространстве пар [и0, иг] таких, что и0 е 

е И*([0, я]), их е №2

2([0, тс]). Если и е &(1)(и); \У5

2([0, п])) п #2(1)(и); \У3

2([0, я])), 
то ||м(*, *)|| будет обозначать то же самое что и И([и(х, •), иг(1, •)]). 

Определение 1.1. Скажем, что решение V уравнения (0.1) с краевыми условия­
ми (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в норме || • ||, если существуют 
постоянные д > 0, Кх > 0 и К2 > 0 такие, что для каждого решения и уравне­
ния (0.1), удовлетворяющего краевым условиям (0.2) и для всех т е ^(и) имеет 
место 

\и(т, •) - V(т, -)|| ^ Ь =-> \и(х, •) - V(X, .)| | ^ Кх\и(т, •) - ф , .)| | е'к^^ 

для всех X е [т, + со) п ^(и). Если 5 = + со, то говорим о равномерной экспо­
ненциальной устойчивости в целом. 

В этой статье || • || будет принимать три разные значения: 

\\u{t, -)|i = I [«2(*, *) + «?(*, x) + ul{t, x) + u2

xx(t, x) + ul(t, x) 

"J 1/2 
+ «Lc(t, *) + "ÍUt, x) + u2

xxxx(t, x)1 dx\ , 

+ 
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Н1> о ь - { Г " 2 ( ' ' х ) + " ' ( ' • х ) + " ' ( ' • х ) + " « ( ' ' х ) + " ' * ( * ' х ) + 

11/2 

+ «*«(*• *)]<-*[• , 

!«(«, ОЦз - { Г И < , *) + «?('• *) + « & X) + «**(', *)] ЙхГ2. 

Если мы будем где-то писать только || • ||, то это будет обозначать, что соответ­
ствующее рассуждение или утверждение верно для любой из норм || • ||1э | |-| |2, 
II * И з -

Мы будем предполагать, что 

(1.1) функция Р для любых фиксированных *е[0, +оо) и х е [0, л] имеет 
на Л4 непрерывные вторые производные по переменным и, их, их, ихх. 

Тогда 

Р(1, х, V + и) = Р(1, х, V) + а(1, х) и + Ъ(1, х) щ + с(г, х) их + 

з 

+ d(t, x) uxx + £ eij(t, x, u) UІUJ , 
i.J = 0 

гдe v = [v, vt, vx, vxx] и 

дР дР 
а(1, х) = — (I, х, V(^, х)) , Ъ(1, х) = —- (I, х, V(^, х)), 

си оих 

дР дР 
с(и х) = — (г, х, V(^, х)), Л(г, х) = - — (г, х, V(г, х)), 

дих дихх 

е1% х, г) = Г Г - - Ц - - (I, х, V(^, х) + арг) рйа&р, 
^ о ^ о ^ I ^ 

где г е Л4. 

Очевидно следующее утверждение. 

Теорема 1.1. Решение V проблемы (0.1), (0.2) равномерно экспоненциально устой­
чиво в норме | • | тогда и только тогда, когда нулевое решение проблемы (0.3), 
(0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в норме || • | . Тоже самое утвержде­
ние справедливо тоже для равномерной экспоненциальной устойчивости в целом. 

Для исследования устойчивости нулевого решения уравнения (0.3) (или (0.4)) 
мы будем пользоваться так называемым вторым методом Ляпунова, который 
основан на следующей основной теореме, часто встречающейся в литературе 
(смотри например [б], [7]) в различных вариантах. 
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Теорема 1.2. Пусть для всех * ^ О определен функционал У(1) на пространстве 
пар [и09 их~\ таких, что и0 е \У%\09 п"])9 их е й |̂([0? я])- (ДЛЯ ие<&1ф(и); 
И1([0, *])) п ^ 2(0(и); *Г2

3([0, я])) буйе* значить Г(х9 и) = тГ(*) ([и(х9 •), ",(', •)])•) 
Пусть существуют постоянные а>09Р>09у>0и^>0 такие, что 

«1»С. -)Р а»-('.«) а ?к«. -)12. 

^ а г * ( . , - ) | ' 

длл всех решений и проблемы (0.3), (0.2) и * е _0(и) таких, что \\и(х9 *)|| ^ г2-

ТЪгдя нулевое решение проблемы (0.3), (0.2)равномерно экспоненциально устой­
чиво в норме ||*||. Если кроме того @ = + с о , то нулевое решение проблемы 
(0.3), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в целом в норме | • ||. 

В дальнейшем нам понадобятся следующие сведения о матрицах. 

Определение 1.2. Квадратная матрица А(г) = (я*/2)).,1=1..и элементы кото­

рой являются функциями, определенными для 2 из некоторого множества 2, 

называется равномерно положительно (отрицательно) определенной для 2 е 2, 

если существует положительная постоянная к так, что для всех С = [С^ • • •> Сп] е 

е Кп и 2 е 2 справедливо неравенство С . -4(г) -С' =̂  /с. С - С% (С • -4(г) • С ^ 

^ - к . С •СО-
Теорема 1.3. Пусть А(19 х) = (я^Г, х))*,у--1 л ~ симетричная квадратная ма­

трица, где а^ : [*0, + со) х [0, я] -» I?! и зир |я0-(г, х)| < + оо для 19] = 1,..., п. 
ге[Го, + оо) 

хе[0,«] 

Тогда следующие условия эквивалентны: 

(.) существует положительное число х так, что 1)| = йе1(алД§(/=1 { ̂  и 
(соответственно (—1)' -0< .= х) е)лл I = 1,..., п9 X е [*0, + со), х е [0, я], 

(И) матрица А(19 х) является равномерно положительно (соответственно отри­
цательно) определенной матрицей для X е [*0, + со), х е [0, я]. 

Доказательство. По формуле Якоби (смотри [3] стр, 272) 

(1.2) ^Л(х9х).С =^У^^1^1

9 где Я0 = 1 и 
*=-1 

J * — C**Ç* + ... + cknC,n, c A í -= 

ß l l > •••> ű l , * - l э ^ l ^ 

|а*1>••••» а * , * - 1 > а*«? 

Пусть вьшолнено условие (1). Из (1.2) мы получаем 

(1.3) С|-«(ПО" 1Ё-Чс,1,...,О-0. 
; = . ; = ( 
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где Р "- некоторые многочлены о/г скг Напомним, что Сц -= ^^. Непосредствен-
n n 

*1 <? ъr V V-? но из (1.2), (1.3) и предположения ^^^ х > 0 вытекает УС* .= -̂ 1 Е 5? й 

^ Х2С . Л(1, х). {', где Ки К2 — некоторые постоянные. Это доказывает (Н). 
Чтобы доказать обратное утверждение, что из (п) следует (1), мы воспользуемся 
методом математической индукции. Для С = [1,0, ...,0], (1.2) и равномерной 
положительной определенности матрицы А(1, х) следует, что для всех 1е 
е [г0, + оо), х е [0, тс] имеют место неравенство Т\(г, х)/!)^*, х) = К > 0 и ра­
венство Ух = с п = Г^. Но отсюда очевидно вытекает, что 0^(1, х) ^ К > 0. 
Тепер предположим что для всех X е [г0, + оо), х € [0, я] 

(1.4) ^1(^, х) = х,..., Я ^ * , х) ^ х ( | ^ Й - 1 ) , 

где и — некоторая положительная постоянная. Пусть *х е [г0, +оо), хх е [0, я] 
и пусть [ а ь ..., а,,!] — решение системы 

Сц(^,х1)сс1 + с12(г19х1)а2 + ... + с1^1(х1,х1)сс^1 + с ^ , хх) = 0, 

с 2 2(г 1,х 1)а 2 + ... + с2г1-1(гих1)<х1-1 + с2^19х1) = 0 , 

^ - м - Л ^ х О а ^ + с^^^Г^хО = 0. 

Так как согласно (1.2), (1.4) с]](х1,х1) = 0/119 хх) }> х > 0, то эта система 
очевидно имеет единственное решение.) Положим С = [«1, • •-, «1-1- 1- 0,..., 0]. 
Из (1.2) следует, что 

ž ЛГ(aí(t1,x1) + ... + a?_,.(.•., x.) + ! ) _ : * , 

.о«(г1,х1)^л:..о|-1(г1,х1)^.й:х, 

где постоянная К независить от выбора гихх. 

Утверждение теоремы о равномерной отрицательной определености можно 
получить заменой Л на —Л. 

*. - • • • . • ' • •' ' 

I 2. ТЕОРЕМЫ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ 

Выбирая в качестве функционала Ляпунова интеграл некоторой „квадра­
тичной формы", мы используем теоремь, 1.1 ц 1.2, чтобы вывести условия 
устойчивости решения V. В следующем мы будем работать с определенными 
ниже матрицами Уи У29 Vз, \Уи \У2, Щ (значение постоянных А9 В, С, ^, Р, б, 
_&, 5, 50, 50, <5, 3 будет обяснено позже): 
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Vi = 

-Ab - Ba + (B + D) д0, C, 0, 
C, B + D, 0, 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

o, Dd + (B + , D)ô0, 

o, Pc, 
o, łß, 
o, 0, 
o, 0, 
o, - S c , 

o, 0, o, o, 0 
o, 0, o, o, 0 
Pc, łß, o, o, -Sc 
(B + • D)(l-Ô0--ð 0 ) , 0, o, ł * , 0 

o, P, o, o, 0 
o, o, p, o, 0 
łя, o, o, s, 0 

o, o, o, o, s 

V, = 

-AЪ 

c, 
o, 
o, 
o, 
o, 

Ba +(B + D) %, C, 0, 
B + D, 0, 
o, 
o, 

Dd + (B 

Pc, 

•Ь D) 80, 

o, 
o, 

łß, 
0, 

0, 
0, 

0, 0 
0, 0 

Pc, 
(B + 
0, 

D)(l- So- -Зo), 
łß, o 

0, 0 
P, o 

0, 0, P 

-Ab - Ba +(B + D)90, C, 0, 
C, B + D, 0, 
0, 0, Dd + (B + D) д0, 
0, . 0 , Pc, 

0 
0 
Pc 
(B + D)(l -ö0-90) 

343 



w. = 

W, = 

w*~ 

Ab,- - Ba, + 2Ca 
Ccx + Cdxx - 2 C 9 , -Ab + Da + Cb, 0, 
Ab + Da + Cb, 2C + 2(B + D) b, (B + D)c - Ddx, 

o; (B + D)c- Ddx, Ddt - 2Cd -- 2Cð, 
ІQa, Bd - ІQb, Pc, - ІQc, 
Pax, Pbx, Pa, 
0, 0, 0, 
Saxx, sьxx, 2Sax, 
ІRa, ІRb, -Sct + ІRc, 

ІQa, Pax, 0, Saxx, ІRa 
Bd- ІQЪ, Pbx, 0, Sbxx, ІRb 
Pc,- ІQc, Pa, 0, 2Sax, ^Sc, + ІRc 
Qd- 2C(1 - ô - 9), Pc + Pdx, 0, Sa + Sdxx, ІRd 
Pc + Pdx, 2Pb + Q. Pd, 2Sbx, -Sc 
0, Pd, -Q, 2Sdx, 0 
Sa + Sdxx, 2Sbx, 2Sdx, R + 2Sb, Sd 

ІRd, -Sc, 0, Sd, -R 

-Abt - Ba, + 2Ca -
Ccx + Cdxx - 2C9, -Ab + Da + Cb, 0, 

-Ab + Da + CЬ, 
0, 

-ІQa, 
Pax, 
0. 

2C + 2(B + D)b, (B + D)c- Ddx, 
(B + D)c- Ddx, Ddt - 2Cd - 2Cå, 
Bd - ІQb, Pct - ІQc, 

Pbx, Pa, 
0, 0, 

Pa, -ІQa, 
Bd - ІQb, PЪX, 
Pct - ІQc, Pa, 

-Qd- 2C(1 - ô - 9), Pc + Pdx, 
Pc + Pdx, 2Pb + Q, 
0, Pd, 

-AЬ, - Bat + 2Co -
- Ccx + Cdxx - 2C9, -Ab + Da + CЪ, 0, 
-AЪ + Da + Cb, 2C + 2(B + D) b,(B + D)c- Ddx, 
0, (B + D)c- Ddx, Dd, - 2Cd - 2CÔ, 
0, Bd, 0, 

0 
0 
0 
0 
Pd 

-Q 
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Напомним, что о решении V предпологается, что .0(1?) = [0, + сю); положим 

а* = тах ( 8ир | ф , х)|, $ир |и,(г, х)|, 8ир |^(г, х)|, §ир ^хх(1, х)|). 
Ге[0,+ оо) 1е[0, + оо) Гб[0, + оо) Гб[0,+ оо) 
дсе[0,я] хе[0,я] дсе[0,я] хе[0,я] 

Замечание 2.1. Используя теорему вложения Соболева, нетрудно показать, 
что если зир | | ф , •)!; < +оо (г = 1 ИЛИ * = 2), то а* < +оо. 

г^о 

Теорема 2.1. Пусть 

(I) 8ир |*;(г, -)\\г < +оо, 
г^о 

(11) функция Р удовлетворяет условию (1.1), 

(III) функции а, Ъ, с, й ограничены вместе со своими производными аг, Ьг, сг, ёг, 
ахху Ъхх, сх, йхх на множестве [0, + со) х [0, п] (функции а, Ъ, с, й определены 
«§П, 

(IV) функции е1-1 вместе со своими производными е%, е^к, е^х, е^кХ, е^кЩ, е22 

(г, ], к, I = 0, ..., 3) существуют непрерывны и ограничены на множестве 
^(и) х [0, я] х Ка, где Ка = {у е Я4 \ \\у\\К4 й <?} и о > 0 (функции еи опре­
делены в § 1), 

(у) существуют постоянные А, В, С, ^, Р, <2, Я, 8, дь $( (г = О, 1) такие что 
5Ь $1 е (0,1), дг + 91 < 1, (* =0,1), матрица V! равномерно положительно 
определена для I е ^(V), х е [0, я] и матрица \Уг равномерно отрицательно 
определена для I е 1>(ч)> х е [0, тг]. 
Тогда решение V проблемы (0.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво 

в норме || * || 1- Если кроме того е1-1 = 0, (г, у = 0,..., 3), то решение V равномерно 
экспоненциально устойчиво в целом в норме || • Ц̂  

Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде 

(2.1) Г(Х, и) = Г{V . ^ . 17' - (В + 0) д0и
2

х - (В + О) 90и
2 + 

+ (Б + 2)) (30 + 50) и2

хх - 28е22и2

хихххх} их, 

где 

I/ = [и, и<, их, ихх, игх, иххх, и,хх, ихххх~\ = \и0, ии ..., м7] . 

Согласно неравенству Рейли (см. [7]) 

(2.2) и\г, х) их ^ Г и2

х(г9 х)&хй \и2

хх(1, х) их 

и поэтому 

(2.3) Г{1, и) г Г{С/ . V, . V - 28е22и2

хихххх} Лх . 
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Используя метод интегрирования по частьям, уравнение (0.3) и краевые 
условия (0.2), мы получим после трудоемких вычислений для решений и пробле­
мы (0.3), (0.2) отношение 

2 + (2.4) -- Г(г, и) = Г{11 . ЦГг . С/' + 2СЭи2 + 2СЬи\ - 2С(<5 + 9)и 

+ 2(1, х, С/)} их , 

где 
3 

2(1, х, 17) « (2Си + 2(В +0)щ- йихх - 2Ригхх + Кихххх) ^ е%«, -

- А8е22ихигхихххх - 2Би2

хихххх[е22 + е22иг + е2

и

2

хи1х + еЦи1хх + 

з 
+ *«(-«»«* + аи + 6"< + ™* + йихх + X е^и^)] + 

з 

+ 25и-хх X {еУ("|**"; + 2"**Ч/* + иьи)хх) + 2("|*и, + и ^ ) -
.,1=о 

. (<# + еЦих + е%и1х + е"ихх + еЦхиххх) + иьи/^х + ех{их + ех{и1х + 

+ ех{хихх + ех{хх11ххх + е"ихх + еЦих + еЦи2

х + еи[гихи1х + еЦхихихх + 

+ еиихх

ихиххх + еУигхх + еЦхигх + еУ(и
и1хих + еи{ии1х + еи\их

игхихх + 

+ еигихх

и1хиххх + еих

иххх + еихх
ихх + ^ихи^ххМ.х + ^ИхН^***^ + ^Мхи^хх + 

+ еихихх

иххиххх + ^мхх^хх;сх + еиххх
иххх + еиххи

ихххих ' ^иХЛ:и<;"х;с.х;М.,.х + 

+ *^-я«,««.», + ̂ „ « 4 » ) } • 

Напомним, что по теореме вложения Соболева существует постоянная С0 так, 
что 

(2.5) тах { тах \и(1, х)\, тах \их(1, х)\, тах \ихх(1, х)\, тах \иххх(1, х)\ , 
хе[0,я] *е[0,я] [хе0,я] хе[0,я] 

тах |иг(*, х)|, тах \и1х((, х)\} ^ С0||и(г, -)|| х 
хеГ0,я] хе[0,тг] 

для решений м и для * е 1)(м). Выберем теперь число ^* > 0 так, что если 
||и(*, *)\\х ^ д*, то тах { тах \и(1, х)\, тах \их((, х)\, тах |млдг(г, х)|, тах \иг(1, х)|} ^ 

дсе[0,я] ^се[0,я] хе[0,д] хе[0,я] 

^ ст. Используя (2.5), неравенство Гелдера и свойства функций еи и их произ­
водных, можно доказать, что существует постоянная Сг так, что неравенство 

(2.6) Г2&х,С0<Ь.ёС1|«в.)|? 
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имеет место для всех решений м проблемы (0.3), (0.2) и всех I е ^(и) таких, что 
||м(г, 0||.1 -2 <-?*• При помощи неравенства (2.2) из (2.4) и (2.6) следует 

(2.7) ~ Г(19 и) = Гц .Ъ.и'йх + Сг. ||м(*, 0||? • 

В силу (2.3) и (2.5) существует постоянная С2 так, что 

(2.8) Г(г, и) .> [П1] . П . V их - С2\\и(19 0||? . 

По предположению V! положительно и \\\ отрицательно определенная матри­
ца (т.е., существуют положительные постоянные С3, С4 так, что 1 7 . ^ . 1 / ' ^ 

7 7 
.2 TŢ TIZ TTf <Ґ n ,Л\ ^ С3 X! м?, 17 . И̂ ! . (7' ^ — С4 Л м?). Выберем постоянные а е (0, С3) и у 6 

1 = 0 .- = о 

е (0, С4) и положим 

. /С 4 - Т С3 - а . 

\ С, С2 

Тогда из (2.7), (2.8) следует 

(2.9) <ф(', 0||? йГ(г,и), 

±Г(*,и)й -УК', 0||? 

для всех решений и проблемы (0.3), (0.2) и всех г е ^(и) таких, что ||м(г, 0 |1 й ^^ 
В силу ограниченности элементов матрицы V! и неравенства (2.5) очевидно, 
что можно выбрать положительную постоянную р так, что для решений м 
проблемы (0.3), (0.2) и г е ^(и) таких, что ||м(г, -)|| х ^ д, верно тоже неравенство 

(2.10) . . П1,и)йР\\и{1,')Ц. 

В случае, когда еи == 0 (I,] = 0, ..., 3), неравенства (2.6), (2.7), (2.8) выполнены 
тоже для С2 = Сг = 0 и соотношения (2.9), (2.10) справедливы для д — 4-со. 

Утверждение теоремы теперь следует из (2.9) и (2.10) и теорем 1.1 и 1.2. 
Аналогично можно доказать следующие теоремы: 

Теорема 2.2. Пусть 

(О з и р | | ф , 0 |а < +оо, ' 
г^о 

(И) функция Р удовлетворяет условию (1.1), 

(Ш) функции а, Ъ, с, Л ограничены вместе со своими производными аХ9 Ъ19 е„ &„ 
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аХ9 Ьх9 сХ9 йхх на множестве [0, + оо) х [0, я], (функции а, Ъ, с, й определены 
в § 1), 

(IV) функции* еи вместе со своими производными е22,е^, е^к (г,}9 к -= 0,..., 3) 
существуют, непрерывны и ограничены на множестве ̂ (и) х [0, я] х Ка, 
где К9 ~ {уе К4 \\\у\\К4 ^ <т} и а > 0 (функции еч определены в § 1), 

(у) существуют постоянные А, В, С, ^, Р, <2, 8Ь 9( (г = 0,1) такие, что дь 9( е 
е (0, 1), д1 + Э| < 1 (* = 0, 1), матрица У2 равномерно положительно опре­
делена для X е ^(V), х е [0, я] и матрица УУ2 равномерно отрицательно опре­
делена для X е ^(V), х е [0, я]. 

Тогда решение V проблемы (0.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво 
в норме || • || 2. Если кроме того е1] = 0 (/, ] = 0,..., 3), то решение V равномерно 
экспоненциально устойчиво в целом в норме || • ||2. 

Теорема 2.3. Пусть 

(!) Р(х9 х, и, и%, их, ихх) = а(1, х) и + Ъ(х, х) иг + с(Х, х) их + А(х, х) ихх, 

(11) функции а, Ь, с, й ограничены вместе со своими производными ах, Ьх, с(, Л%, сх, 
с1хх на множестве [0, + со) х [0, я], 

(111) существуют постоянные А, В, С, ^, 3(, 9( (г = О, 1) такие, что дь &{ е (О, 1), 
<5| + Э4 < 1 (г = О, 1), матрица Уъ равномерно положительно определена для 
X е ^(у)9 х е [0, я] и матрица Щ равномерно отрицательно определена для 
Гб1)(1?), хе[0, я]. 

Тогда решение V проблемы (0.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво 
в целом в норме || • ||3. 

3. ПРИМЕР 

В этом параграфе исследуется устойчивость нулевого решения проблемы, 
данной уравнением 

(3.1) ии + ихххх =- еа*(х9 х) и + еЪ*(19 х) и% + ес*(х9 х) их + ей*(х9 х) ихх 

и краевыми условиями (0.2); е > 0 - малый параметер. 

Теорема 3.1. Пусть 

(О функции а*9Ь*9с*9й* ограничены вместе со своими производными а*9Ъ*9 с*9 

й*9 с*9 а*Х9 Ь*х9 <1*х на множестве [0, + оо) х [0, я], 

(И) существуют постоянные А* е К1

9 В* > О, С* > О, О* > 0, 5 > О, 3 > 0 так, 
что 1— $ — 9 > Оиматрица 
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м = 

•A*b* - B*a* - 2C*3, 
•A*b* + D*a*, 
0, 
0, 

-A*b* + D*a*, 0, 
2C* + 2(ß* + D*) b*, (B* + D*) c* - D*d*, 
(ß* + D*) c* - D*d*, D*d* - 2C*Ô, 
B*d*, 0, 

0 
B*d* 
0 

-2C*(1 - ð - 9) 

равномерно отрицательно определена для * е [0, + со) и х е [0, я], 

(Ш) существуют постоянные Р* > 0, 6* > 0 так, что матрица 

N 
2P*b* + Q*, 
P*d*, 

P*d* 

0* 

равномерно отрицательно определена для I е [0, •+- оо) и х е [0, я]. 

Тогда существует е0 > 0 такое, что для всех е е (0, е0) нулевое решение про­
блемы (3.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в целом в норме || • || 1# 

Доказательство. Мы покажем, что выполнены предположений теоремы 
2.1. Так как условия (1) — (1у) этой теоремы очевидно выполнены для всех е > 0, 
то достаточно проверить только условие (У). Подставив в матрицы Ух и Щ 
А = А*, В = В*, С = еС*, ^ = Я*, Р = еР*, б = е2<2*, К = е3б*, 5 = е2Р*, 
# 0 = 5о = ^, мы получим: 

Гx = 

-єЛ*Ь* - єB*a* + ł(B* + D*), eC*, 
eC*, B* + D*, 
0, 0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

0, 
0, 
ЦB* + D*) + єD*d*, 
e2P*c*, 

łe2Є*. 
0, 
0, 

-e3P*c*, 

0, 0, 0, 
0, 0, 0, 
є2P*c*, ie2Q*. 0, 
ЦB* + D*), 0, 0, 
0, єP*, 0, 
0, 0, єP*, 0, 
ie3Q*, 0, 0, 82P*. 
0, 0, 0, 0, 

0, 
0, 
0, 
ie3Q*. 
0, 

0 
0 

- 6 3 P * C * 

0 
0 
0 
0 
e2P* 
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w. -

-A*єb* - B*єa * + 2e2C*a* єA*b* + eD*a* + 
- єгC*c* + єгC*d*xx - 2єC*9, + є2C*b*, 

-eAfb* + eD*a* + 

+ e2C*b*, 

0, 
-ie3Q*a*, 

e2P*a*x, 
0, 
e3P*a*xx, 

iє*Q*a*, 

-iє3Q*a*, 
єB*d* - iє3Q*b*, 
є2P*c* -
-iє3Q*c*, 

є2P*a*x, 
є2P*b*, 

є2P*a*, 
2 p * „ * 

2єC* + 
+ 2(B* + D*) єb*, 
є(B* + D*) c* -
-єD*d*x, 
єB*d* - iє3Q*b*, 
є2P*b*x, 

0, 
є3P*Ь*xx, 

iє*Q*Ь*, 

0, 
0, 

0, 
e(B* + D*) c* -
- eD*d*x, 

sD*d* - 2e2C*d* -
-2eC*S, 
e2P*c* - is3Q*c*, 

e2P*a*, 

0, 
2e3P*a*, 
-e3P*c* + 

+ ie4Q*c*, 

є3P*a*x, 

є3P*b*xx, 

-2ec*( l - <5 - 9) - e2P*c* + 
+ e2P*d*, - є3Q*d*, 

є2P*c* + є2P*d*, 
0, 
є3P*a* + є3P*d*x, 

JтЄ4ß*d*, 

0, 

o, 

Џ*Q*a* 
iє*Q*b* 
-є3P*c* + 
+ iє4Q*c* 2є3P*a*, 

є3P*a* + 
+ є3P*d*x, iєAQ*d* 

2є2P*b* + є2Q*, є2P*d*, 2є3P*bt, -є3P*c* 
є2P*d*, -є2Q*, 2є3P*d*, 0 
2є3P*Ь*. 2є3P*d*, є 3 ß * + є3P*d* 

+ 2є2P*b*, 
-є3P*c*, 0, є3P*d*, -є3Q* 

Очевидно, что для диагональных определителей 1),{^) (/ = 1, ..., 8) матрицы Ух 

справедливы следующие формулы: 

1>М (и х) « ЦВ* + .!>*) + 0(е) , В2{ух) (г, х) = ЦВ* + I)*)2 + 0(г) , 

ОД) (Г, х) = ^(Д* + />*)* + 0(в) , ОД) (и х) = ^ ( Б * + О*? + 0(е) , 

»$№) (19 х) = з^8(В* + »*У Р* + 0(е2) , ОД) (г, х) = 12г\В* 4- /)•)* . 

. Р*2 + 0(е3) , В7(ух) (*, х) = зУ(#* + »*У - р * 3 + 0(Б 5) , 

Отсюда мы видим, что Существуют еА > 0 и х(е) > 0 так, что для всех е е (0, е^, 

Xе [0, + 6 о ) я х е [0, я] 

' 1>/ПМ'>*)>*00> 0 = 1,...,8), 

что в силу теоремы 1.3 доказывает равномерную положительную определен­
ность матрицы V! дшм е [0, + оо), х е [0, тс]. Обозначим теперь диагональные 
определи!елй матрицы М символами И^М) (г, х),..., Х>4(М) (*, х) и диагональ-
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ные определители матрицы N символами Ох(И) (г, х), -О2(^0 (*, х). По (11) 

и теореме 1.3 существует к' > 0 так, что для§всех г е [0, + оо) и х е [0, я] вы­

полнены неравенства 

( - 1 ) ' ^ ( М ) ( * , х ) > * ' (I = 1,...,4), 

( М У Я/Л) (*, х) > х' (1 = 1,2). 

Нетрудно показать, что для диагональных определителей ^^(VV1) (г = 1, ..., 8) 

матрицы \Уг имеют место формулы 

Ох(Щ) (и х) -= е ЯХ(М) (Г, х) + 0(г2) , 

#2(^1) (и х) = г2 В2(М) (Г, х) + 0 ( е 3 ) , 

Оъ(УГх) (19 х) -= 83 1)3(М) (Г, Х) + 6>(е4), 

^4(\V1) (19 х) = е4 2)4(М) (Г, х) + 0(е5) , 

Вз(^1) ('> *) = * б ^ДМ) (Г, х) . Ог(Ы) (и х) + 0 ( е 7 ) , 

А , ^ ) (*, х) = г8 0А(М) (г, х) . 02(Ы) (г, х) + 0 ( е 9 ) , 

Д т Т О (Г, х) = в 1 1 ^4(М) (19 х) . 02(Я) (19 х) . ^1(N) (Г, х) + 0 ( г 1 2 ) , 

Ов(Ю {и х) = е 1 4 Я4(М) (Г, х) . ^2

2(N) (Г, х) + 0(а 1 5 ) . 

Из ЭТОГО следует, что существуют г2 > 0 и %"(г) > 0 так, что для г е (0, е2), 

Г е [0, + оо) и х е [0, я] 

( - 1 ) ^ 1 . ( Ж 1 ) ( Г , х ) > х ^ ) (* = 1,... , 8 ) . 

По теореме 1.3 матрица Щ равномерно отрицательно определена для 1е 

6 [0, + со), х 6 [0, я] . Полагая г0 = т ! п (г19 е2)9 мы видим, что для в е (0, г0) 

выполнено условие (у) теоремы 2.1. 

Аналогично можно доказать следующие теоремы: 

Теорема 3.2. Пусть 

(Г) функции а*, &*, с*, ^* ограничены вместе со своими производными а* Ъ*9 с*, 

й*9 а*9 Ъ*9 с*, й*х на множестве [0, + оо) х [0, я] , 

(10 выполнены условия (и), (111) теоремы 3.1. 

Потом существует е0 > 0 такое, что для всех г е (0, е0) нулевое решение 

проблемы (3.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в целом в норме || • | | 2. 

Теорема 3.3. Пусть 

(г) функции а*, Ь*, с*, ^* ограничены вместе со своими производными а*9 Ь*9 с*9 

й*9 с*9 й*х на множестве [0, + оо) х [0, я] , 

(и) выполнено условие (и) теоремы 3.1. 

Тогда существует г0 > 0 такое, что для всех г е (0, е0) нулевое решение про­

блемы (3.1), (0.2) равномерно экспоненциально устойчиво в целом в норме || • | | 3 . 
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