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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 106 (1981), Praha 

FASTGEORDNETE UND GEORDNETE AFFINE 
KLINGENBERGSCHE EBENEN 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingegangen am 28. März 1979) 

Wie bekannt, eine affine Ebene heißt geordnet, wenn auf allen ihren Geraden 
Zwischenrelationen gegeben sind, die durch alle Parallelprojektionen reproduziert 
werden (Siehe z. B. [5]). Ähnlich lassen sich geordnete affine Klingenbergsche Ebe
nen (weiter kurz AK-Ebene) definieren. In [3] und [4] sind jedoch die Parallel
projektionen in den AK-Ebenen auf eine andere Weise definiert worden und zwar 
so, daß die Definition aus [3] etwas allgemeiner ausfallt. Deswegen nennen wir die 
Parallelprojektionen im Sinne von [3] verallgemeinerte Parallelprojektionen, kurz 
V-Parallelprojektionen. Falls die Zwischenrelationen auf den Geraden der AK-
Ebene durch Parallelprojektionen nach [4] bzw. durch V-Parallelprojektionen repro-. 
duziert werden, sprechen wir von fastgeordneter bzw. geordneter AK-Ebene. In einer 
weiteren Arbeit (Fastgeordnete und geordnete lokale Ringe und ihre geometrische 
Anwendung) zeigt der Autor, daß die Klasse geordneter AK-Ebenen eine eigene 
Unterklasse der fastgeordneten AK-Ebenen bildet, daß es also fastgeordnete AK-
Ebenen gibt, die nicht geordnet sind. 

In der nachstehenden Arbeit werden fastgeordnete AK-Ebenen und Beziehungen 
zwischen den fastgeordneten und geordneten AK-Ebenen untersucht. Jeder geraden 
einer fastgeordneten AK-Ebene werden zwei Halbebenen zugeordnet. In der AK-
-Ebene mit den Zwischenrelationen werden dann einige notwendige und hinreich
ende Bedingungen für die Existenz der Halbebenen festgesetzt (Satz 5). Durch die 
Definition 8 werden konvexe fastgeordnete AK-Ebenen eingeführt und für die Kon
vexität sind verschiedene notwendige und hinreichende Bedingungen bewiesen (Satz 
6). Im Satz 10 werden einige notwendige und hinreichende Bedingungen gegeben, 
damit die fastgeordnete AK-Ebene geordnet wird. Zum Schluß wird ein Satz über 
die zentralen Projektionen in geordneten AK-Ebenen angeführt. 

Definition 1. Es seien Jl eine nichtleere Menge und ^ eine binäre Relation auf J{. 
Das Paar {Ji9 :g) heißt geordnete Menge und ^ die Anordnung von Jt9 wenn 
folgende Bedingungen für alle A9 B9 C e Jl erfüllt sind: 

(AI) A £ Ay 
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(A2) A = BAB = A=>A = B, 

(A3) 4 = BAB = C=>.4 = C, 

(A4) A = B v B = A. 

Bemerkung 1. Ist A g B und zugleich A =(= B, so schreiben wir, wie üblich, A < B. 
Eine Abbildung <r einer geordneten Menge (M, g ) auf eine geordnete Menge (Jf, ^ ) 
heißt monoton wachsend bzw. monoton fallend, wenn A = B => Aa _ Bff bzw. 
_4 g B => B* !g Aa gilt. Ist er entweder monoton wachsend oder monoton fallend, 
dann heißt sie monoton. 

Definition 2. Eine ternäre Relation (***) auf der Menge M heißt Zwischenrelation, 
wenn folgende Bedingungen für alle A, B, C,X e M erfüllt sind: 

(ZI) (ABC) => (CBA), 

(Z2) (ABC) v (ACB) v (CAB), 

(Z3) (,4BC) A (ACB) => B = C, 

(ZA) (ABC) => (ABX) v (XBC). 

Gilt (-4BC), dann liegt B zwischen A und C. 

Aus den Axiomen (ZI) bis (Z4) folgen nachstehende Beziehungen (Z5) bis (Z7) 
([3], S. 24): 

(Z5) (^BC) A (ACD) => (ABD) A (BCD), 

(Z6) (ABC) A (BCD) => (ACD) v B = C, 

(ZI) (AAB) A (ABA) =>A = B. 

Satz 1. Sei (***) eine Zwischenrelation auf der Menge M. Sind 0, 1 zwei ver
schiedene Elemente von M, dann gibt es eine Anordnung :g01 von M mit 0 ^ 0 1 1 
und (ABC )o -A ^oi B ^oi C v C _^01 B ^ 0 1 A. Ist (M, ^ ) eine geordnete 
Menge, dann (ABC): oA^B—^CvC^B—^A ist eine Zwischenrelation 
auf Ji. Erklären wir durch diese Zwischenrelation eine Anordnung ^ 0 i von ^ 
für zwei verschiedene Elemente 0,1 e M, dann gilt -

A£01Bo 
A = B, falls 0 < 1 

B <. A , falls 1 < 0 . 

Zum Beweis siehe [3], § 2.2. 
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Definition 3. Es sei sä = (3P9 S£91) eine Inzidenzstruktur im Sinne von Dembowski 
[l] und sei auf S£ eine solche Äquivalenzrelation || (Parallelität) erklärt, daß zu 
beliebigen Pe@9<pe S£ genau eine Gerade q mit p || q und Plq existiert, sä heißt 
eine affine Kligenbergsche Ebene (kurz AK-Ebene), wenn es eine affine Ebene 
sä' = (0>'9 S£', I) und einen Epimorphismus x von sä auf sä' [1] gibt und folgende 
Forderungen erfüllt sind: 

(Kl) P,ße^, Px* Qx=>3\peS£; P,ßIP, 

(K2) p9q eS£9 px f qx => 3! P e SP; P\p9q. 

Bemerkung 2. Als Folgerung der Definition 3 ergibt sich a \ b => ax || bx. Zur 
Vereinfachung schreiben wir weiter P bzw. p anstatt Px bzw. px für PeSP bzw. 
peS£. Die Punkte P, ß heißen benachbart, wenn P = ß, anderenfalls sind P, ß 
fern. Genauso sind die Geraden a9 b mit a = 5 bzw. a 4= 5 benachbart bzw. fern. 
Die einzige nach (Kl) durch die Punkte P, ß bestimmte Gerade p wird mit p = Pß 
bezeichnet. Mit P = PI"! q bezeichnet man den nach (K2) durch die Geraden p9 q 
bestimmten Punkt P. 

Bemerkung 3. Im folgenden bedeutet L(A9 a) eine Parallele zur Geraden a durch 
den Punkt A. Die Menge i7(a) aller zu a parallelen Geraden heißt eine Richtung. 
Mit P(a) bezeichnen wir die Menge aller Punkte der Geraden a9 d.h. P(a) = 
= {XjX la}. Mit F(P, p) bezeichnen wir die Menge aller Punkte der Geraden py 

die zum Punkt Plp benachbart sind, d.h. F(P, p) = {XjX I p9 X = P} für PIp. 

Definition 4. Es seien g9 g' zwei Geraden der AK-Ebene sä und ü(h) eine Richtung 
mit g 1 K9 g' f fi. Eine Abbildung <p : P(g) -» P(g') mit <p(A) = g' VI L(A9 h) für 
_4 e P(#) heißt eine Parallelprojektion von # auf g' mit der Richtung n(h). Solche 
Parallelprojektion wird mit q>(g9 g'9 n(h)) bezeichnet. 

Bemerkung 4. Jede Parallelprojektion <p(g9 g'9 n(h)) ist eine bijektive Abbildung 
von P(g) auf P(g'). 

Definition 5. Eine AK-Ebene sä heißt fastgeordnet, wenn es auf jeder Geraden 
von sä mindestens drei voneinander ferne Punkte gibt und für jede Gerade g eine 
Zwischenrelation auf P(g) erklärt ist, welche bei Übergang zu einer anderen Geraden 
mittels einer Parallelprojektion stets erhalten bleibt. 

Bemerkung 5. Unter der Bezeichnung (ABC\ versteht man, daß die Punkte _4, B9 C 
in der Geraden g enthalten sind und der Punkt B zwischen A und C in der auf P(g) 
erklärten Zwischenrelation liegt. 
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Definition 6. Es sei TL(h) eine Richtung in der fastgeordneten AK-Ebene $4 und g 
eine Gerade mit g f fi. Für beliebige hl9 h2, h3 e Tl(h) setzen wir (fiiMaWo : <=> 
o ( ^^2^3^ , wo At = fi. n g für alle i e {1, 2, 3} sind. 

Bemerkung 6. Mit Definition 6 wird in jeder Richtung ü(h) eine Zwischenrelation 
(***)n(h) eingeführt, die von der Wahl der Geraden g mit g f fi unabhängig ist. Ist # 
eine Gerade, dann läßt sich nach Satz 1 auf P(g) ein Paar voneinander inversen 
Anordnungen durch (***)g erklären. Ähnlich lassen sich auch in jeder Richtung 
n(h) zwei Anordnungen durch (***)n(h) einführen. 

Bemerkung 7. Sind die Punkte A, B, C in den Geraden g und g' enthalten, dann 
(ABC)g o (ABC)gf ([4], Satz 3). Wird es im folgenden deutlich, daß die Punkte 
A, B, C in der Geraden g enthalten sind, dann schreibt man kurz (ABC) statt (ABC)g. 

Satz 2. Sind X, Y zwei Punkte einer Geraden g der fastgeordneten AK-Ebene s/, 
dann existieren unendlich viele Punkte Q bzw. R mit (QXY) bzw. (XYR), die 
zu X, Yund auch voneinander fern sind. 

Beweis. 1. Es seien X, Y Punkte einer Geraden g. Zunächst beweisen wir, daß 
ein Punkt Q bzw. R mit (QXY) bzw. (XYR) existiert, der zu X und Yfern ist. 

a) Es seien X, Y fern. Wir wählen eine Gerade h mit h \\ g und fi 4= g. Unserer 
Annahme nach gibt es auf h drei voneinander ferne Punkte A, B, C (Abb. 1). Nach 
(Z2) ist (ABC) v (ACB) v_(BAC)^Es sei z.B^ABC). Setzen wir a = L(A,BX), 
dann wegen B 4= C und BX * CX gilt a f CX und daher gibt es einen Punkt 

A! = a n CX. Wir setzen weiter b = L(A', CY) und Q = b VI g. Dann ist 
(px(h, CX, n(BX)) eine Parallelprojektion mit q>x(A) = A', <px(B) = X, cpt(C) = C, 
woraus sich (ABC) => (A'XC) ergibt. Genauso <p2(CX, #, Tl(CY)) ist eine Parallel
projektion mit <p2(A') = & P2PO = X, q>2(C) = y, was (A'XC) => (QXY) impliziert. 
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Aus ß = X bzw. ß = F folgt unserer Konstruktion nach X = F, also ein Wider
spruch. Somit ist Q fern zu X und Y Analog läßt sich ein Punkt R mit (XYR) kon
struieren, der fern- zu X, Y ist. 

b) Seien X, Y benachbart. Wir beweisen die Existenz eines Punktes Q mit (QXY), 
der fern zu X und Y ist. Es gibt einen Punkt M von g, der fern zu X und folglich 
auch zu yist. Nach (Z2) ist (MXY) v (XMY) v (XYM). Gilt (MXy), so genügt M 
unseren Forderungen. Es sei (XMY). Wegen I=t=M gibt es nach a) einen Punkt Q 
mit (QXM) und ß * X, ß 4= M. Aus (Z6) folgt (ßXM) A (XMY) => (ßAfy) v 
v X = M und wegen 1 * 1 ergibt sich also (QMY). Nach (Z5) gilt dann (QXM) A 
A (ßMy) => (QXY) und ß hat die verlangten Eigenschaften. Schließlich sei (XTM). 
Nach a) gibt es wieder einen Punkt ß mit (QXM) und ß * X, Q 4= M. Gemäß 
(Z5) ist (MYX) A (MXß) => (yXß), also (QXY). Analog erklären wir einen Punkt R 
von g mit (XYR) und £ 4= X, R 4= F. 

2. Es sei ß ein Punkt von g mit (ßXT) und ß * X, ß 4= F. Nach 1 gibt es einen 
Punkt ßx mit (QtQX) und ßi 4= ß, ßi 4= X. Nach (Z2) ist (XQtY) v (XyßO v 
v (QXXY). Gilt (Xöi*0> dann folgt aus (Z5): (XßßO A (XQiY)=>(XQY) und 
(Z3) impliziert (XQY) A (ßXy) => ß = X, also einen Widerspruch zu ß 4= X. 
Es sei (XyßO. Nach (Z6) erhält man (QXY) A (XYQt) => (ßyßx) v X = Y. 
Ist X 4= y, dann ergibt sich nach (Z5): ( ß ^ ß ) A (ßxßX) => (yßX) und nach (Z3): 
(YQX) A (yXß) => ß = X, also wieder in Widerspruch. Für X 4= Y gilt also 
(ßiXy) und für X = yergibt sich nach (Z7) auch (QXXY). Nach Fall 1 gibt es weiter 
einen Punkt ß 2 mit (Q2Q1X) und ß2 4= ßi, ß 2 4= X, woraus nach obigem (ß2Xy) 
folgt. Diesem Verfahren nach erhalten wir unendlich viele voneinander ferne Punkte 
ß mit (QXY). Analog läßt sich die Existenz unendlich vieler voneineander ferner 
Punkte R mit (XYR) nachweisen. 

Definition 7. Es sei g eine Gerade der fastgeordneten AK-Ebene stf. Nach Defini
tion 6 und Bemerkung 6 führen wir in H(g) eine Anordnung :g ein. Die Teilmengen 
Hg = {A | g < L(A, g)}, H~ = {A \'L(A, g) < g) von 0> heißen durch die Gerade g 
erklärte Halbebenen. 

Bemerkung 8. Die Zwischenrelation (***)ti(9) hervorruft zwei inverse Anordnungen 
= und = ' auf n(g). Sind Hg

+, H~ bzw. MT*9 #e~ die zu = bzw. = ' gehörigen Halb
ebenen, dann Hg = Jf ~ und H~ = Jff. Es wird ferner angenommen, daß in I7(g) 
eine feste Anordnung _̂  gewählt ist. 

Satz 3. Sind Hg, H~ die durch eine Gerade g erklärten Halbebenen, dann gilt: 

(Hl) h 1 g => h = g v P(h) c: H; v P(h) c H~. 

(H2) isf h eine Gerade mit h 4= ~ «nd sind X, y, Z Punkte mit X,Y,Zl h, 
Ylg,dann(XYZ) A XeH* =>ZeH* vP(g). 
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(H3) Ist h eine Gerade mit " 4= g und X, Y9Z Punkte mit X, Y,Z\h, Y\g, 
dann X e H+ A Z e H; => (XYZ). 

(H4) 3X non lg,Xe (Hf u II;) \ (H; n H~). 

(H5) H; n H~ = 0. 

(H6)H; uH~ = 0>\P(g). 

Beweis. Ad (Hl) Es sei h eine Gerade mit h || g und h 4= g. Dann gilt entweder 
# < h oder h < g. Nach Definition 7 erhält man daraus P(h) c H + v P(/i) c LT". 

Ad (H2) Es gelten die Voraussetzungen von (H2) mit X e Hf. Wir setzen a = 
= L(X,g) und b = L(Z, g). Wegen fif ~ und (XYZ) gilt nach Definition 6 a <; 
5^ö = bvb = g = a. Wegen X e Hg ist g < a, also b ^ g < a. Gilt b = g, 
dann Z i g . Anderenfalls ist P(b) c H~ und Z e H ~ . Analog verfahren wir im Falle 
XeH;. 

Ad (H3) Wir setzen a = L(K, g), b = L(Z, a). Wegen X e Hj und Z e .ff" gilt 
b < g < a und wegen " l g erhält man daraus nach Definition 6 (XYZ). 

Die Richtigkeit der Behauptungen (H4) bis (H6) folgt unmittelbar aus Definition 7. 

Satz 4. Es sei auf jeder Geraden der AK-Ebene s/ eine Zwischenrelation erklärt. 
Ist g eine Gerade von s4 und sind H£, If~ Mengen, welche (H2) und (H4) erfüllen, 
dann erfüllen sie auch (H3), (H5) und (H6). 

Beweis. Wir nehmen an, daß (H2) und (H4) für Hg und II" gelten. 

1. Zunächst wollen wit Hg n P(g) = 0 beweisen. Es sei AeH^ n P(g). Nach 
(H4) gibt es einen Punkt X non I g mit X e Hg u H; und X £ Hf n Ii;. 

a) Es sei X non I g. Aus AI g folgt X 4= Ä und daher gibt es eine Gerade h = AX. 
Wegen X non I ~ ist " * ~ und folglich " f ~. Nach (Z7) gilt (AAX) und aus (H2) 
folgt (AAX) A AeH+ => X e H~ u P(g). Wegen X non I g ist also X e H; und 
£emäß X$Hg n H~ gilt X$H;. Nach Satz 2 gibt es einen Punkt ß I h mit (QAX) 
und ß 4= A, ß 4= X. Aus ~ 4= ~ folgt daraus ß non I g und nach (H2) ergibt sich 
{AAQ) A AeH; => ß e i f " . Gleichzeitig aber gilt (ßAX) A ß e H " =>Xe H+, 
was ein Widerspruch ist. Somit gibt es keinen Punkt A mit A e if * n P(g). 

b) Es sei X I ~. Durch X führen wir eine Gerade h mit fi 1 ~ und setzen Y = 
= h VI g. Es gibt einen Punkt ß mit (ßYK) und ß 4= Y, ß 4= X. Unserer Annahme 
nach ist X e Hj uHg~, also X e Hj v X e H;. Sei XeHf. Nach (H2) erhält 
man (XYß) A X e Hj => ß e H~. Gilt zugleich ß e Hj*, dann (ßYK) A ß e H+ => 
=> X e H;, was X $H; n H; widerspricht. Somit erhalten wir ß non I ~, Qe 
•e H; U H~ und Q$HJ n H;. Mit Anwendung von ß statt X verfahren wir weiter 
analog zu a). 

Ähnlich wie in a), b) läßt sich auch H; n P(g) = 0 beweisen. 
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2. Wir wollen die Gültigkeit von (H6) beweisen. Nach Teil 1 genügt es X non I g => 
=> X 6 Hg u H; zu zeigen. Gemäß (H4) gibt es einen Punkt A mit A non I g und 
AeHg u H". Sei z.B. AeHf. Durch A führen wir eine Gerade Jz mit " Jf " und 
setzen J3 = h VI 0. Nach Satz 2 gibt es einen Punkt CI Ji mit (ABC) und C * J , 
C 4= B. Wegen C non I g folgt dann aus (H2): (ABC) A AEH} =>CEH;. 

a) Ist X non I g und X non I ", so gilt X 4= Ä9 X 4= C und mithin gibt es die 
Geraden a = AX, c = CK. Wegen _4 4= C gilt ä f c und folglich ä f g v c tf ". 

Abb. 2 

a) Es sei a # 0 (Abb. z). Setzen wir Y = a n g, so (AYX) v (IAy)v( .4Z7). 
Gilt (_4YX), dann nach (H2) erhält man (AYX)_A AEH^ =>XEH;. Ferner sei 
(XAY). Es gibt einen Punkt Z I a mit (AYZ) und Z 4= -4, Z 4= Y, also mit Znon Ig. 
Nach (Z6) ergibt sich (XAY) A (A7Z) => (ZYZ) v A = 7 und wegen ,4nonI# 
ist (XYZ). Unter Anwendung von (H2) erhält man schrittweise (AYZ) A AEHg => 
=>ZEH; und (ZYX) A ZEH; =>XEH+. Schließlich sei (AXY). Nach Satz 2 
gibt es einen Punkt Zla mit (XYZ) und Z 4= X, Z 4= F. Wegen Xnon Ig und 
ä f g ist X 4= Y und aus (Z6) folgt daher (AXY) A (XYZ) => (,4YZ). Gemäß (H2) 
ergibt sich dann (AYZ) A AEH+

Q =>,ZEH; und (ZYX) A ZEH; => X E H+. In 
den allen untersuchten Fällen gilt also X E Hg u H;. 

ß) Es sei ä \\ g und folglich c\g. Unter Anwendung von C beweisen wir analog 
zu a), daß X e Hf u H; gilt. 

b) Es sei X non I g und Xlh. Wählen wir einen geeigneten Punkt A' mit A' non I g 
und ,1' non I R, so gilt nach a) Ar E Hg u H;. Ferner läßt sich analog wie unter a) 
mit A' verfahren. 

3. Wir beweisen die Gültigkeit von (H5). Nehmen wir zunächst an, daß ein 
Punkt AEH^ n H; existiert. Nach Teil 1 ist dann" A non I g. Es sei X ein Punkt 
mit Xe(H+ u H ; ) \ ( H ; n H ; ) , also mit XEHJ, X<ßH; V X$H+, XEH;. 

Es sei z.B. X e H+ und X $ H;. 

a) Wir nehmen Ä 4= X an und setzen h = AX. 
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a) Sei ~ 1 g. Ist y = h n g, so (AYX) v (AXY) v (XAY). Es sei (AYX). Wegen 
X non I g ergibt sich nach (H2) (AYX) A AeHg => X e H~, also ein Widerspruch. 
Ferner sei (AXY). Es gibt einen Punkt ß I h mit (-4yß) und ß # .4, ß 4= F, also 
mit ß non Ig . Aus (H2) folgt (AYQ) A AeH~ => QeHg und aus (Z5) dann 
(AXY) A (^yß) => (XYQ). Dies gibt aber einen Widerspruch zu (H2), denn (QYX) A 
A Q^Hg =>XeH~. Schließlich sei (XAY). Für den im vorangehenden Falle 
erklärten Punkt ß gilt nach (Z6) (.~M7) A (Aiyß) => (XYQ) v A = Y, also (XYQ\ 
denn -4 4= 7. Unter Anwendung von (H2) erhält man wieder X e H~. 

ß) Es sei ~ || g. Wir wählen eine Gerade p durch A mit p J/f g und setzen y = pfiff-
Ferner wählen wir auf p einen Punkt ß mit (AYQ) und ß 4= Ä, Q 4= F. Offenbar 
ist ß 4= X, Xß J/f g und wegen AeHg n H~ erhält man nach (H2) QeHg n HJ\ 
Weiter gehen wir analog zu a) vor, nur benutzen wir den Punkt ß statt A. 

b) Es sei Ä = X. Durch A führen wir eine Gerade p mit p J/f g und auf p bestimmen 
wir nach a), ß) einen Punkt ß mit Qe Hg n H~, ß 4= X und ferner verfahren wir 
unter Anwendung von ß analog zum Fall a). 

4. Wir beweisen, daß (H3) gilt. Es sei h eine Gerade mit h J/f g und seien X, y, Z 
Punkte mit X, Y, Z I A, Ylg und X e H+, ZeH~. Gemäß (Z2) ist (XZY) v 
v (E"Z) v (XYZ). Es sei (XZY). Nach Satz 2 gibt es einen Punkt R I h mit (Zy*) 
und i~ 4= Z, £ 4= F. Wegen R non I g erhält man nach (H2) (zyR) A Z G H~ => 
=>ReH+. Aus (Z6) folgt (XZy) A (Zy1?) => (X7R) v Z = 7 . Wegen Z non I 0 
ist Z 4= y und deswegen (XYR). Nach (H2) ergibt sich dann (XYR) A X e Hg => 
=> ReH~, was H* r\H~ = 0 widerspricht. Es sei (YXZ). Es gibt einen Punkt ß 
mit (ßyK) und ß 4= X, ß 4= F. Gemäß X e Hg und ß non I g folgt aus (H2) ß e 
e H ~ . Nach (Z6) ist (ZXY) A (XYQ) => (Zyß) v X = Y und wegen X e ^ + = > 
=>XnonIg erhält man daraus (Zyß). Nach (H2) gilt dann (ZYQ) A Z e H~ => 
=> QeHg, also QeHg n H", was wieder ein Widerspruch ist. Laut (Z2) soll daher 
(XYZ) gelten. 

Satz 5. Isf auf jeder Geraden der AK-Ebene sä eine Zwischenrelation erklärt,, 
dann sind folgende Behauptungen äquivalent: 

(1) s/ ist fastgeordnet. 

(2) Es gibt Halbebenen Hg , H~ für jede Gerade g. 

(3) Für jede Gerade g gibt es Mengen H* ,H~, die (Hl), (H2), und (H4) erfüllen. 

Beweis. (1) => (2) Ist sä fastgeordnet, dann läßt sich nach Definition 6 und Be
merkung 6 eine Anordnung in jeder Richtung n(g) erklären und durch diese die 
Halbebenen Hg , H~ nach Definition 7 bestimmen. 

(2) => (3) Gibt es Halbebenen Hg , H~ für eine Gerade g, dann nach Satz 3 sind 
(Hl), (H2) und (H4) erfüllt. 

145 



(3) => (1) Wir nehmen an, daß für jede Gerade g solche Mengen H+, H" existie
ren, für die (Hl), (H2) und (H4) erfüllt sind. Es sei (p(g, g', n(h)) eine Parallelprojek
tion. Nach Definition 4 gilt dann g f " und g' f #• Sind A, B, C Punkte von g und 
setzen wir A' = cp(A), B' = <p(B), C = (?(C), dann A, A' I Älf £, B' I fc2, C, C I h3 

mit hlf k2> h3 e H(/i). Es sei dabei (ABC). Wir wollen (4'B'C) beweisen. Gilt A = B, 
dann ist auch .A' = J3' und nach (Z7) ergibt sich (A'B'C). Ähnlich geht man in den 
Fällen B = C und 4 = C vor. Es seien also A, B, C voneinander verschieden. Wegen 
" 4= ~2 gilt dann A, C non I h2. Da cp eine bijektive Abbildung ist, sind auch A', B', C 
voneinander verschieden und gemäß "' =j= h2 ist A' non I h2 und C non I h2. Nach 
Satz 4 gilt Hf2 u H", = ^ \ P(#) und wegen A non I h2 erhält man daraus A e 
e H^2 u ff̂ "2. Es sei z.B. A e H£2. Nach (H2) und wegen C non I h2 ergibt sich dann 
(ABC) A 4 e Hh

+ => C e H;2. Wegen A. I hx und CI h3 folgt aus (Hl) PQiJ c Hh
+ 

und P(h3) c H~, also 4 ' e HA
+ und C e HÄ~. Da nach Satz 4 auch (H3) gilt, folgt 

dauraus (A'B'C). 

Definition 8. Eine Teilmenge F(P, p) einer fastgeordneten AK-Ebene heißt konvex, 
falls aus X, Z e F(P, p), Y\ p und (XYZ) stets Ye F(P, p) folgt. Eine fastgeordnete 
AK-Ebene heißt konvex, falls F(P, p) für jedes Paar (P, p) mit PI p konvex ist. 

Satz 6. Ist s/ eine fastgeordnete AK-Ebene, dann sind folgende Behauptungen 
äquivalent: 

(1) Es gibt eine konvexe Teilmenge F(P, p) von stf. 

(2) stf ist konvex. 

(3) Sind a, b zwei Geraden von stf, _ eine durch die Zwischenrelation auf P(a) 
erklärte Anordnung von P(a) und h, k Geraden mit R || k, fi % ä, h % B, dann ist 
das Produkt der Parallelprojektionen <p-(a, b,n(h)), cp2(b, a, n(k)) eine monoton 
wachsende Abbildung von (P(a), g ) auf (P(a), 5*). 

(4) Sind g, h Geraden mit g * K und A, C Punkte mit A,C\h, Ae H+, C e H~, 
dann gibt es einen Punkt B mit B\h,g. 

(5) Haben die Geraden g,h mit g + h keinen Punkt gemeinsam, dann P(h) 
ist in einer durch g erklärten Halbebene enthalten. 

Beweis. (1) => (2) Siehe [4], Satz 10. 

(2) => (3) Sei stf konvex und seien dabei die Voraussetzungen von (3) erfüllt. 
Ist ^ ' eine durch die Zwischenrelation auf P(b) erklärte Anordnung von P(b), 
dann ist q>x nach Satz 4, [4] eine monotone Abbildung von (P(a)y g ) auf (P(b), £). 
Da auch q>2 : (P(b), ^ ' ) -• (-P(tf), äs) monoton ist, ist ebenso cp = <p2q>1 monoton. 
Nach Satz 1 genügt es also zu zeigen, daß A < B => q>(A) < <p(B) für ein Paar 
A9BIa gilt. Es seien also A9 B zwei ferne Punkte von a mit A < B. Wird A' = <p(A), 
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ß' = (p(B) gesetzt, wegen K || £ sind dann _4, A! bzw. ß, ß ' benachbart und wegen 
Ä 4= ß sind daher A', ß' fern. Nach (Z2) gilt (A_4'ß) v (A'AB) v (Aß_4') und zu
gleich (AB'B) v (ß'ALß) v (ABB'). Da j ^ konvex ist, gilt (ABAf) AA = A'=>_4 = ß 
und (B'AB) A B' = ß => Ä = ß, was ein Widerspruch zu A 4= ß ist. Mithin erhalten 
wir ((AA'B) v (-4'Aß)) A ((ztß'ß) v (Aßß')). Es sei (AA'B) A (AB'B). Wegen 
_4 < ß folgt daraus A = _4' < ß A _4 < ß' = ß. Aus ß' < A' ergibt sich _4 < ß' < 
< A' < B und (_4ß'_4'), woraus A! = ß', also ein Widerspruch folgt. Wegen _4' * ß' 
erhält man daher A' < B'. Gilt (_4_4'ß) A (ABB')9 dann ist _4 = _4' < ß A A < ß = 

= ß' und A = A'<B = ß', also _4' < ß'. Aus (_4'_4ß) A (Aß'ß) folgt A' = 
= .4 < ß A _4 < ß ' ^ ß und .4' g .4 < ß ' ^ ß, also A! < B\ Es sei schließlich 
(A'AB) A (ABB'). Dann gilt A! = A < B A A < B = ß ' und A' = _4 < ß = ß', 
also _4' < ß'. Wegen _4 < ß => <p(-4) < (p(ß) ist ^ monoton wachsend. 

Abb. 3 

(3) => (4) Es seien g9 h Geraden mit g 4= R9 A9C Punkte mit A9Clh9 Ae Hg , 
CeHg und sei vorausgesetzt, daß g9 h keinen Punkt gemeinsam haben. Dann gilt 
g || R. Sind g und h parallel, dann aus (Hl) und A e Hg folgt P(h) c Hg 9 was ein 
Widerspruch zu C I h und C e H~ ist. Es sei also g J/f h. Setzen wir fc = L(A9 g)9 

dann £ = Ti und P(k) c Hg (Abb. 3). Wegen C e Hg ist also C non I fc. Durch C 
führen wir eine Gerade a mit ä % g. Dann ä J/f £ und cz schneidet fc, # in den Punkten 
X9 Y. Wegen C non I fc ist C 4= X, wegen £ = E ist C = X und wegen £ 4= £ ist 
Fnon I £, F4= -4, F4= X. Nach (H3) erhält man XeHg A CeHg A a 4= g => 
=> (XTC). Setzen wir b = _4Y, dann ist 5 f £, 5 f H. Da 5 f £ und 5 | J i gilt, sind 
(Pi(a9 b9 n(h))9 (p2(b9 a9 n(k)) Parallelprojektionen. Ist ^ eine durch die Zwischen
relation auf P(a) erklärte Anordnung von P(a), dann wegen h || £ ist q> = <p2q>i 
eine monoton wachsende Abbildung von (P(a)9 ^ ) . Es sei z.B. X ^ Y. Wegen X 4= F 
und (KyC) gilt dann X < Y < C. Zugleich ist cp(C) = X, <p(y) = Y und mithin 
y < C => cp(Y) < <p(C) => 7 < X, was aber ein Widerspruch ist. Somit haben g9 h 
einen Punkt gemeinsam. 

(4) => (5) Es seien g9 h Geraden mit g 4= /*, die keinen Punkt gemeinsam haben. 
Gibt es Punkte _4, C von h mit AeHg und CeHg 9 dann haben #, h nach (4) einen 
Punkt gemeinsam, was ein Widerspruch ist. 
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(5) .=> (1) Es sei p eine Gerade und P ein Punkt mit P I p. Ferner seien X, Y, Z 
Punkte mit X,Ze F(P, p), YI p und (XYZ). Gilt X = Z, dann ist nach (Z7) X = Y 
und Y 6 F(P, p). Ferner nehmen wir an, daß X, Y, Z voneinander verschieden sind. 
Durch 7 führen wir eine Gerade g mit g =t= p und setzen g' = L(X, g) (Abb. 4). 

Dann ist g' # p, g' 4= 0 und Z non I g. Wählen wir auf g' einen Punkt D mit 
ß non I p, dann ist 25 4= 2 und es gibt eine Gerade h = DZ. Es sei F 4= X und folglich 
F 4= Z. Dann gilt g 4= g' und g 4= ß. Wegen g || g', g' = ß und g 4= ß haben g, h 
keinen Punkt gemeinsam. Da g' 4= g ist, erhält man nach (Hl) P(g') a Hg w 
v P(g') c if;. Es sei P(g') c ff+, also X,DeH+. Gemäß (H2) gilt wegen 
Z n o n l 0 : X e # + A (XYZ)=>ZeH~. Die Gerade A enthält zwei Punkte D, Z 
mit De Hg und ZeH~, was ein Widerspruch zu (5) ist. Somit ist F = X und 
yeF(P,p). 

Satz 7. 7s? eine fastgeordnete AK-Ebene st konvex, dann läßt sich auf jeder 
Geraden der zu st gehörigen affinen Ebene st' (Definition 3) eine Zwischenrelation 
derart erklären, daß st' im Sinne von [5] geordnet ist. 

Zum Beweis siehe [4], Satz 12. 

Definition 9. Es sei st eine AK-Ebene. Eine Abbildung <p(g, g', n(h)) aus der 
Definition 4, wo g Jjf h nicht notwendig erfüllt werden muß, heißt verallgemeinerte 
Parallelprojektion, kurz V-Parallelprojektion. 

Satz 8. Eine V-Parallelprojektion <p(g,g',ü(h)) ist eine bijektive Abbildung 
von P(g) auf P(g') genau dann, wenn sie eine Parallelprojektion ist. 

Beweis. Es sei (p(g,g',n(h)) eine V-Parallelprojektion. Gilt gfß, dann ist 
offenbar cp eine bijektive Abbildung von P(g) auf P{g'). Es sei g \\ h. Wegen g' f R 
ist g 1 g' und g, g' schneiden sich in genau einem Punkt P. Sei A ein beliebiger 
Punkt von g. Setzen wir a = L(A, h) und A' = a VI #'> d a n n i s t

 «PO4) = ^'- Wegen 
a I A ist a || ß und wegen ß || ^ erhält man daraus ä || g. Aus Ala,g folgt dann 
5 = g und _?' = .P. Somit erhält man <p(P(d)) c F(P, g')-
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Definition 10, Eine fastgeordnete AK-Ebene sä heißt geordnet, wenn die Zwischen
relationen auf der Geraden von sä durch alle V-Parallelprojektionen reproduziert 
werden. 

Bemerkung 9. Es sei sä eine (gewöhnliche) affine Ebene. Sind g, h parallele Geraden 
von sä und g' eine Gerade mit g' f h, dann ist <p(g, g', n(h)) eine V-Parallelprojek-
tion, die keine Parallelprojektion ist. Ist sä fastgeordnet, dann ist sie zugleich geordnet. 
In einer anderen Arbeit des Verfassers: „Fastgeordnete und geordnete lokale Ringe 
und ihre geometrische Anwendung" werden solche AK-Ebene gefunden, die fast
geordnet aber nicht geordnet sind. 

Satz 9. Sei sä eine geordnete AK-Ebene. Sind X, Y zwei verschiedene Punkte 
einer Geraden g von sä, dann gibt es unendlich viele voneinander verschiedene 
Punkte von g, die zwischen X, Y liegen. 

Beweis. Es seien X, Y zwei verschiedene Punkte einer Geraden g. Wir wählen 
eine Gerade h mit h || g und h 4= g. Auf h gibt es drei voneinander ferne Punkte 
A, B, C. Es sei z.B. (ABC). Ist b = L(B, AX), dann wegen Ä 4= C und AX 4= CX 
gilt BJjf CX und b, CX schneiden sich in genau einem Punkt B' (Abb. 5). Wegen 

CY 4= g schneiden sich auch g, c = L(B', CY) in genau einem Punkt P. q>t(h, CX, 
ü(AX)) ist eine Parallelprojektion, denn AX f k und AX ^ CX- Aus <px(A) = X, 
<pt(B) = B', <px(C) = C folgt dann (i4.BC) => (XB'C). Wegen CT f g ist <p2(XC, g, 
TI(CY)) eine V-Parallelprojektion mit q>2(X) = X, <p2(B') = P, ^2(C) = y, woraus 
(XB'C) => (XPy) folgt. Da A, B, C voneinander fern sind, sind auch X, B\ C fern. 
Wegen X 4= C ist dabei CX 4= CY. Aus X = P folgt c = CX und CX = Cy, also 
ein Widerspruch. Aus P = Y folgt ähnlicherweise c = CY und CX = CY. Die 
Punkte X, P, y sind also voneinander verschieden. Da P, y verschieden sind, läßt 
sich nach obigem einen Punkt Pt I g mit (PPiy) und Pt 4= P, Y erklären.Nach (Z2) 
gilt dann (PxXy) v (PxyX) v (XPxy). Ist (PXXY), dann erhält man nach (Z5) 
und (Z3) (yPX) A (yXPO => (yPPi) und (YPPt) A (PPxy) => P = Pl9 was aber 
ein Widerspruch ist. Analog ergibt sich ein Widerspruch mit (XPY) A (XyPi) => 
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=> (PYPt) und (PYPO A (PPXY) => Px = Y. Somit ist (XPt Y). Aus X = P1 folgt 
wegen (Z3) (XPY) A (PPxY) => (PxPY) A (PPxY) => P = Pl5 also ein Wider
spruch. Die Punkte X, Px sind also verschieden. Ferner läßt sich ein Punkt P2 mit 
(P!P2Y) und P2 4= Pl9 P2 * Y konstruieren, wobei (XP2Y) und P2 4= X gilt. Diese 
Prozedur läßt sich weiter ausdehnen. 

Bemerkung 10. Sind die Punkte X, Y aus Satz 9 benachbart, dann sind die im Be
weis dieses Satzes konstruierten Punkte P, Pu P2,... mit X und Y benachbart. Somit 
gilt: Zwischen zwei verschiedenen benachbarten Punkten einer Geraden g liegen 
unendlich viele voneinander verschiedene und benachbarte Punkte. Sei s/ fast
geordnet. Sind die Punkte X, Y fern, dann ist die im Beweis des Satzes 9 erklärte 
Abbildung cp2 eine Parallelprojektion, denn es gilt CX 4= CY. Daher gibt es einen 
Punkt P mit (XPY), der zu X und Y fern ist. Zwischen zwei fernen Punkten einer 
Geraden g gibt es also unednlich viele voneinander ferne Punkte. Sind aber X, Y 
benachbart, dann gilt XC = YC und cp2 ist keine Parallelprojektion. In diesem Fall 
wird also die Existenz eines Punktes von g zwischen X, Y durch unsere Konstruktion 
nicht verborgen. 

Sei s/ eine fastgeordnete AK-Ebene und seien g, h zwei benachbarte Geraden, die 
mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Wir betrachten folgende Behauptungen: 

(H'2) X, Y, Z I h, YI g, (XYZ), X e H± =>ZeH* u P(g), 

(H'3) X, Y, ZI h, YI g9 X e H+, Z e H~q => (XYZ), 

(Fl) X, Y,ZIh , X,ZIg, (XYZ)=>YI0, 

(F2) X, Z I h, X e H+, Z e H; => 3YI h, #, (XYZ), 

(F3) g * /i => 3X, Z I fc, X e Hj, Ye H;. 

Satz 10. 7sf .$/ eine fastgeordnete AK-Ebene, dann sind folgende Behauptungen 
äquivalent: 

(1) s/ ist geordnet. 

(2) In tf gelten (Fl), (F2) und (F3). 

(3) In tf gelten (H'3) und (F3). 

(4) In st gilt (H'2). 

Beweis. (l)=>(2) 

Ad (Fl) Es gelten die Voraussetzungen von (Fl). Durch den Punkt X führen wir 
eine Gerade p mit p Jj( g. Da g, h benachbart sind, gilt auch p % h und p, h schneiden 
sich in genau einem Punkt X. Betrachten wir eine V-Parallelprojektion <p(h, p, n(g))9 

dann ist <p(X) = <p(Z) = X, cp(Y) = Y' mit Y' = L(Y, #) VI p. Hieraus folgt (XYZ) => 
=> (XY'Z) und nach (Z7) dann X = Y'. Somit ist L(Y9 g) = g und YI g. 
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Ad (F2) Seien die Voraussetzungen von (F2) erfüllt, wo mit Y ein gemeinsamer 
Punkt von g, h bezeichnet wird. Setzen wir gx = L(X, g) und g2 = 1{Z, g), dann 
ist g! #= g, g2 4= g und P(gt) c H+, P(j2) c H". Der Definition von Hg und H~ 
nach gilt #2 < g < gx in der Anordnung von n(g\ Wählen wir eine Gerade p mit 
p $ g und bezeichnen wir mit X', Y', Z' ihre Schnittpunkte mit gl9 g, g2, dann nach 
Definition 6 ist (X'Y'Z'). Die Punkte X', Y', Z' sind zugleich die Bilder von X, Y, Z 
in der V-Parallelprojektion cp(h, p, n(g)). Gilt (XZY), dann ist (X'Z'Y'), denn ^ 
ist geordnet. Aus (X'Y'Z') A (X'ZT') folgt dann nach (Z3) Z' = Y', was ein 
Widerspruch ist. Analog ergibt sich (YXZ) => (Y'X'Z') und (JSf'y'Z') A (rX'Z') => 
=> X' = y , also wieder ein Widerspruch. Somit ist (XYZ). 

Ad (F3) Es seien g, h zwei verschiedene benachbarte Geraden, die einen Punkt Y 
gemeinsam haben. Wegen g 4= h gibt es einen Punkt XI h mit X non I #. Dann 
ist entweder X e Hg oder X eH~. Es sei z.B. XeHg . Nach Satz 2 gibt es einen 
Punkt Z von h mit (XYZ) und X 4= Z, F 4= Z. Wegen g 4= h ist Z non I g. Setzen wir 
g1 = L(X,g) und g2 = L(Z, g), dann P(gi) c: ff+. Wir wählen eine Gerade p 
mit p J/fg und bezeichnen mit X', Y',Zr ihre Schnittpunkte mit gl9g9g2. Wegen 
P(gx) c Jf+ gilt dann X' eHg. Ist cp(h,p,n(g)) eine V-Parallelprojektion, dann 
<p(X) = X', <p(y) = F, <p(Z) = Z' und (.XYZ) => (X'Y'Z'). Nach (H2) ergibt sich 
(X'Y'Z') A X' e #;• => Z' e if~ u P(g). Wegen Z non I g ist g2 # g und Z' 4= r , 
woraus Z' e H~ folgt. Dies bedeutet P(g2) c H" und ZeH~. 

(2) => (3) Es genügt (Fl) A (F2) => (H'3) zu beweisen: Seien die Voraussetzungen 
von (H'3) erfüllt. Nach (F2) gibt es einen Punkt BI g, h mit (XBZ). Für X, Y, B 
gilt nach (Z2) (XYB) v (XBY) v (£Xy) und ähnlicherweise für Y, Z, B gilt (ZYB) v 
v (yBZ) v (BZY). Aus (PXy) folgt nach (Fl) XI g, also ein Widerspruch zu 
X e Hg . Analog erhält man auch im Falle (BZY) ein Widerspruch. Somit gilt 
(XYB) v (XBY) und zugleich (ZYB) v (YBZ). 

a) Sei (XyP) A (ZYB). Unter Anwendung von (Z5) und (Z3) ergibt sich (ZYB) A 
A (ZBX) => (YBX) und (XyB) A (yJ5X) => Y = B, also (XBZ) => (Jf YZ). 

b) Sei (XYB) A (yßZ). Nach (Z5) ist (Xyß) A (XBZ) => (YBZ) und (XyB) A 
A (XBZ) => (XYZ). 

c) Ist (XBy) A (ZYB), dann gilt nach (Z5) (ZyB) A (ZBX) => (ZYX) => (XyZ). 

d) Sei (XBY) A (yBZ). Gemäß (Z2) ist (XZY) v (yXZ) v (XyZ). Aus (XZY) 
erhält man nach (Z5) und (Z3) (XBZ) A (XZY) => (BZy) und (BZy) A (ZBY) => 
=> Z = B, was Z e Hg" widerspricht. Aus (yXZ) folgt ähnlich (YBX) A (yXZ) => 
=> (BXZ) und (BXZ) A (XBZ) => X = B, was wieder ein Widerspruch zu X e H+ 
ist. Somit gilt (XYZ). 

(3) => (4) Es seien die Vorausetzungen von (H'2) mit XeHg erfüllt. Wegen 
X eHg ist X non I g und # * h. Wir nehmen Z e Hg an. Nach (F3) gibt es dann 
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einen Punkt M von h mit M e HJ. Nach (H'3) erhält man X e H+ A M e HJ => 
=>(XYM) und Ze.tf+ A MeH~ =>(ZYM). Für die Punkte M9X9Z gilt nach 
(Z2) (MXZ) v (XMZ) v (XZM), 

a) Sei (MXZ). Unter Anwendung von (Z5) und (Z3) erhält man (ZYX) A 
A (ZXM) => (YXM) und (yXM) A (XYM) => X = Y9 also ein Widerspruch zu 
XeHg\ 

b) Gilt (XMZ), dann ist (XYM) A (XMZ)=>(YMZ) und (YMZ) A (MYZ)=> 
=> Y — M9 was M eHg widerspricht. 

c) Aus (XZM) folgt (MYZ) A (MZX) => (MYX) und (MyX) A (XYM) => X = 
-= y, also wieder ein Widerspruch. 

Da aus ZeH* ein Widerspruch zu (Z2) folgt, muß ZeHJ u P(g) gelten. Analog 
läßt sich (XYZ) AXeH;=>ZeHgU P(g) nachweisen. 

(4) => (1) Es genügt zu zeigen, daß jede V-Parallelprojektion, welche keine Parallel
projektion ist, alle Zwischenrelationen reproduziert. Es sei also <p(g9 g'9 n(h)) eine 
V-Parallelprojektion mit g \\ b. Seien X9 Y9 Z Punkte von g mit (XYZ) und sei 
X' = <p(X)9 Y' =-= <p(Y) und Z' = <p(Z) gesetzt. Dann ist X9X'Ihi9 Y9 TIh29 

Z, Z' I h3 mit hl9 hl9 h3 e n(h) und h2 = g9 K2 4= g'. Gilt X I ft2 bzw. ZI hl9 dann 
ist /i! = h2 bzw. h2 = h3 und wegen g' 4= Ti2 ergibt sich daraus X' = Y' bzw. 
r = Z', woraus nach (Z7) (Z'FZ') folgt. Wir nehmen an, daß X9 Z non I h2 ist. 
Es seien # £ , H^"2 die zu h2 gehörigen Halbebenen. Wegen HÄ

+ u Hft""2 = &> \ P(h2) 
und XnonI h2 ist X e ^ +

2 v XeH^2. Sei z.B. XeH?2. Gemäß (H'2) und wegen 
Z non I h2 ergibt sich (XyZ) A X e H$2 => Z e H*~2, also P(hJ c H+ und P(h3) c 
c iffc"2. Somit ist .X' e Hf2 und Z' e jfi.72. Wegen g' # ß2 erhält man nach (H3) 
(X'Y'Z'). 

Bemerkung 11. Es sei s/ eine fastgeordnete AK-Ebene und seien g9 h benachbarte 
Geraden, die einen Punkt gemeinsam haben. Wir stellen schematisch den Verlauf 
von g9 h in den einzelnen Fällen dar. 

a) Ist in st keine der Forderungen (Fl) bis (F3) erfüllt, dann ist der Verlauf 
von g9 h durch die Anordnung von si nicht beeinflußt. 

b) Es gelten (Fl), (F3) aber nicht (F2) (Abb. 6). 

c) Es gelten (Fl), (F2) aber nicht (F3) (Abb. 7). 

d) Es gelten (F2), (F3) aber nicht (Fl) (Abb. 8). 

e) Es gelten (Fl), (F2), (F3), d.h. st ist geordnet (Abb. 9). 

. In der Arbeit des Verfassers, die in der Bemerkung 9 erwähnt wird, ist eine konvex 
fastgeordnete AK-Ebene konstruiert, in der (Fl), (F3) aber nicht (F2) erfüllt wird 
(Fall b)). 
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Abb.6 

Abb.7 

Abb. 8 

Abb. 9 

Satz 11. Gilt in einer fastgeordneten affinen Hjelmslev-Ebene s/ [2] die For
derung (Fl), dann ist s4 konvex. 

Beweis. Es sei s/ eine fastgeordnete affine Hjemslev-Ebene. Sei p eine Gerade 
und P ein Punkt von stf mit PI p und seien X, Y, Z Punkte mit X, Z e F(P, p), 
YIp, (XYZ). Gilt X = Z, dann (XYZ)=>X = Y und folglich YeF(P9p). Gilt 
X 4= Z, dann geht durch X, Z noch eine mit p verschiedene Gerade g, wobei g und p 
benachbart sind. Die Punkte X, Y, Z und Geraden g, p genügen den Voraussetzungen 
von (Fl) und mithin y ig . Wegen X, Ylp,g und p 4- g gilt nach (Kl) X = F 
und yeF(P,/?). 

Definition 11. Eine Menge Jt = {At, A2, A3, A[, Ä2, Ä3, Z, g, gf, hl9 h2, h3] von 
Punkten und Geraden einer geordneten AK-Ebene heißt Konfiguration vom Typ (K), 
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falls es gilt: AtI g, (AtA2A3), A\ Ig', Ä2*Z,Z nonlg', ZI hi9 At I ht, A[ I h{ für 
ie{l, 2, 3} (Abb. 10). Eine Konfiguration M vom Typ (K) hat die Eigenschaft 
(Bl) bzw. (B2), falls n ^ Z i l i ) A n(.43ZA3) bzw. (AXZA[) A (_43ZA3) gilt. 

Abb. 10 

Bemerkung 12. Es sei Jt eine Konfiguration vom Typ (K). Wegen Z non I g' und 
A\ I g' ist Z 4= Aj und es läßt sich ht = Z^J setzen, wobei Jt{ 4= #' gilt. Wegen 
Ä2 4= Z und .A2, Z I h2 ist h2 = ZA2 = Z.A2. 

Satz 12. Ist M = {.Ai, A2, A3, A[, A2, A'3, Z, g, g', hu h2, h3} eine Konfiguration 
vom Typ (K), dann Ax I h2 <=> A\ = Ä2 und A3 I h2 o Ä3 = Ä2. 

Beweis. Es sei Ax I h2. Wegen Al9A2I h2, g folgt aus (K2) Ät = A2 und Z 4= -42 

impliziert Äx 4= Z. Mithin gilt hx = Zi4'2 = ZA! = h2 = ZA2 = ZA2. Da fi2 f g' 
ist, haben g', h2 genau einen Punkt gemeinsam, woraus wegen A'2 I h2, g' und 
Ali I h2, g' die Gleichheit A[ = Al2 folgt. Sei .Ai = Ä2. Dann gilt hx = ZAi = 
= ZÄ2 = Ji2 und aus At I fcj folgt ^ I h2. Ähnlich beweisen wir die Äquivalenz 
A3lh2oA'3=A'2. 

Satz 13. Sei in einer geordneten AK-Ebene eine Konfiguration M = [At, A2, 
A3, A[, A2, Ä3, Z, g, g', hl9 h2, h3} vom Typ (K) gegeben. Sind A\, A'2, Ä3 voneinan
der verschieden, dann gilt (.Aî 42.A3) genau dann, wenn M entweder die Eigenschaft 
(Bl) oder (B2) hat. 

Beweis. Sei M eine Konfiguration vom Typ (K) und seien A\, A2, Ä3 voneinander 
verschieden. Wegen E2 4= g' ist nach (K2) .Ai, A'3 non I h2 und nach Satz 12 folgt 
hieraus Au A3 non I h2. 

1. a) Wir nehmen an, daß M die Eigenschaft (Bl) besitzt (Abb. 10). Es seien 
H£2, H/~ die zu h2 gehörigen Halbebenen. Wegen A± non I h2 ist Ax e H£2 V A± G 
e H*2. Sei Ax e ff£. Gilt dabei A[ e JJh~, dann ergibt sich nach (H3) bzw. (H'3) 
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AuA'l9ZIhi9 Z\hl9 A1eH^9 A[ e H" => (AtZA[), also ein Widerspruch zu 
-\(AXZA[). Aus A[ non I h2 erhält man daher A[ e Hft

+. Nach (H2) bzw. (H'2) und 
wegen A3 non I h2 gilt (AXA2A3) A AX e Hft

+ => A3 G # " . Unter Anwendung von 
(H3) bzw. (H'3) beweisen wir wie oben, daß A3 e Hft~ ist. Aus h2 4= gf und Ai e i/ft

+, 
^ GHft"2 folgt nach (H3) (A[A'2A'3). 

b) Wir nehmen an, daß Jt die Eigenschaft (B2) besitzt. Gilt At e Hft
+, dann 

{AXZA[) A At G Hft
+ => >4i e Hft"2. Zugleich ist (iM2i43) A ^ G Hft

+ ==> A3 G H~2 und 
(A3ZÄ3) A A3 e H;2 => A'3 e H£2. Nach (H3) ergibt sich schließlich .AJeH^A 
AA 3 GH + =>(A i^ 2 ^ 3 ) . 

2. Es sei (A[A2A[) und zugleich ~|(A3ZA3) A (AXZA[). Wir nehmen dabei z.B. 
A[ GHft

+ an. Wegen (A[Af
2A3) und (A;ZAX) gilt dann ^ ^ e ^ " . Ist A3eH?2, 

dann A3GH+
2 A .A3 G H^ => (A3ZA3), was ein Widerspruch zu l(A3ZA3) ist. 

Wegen A3 non I h2 ist also y43 G H,". Gleichzeitig aber gilt (.A1A2A3) A At e Hft~ => 
=> A3eH%2, was zum Widerspruch führt. Analog wird gezeigt, daß ~\(AtZA[) A 
A (A3ZA3) nicht gelten kann. Mithin ist entweder l(AtZA[) A ~~|(-43ZA3) oder 
(AXZA[) A (A3ZA3) und -^ entweder (Bl) oder (B2) erfüllt. 
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