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&asopis pro pé&stovani matematiky, roé. 106 (1981), Praha

FASTGEORDNETE UND GEORDNETE AFFINE
KLINGENBERGSCHE EBENEN

FRANTISEK MAcHALA, Olomouc

(Eingegangen am 28. Mirz 1979)

Wie bekannt, eine affine Ebene heifit geordnet, wenn auf allen ihren Geraden
Zwischenrelationen gegeben sind, die durch alle Parallelprojektionen reproduziert
werden (Siehe z. B. [5]). Ahnlich lassen sich geordnete affine Klingenbergsche Ebe-
nen (weiter kurz AK-Ebene) definieren. In [3] und [4] sind jedoch die Parallel-
projektionen in den AK-Ebenen auf eine andere Weise definiert worden und zwar
s0, daB die Definition aus [3] etwas allgemeiner ausfillt. Deswegen nennen wir die
Parallelprojektionen im Sinne von [3] verallgemeinerte Parallelprojektionen, kurz
V-Parallelprojektionen. Falls die Zwischenrelationen auf den Geraden der AK-
Ebene durch Parallelprojektionen nach [4] bzw. durch V-Parallelprojektionen repro-.
duziert werden, sprechen wir von fastgeordneter bzw. geordneter AK-Ebene. In einer
weiteren Arbeit (Fastgeordnete und geordnete lokale Ringe und ihre geometrische
Anwendung) zeigt der Autor, daB die Klasse geordneter AK-Ebenen eine eigene
Unterklasse der fastgeordneten AK-Ebenen bildet, daB es also fastgeordnete AK-
Ebenen gibt, die nicht geordnet sind.

In der nachstehenden Arbeit werden fastgeordnete AK-Ebenen und Bezichungen
zwischen den fastgeordneten und geordneten AK-Ebenen untersucht. Jeder geraden
einer fastgeordneten AK-Ebene werden zwei Halbebenen zugeordnet. In der AK-
-Ebene mit den Zwischenrelationen werden dann einige notwendige und hinreich-
ende Bedingungen fiir die Existenz der Halbebenen festgesetzt (Satz 5). Durch die
Definition 8 werden konvexe fastgeordnete AK-Ebenen eingefiihrt und fiir die Kon-
vexitdt sind verschiedene notwendige und hinreichende Bedingungen bewiesen (Satz
6). Im Satz 10 werden einige notwendige und hinreichende Bedingungen gegeben,
damit die fastgeordnete AK-Ebene geordnet wird. Zum SchluB wird ein Satz iiber
die zentralen Projektionen in geordneten AK-Ebenen angefiihrt.

Definition 1. Es seien .# eine niéhtleere Menge und < eine binire Relation auf /.
Das Paar (Jl , §) heifit geordnete Menge und £ die Anordnung von , wenn
folgende Bedingungen fiir alle 4, B, C € # erfiillt sind:

(A1) 4 < 4,
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(A2) ASBABZA=A=B,
(A3) ASBAB=<C=A4%5C,
(AMM) A<BvBEZA

Bemerkung 1. Ist A < B und zugleich A # B, so schreiben wir, wie iiblich, A < B.
Eine Abbildung ¢ einer geordneten Menge (.#, <) auf eine geordnete Menge (4", <)
heiit monoton wachsend bzw. monoton fallend, wenn A < B=- A° £ B° bzw.
A £ B= B’ £ A° gilt. Ist ¢ entweder monoton wachsend oder monoton fallend,
dann heiBt sie monoton.

Definition 2. Eine ternire Relation (x*x) auf der Menge .# heiBt Zwischenrelation,
wenn folgende Bedingungen fiir alle 4, B, C, X € ./ erfiillt sind:

(Z1) (ABC) = (CBA4),
(Z2) (ABC) v (ACB) v (CAB),
(Z3) (ABC) A (ACB)= B = C,
(Z4) (ABC) = (4BX) v (XBC).
Gilt (ABC), dann liegt B zwischen A und C.

Aus den Axiomen (Z1) bis (Z4) folgen nachstehende Beziehungen (Z5) bis (Z7)
([3], S. 24):

(Z5) (ABC) A (ACD) = (ABD) A (BCD),

(Z6) (ABC) A (BCD) = (ACD) v B = C,

(Z7) (A4B) A (4BA) = A = B.

Satz 1. Sei (x**) eine Zwischenrelation auf der Menge #. Sind 0, 1 zwei ver-
schiedene Elemente von M, dann gibt es eine Anordnung <, von # mit 0 <y, 1
und (ABC)<>A <¢;B<0;CVv CZ¢ B=<g A Ist (M,Z) eine geordnete
Menge, dann (ABC):<>A<B<Cv C<BZXA ist eine Zwischenrelation

auf M. Erkldren wir durch diese Zwischenrelation eine Anordnung <., von M
fiir zwei verschiedene Elemente 0, 1 € .#, dann gilt

A<B, falls 0<1
B=<A, fals 1<0.

Zum Beweis siehe [3], §2.2.
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Definition 3. Es sei o = (2, &, I) eine Inzidenzstruktur im Sinne von Dembowski
[1] und sei auf £ eine solche Aquivalenzrelation || (Parallelitit) erklart, daB zu
beliebigen P € 2, -p € & genau eine Gerade g mit p || g und P I g existiert. o heiBt
eine affine Kligenbergsche Ebene (kurz AK-Ebene), wenn es eine affine Ebene
o' = (#, %', 1) und einen Epimorphismus » von & auf &/’ [1] gibt und folgende
Forderungen erfiillt sind:

(K1) P,Qe®, Px + Qx=13pe &; P,Q1p,

(K2) pg e, pxfqx=3'Pe?; Plp,q.

Bemerkung 2. Als Folgerung der Definition 3 ergibt sich a || b = ax || bx. Zur
Vereinfachung schreiben wir weiter P bzw. p anstatt Px bzw. px fiir Pe & bzw.
pe Z. Die Punkte P, Q heiBen benachbart, wenn P = Q, anderenfalls sind P, Q
fern. Genauso sind die Geraden a, b mit @ = b bzw. @ + b benachbart bzw. fern.
Die einzige nach (K1) durch die Punkte P, Q bestimmte Gerade p wird mit p = PQ
bezeichnet. Mit P = p[T] q bezeichnet man den nach (K2) durch die Geraden p, ¢
bestimmten Punkt P.

Bemerkung 3. Im folgenden bedeutet L(4, a) eine Parallele zur Geraden a durch
den Punkt 4. Die Menge II(a) aller zu a parallelen Geraden heiBt eine Richtung.
Mit P(a) bezeichnen wir die Menge aller Punkte der Geraden a, d.h. P(a) =
= {X/X 1 a}. Mit F(P, p) bezeichnen wir dic Menge aller Punkte der Geraden p,
die zum Punkt P I p benachbart sind, d.h. F(P, p) = {X/X 1 p, X = P} fiir PI p.

Definition 4. Es seien g, g’ zwei Geraden der AK-Ebene &/ und II(h) eine Richtung
mit g 4 h, g’ k h. Eine Abbildung ¢ : P(g) —» P(g’) mit ¢(4) = g’ 1 L(4, h) fiir
A € P(g) heiBt eine Parallelprojektion von g auf g’ mit der Richtung II(h). Solche
Parallelprojektion wird mit ¢(g, g’, II(h)) bezeichnet.

Bemerkung 4. Jede Parallelprojektion ¢(g, g’, I1(h)) ist eine bijektive Abbildung
von P(g) auf P(g’).

Definition 5. Eine AK-Ebene &/ heiBt fastgeordnet, wenn es auf jeder Geraden
von & mindestens drei voneinander ferne Punkte gibt und fiir jede Gerade g eine
Zwischenrelation auf P(g) erklrt ist, welche bei Ubergang zu einer anderen Geraden
mittels einer Parallelprojektion stets erhalten bleibt.

Bemerkung 5. Unter der Bezeichnung (4BC), versteht man, daB die Punkte 4, B, C
in der Geraden g enthalten sind und der Punkt B zwischen A4 und C in der auf P(g)
erkliarten Zwischenrelation liegt.
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Definition 6. Es sei I'I(h) eine Richtung in der fastgeordneten AK-Ebene &/ und g
eine Gerade mit g } h. Fiir beliebige hy, hy, hy € II(h) setzen wir (hyhyhs)ga : <>
<> (4,4,43),, wo A; = h; T g fiir alle i € {1, 2, 3} sind.

Bemerkung 6. Mit Definition 6 wird in jeder Richtung II(h) eine Zwischenrelation
(#*%) sy eingefiihrt, die von der Wahl der Geraden g mit g } h unabhingig ist. Ist g
eine Gerade, dann 1dBt sich nach Satz 1 auf P(g) ein Paar voneinander inversen
Anordnungen durch (x*x), erkliren. Ahnlich lassen sich auch in jeder Richtung
I1(h) zwei Anordnungen durch (***)p,, einfiihren.

Bemerkung 7. Sind die Punkte A, B, C in den Geraden g und g’ enthalten, dann
(ABC), <> (ABC),. ([4], Satz 3). Wird es im folgenden deutlich, daB die Punkte
A4, B, C in der Geraden g enthalten sind, dann schreibt man kurz (4BC) statt (4BC),.

Satz 2. Sind X, Y zwei Punkte einer Geraden g der fastgeordneten AK-Ebene o,
dann existieren unendlich viele Punkte Q bzw. R mit (QXY) bzw. (XYR), die
zu X, Yund auch voneinander fern sind.

Beweis. 1. Es seien X, Y Punkte einer Geraden g. Zunichst beweisen wir, daB
ein Punkt Q bzw. R mit (QXY) bzw. (X YR) existiert, der zu X und Y fern ist.

a) Es seien X, Y fern. Wir wiihlen eine Gerade h mit h | g und h + §. Unserer
Annahme nach gibt es auf  drei voneinander ferne Punkte 4, B, C (Abb. 1). Nach
(22) ist (ABC) v (ACB) v (BAC). Es sei z.B. (ABC). Setzen wir a = L(4, BX),
dann wegen B + C und BX # CX gilt @ J CX und daher gibt es einen Punkt

/A b\ h

A" = a1 CX. Wir setzen weiter b = L(4’,CY) und Q = b[]g. Dann ist
@1(h, CX, I1(BX)) eine Parallelprojektion mit ¢,(4) = 4', ¢,(B) = X, ¢,(C) = C,
woraus sich (4BC) = (4’XC) ergibt. Genauso ¢,(CX, g, [I(CY)) ist eine Parallel-
projektion mit ¢,(4') = Q, ,(X) = X, ¢,(C) = ¥, was (4’XC) = (QXY) impliziert.
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Aus 0 = X bzw. Q0 = Y folgt unserer Konstruktion nach X = Y, also ein Wider-
spruch. Somit ist Q fern zu X und Y. Analog l4Bt sich ein Punkt R mit (X YR) kon-
struieren, der fern. zu X, Y ist.

b) Seien X, Y benachbart. Wir beweisen die Existenz eines Punktes Q mit (QXY),
der fern zu X und Y ist. Es gibt einen Punkt M von g, der fern zu X und folglich
auch zu Yist. Nach (Z2) ist (MXY) v (XMY) v (XYM). Gilt (MXY), so geniigt M
unseren Forderungen. Es sei (XMY). Wegen X + M gibt es nach a) einen Punkt Q
mit (QXM) und Q + X, Q + M. Aus (Z6) folgt (QXM) A (XMY)=(QMY) v
v X = M und wegen X + M ergibt sich also (QMY). Nach (Z5) gilt dann (QXM) A
A (QMY)= (QXY)und Q hat die verlangten Eigenschaften. SchlieBlich sei (X YM).
Nach a) gibt es wieder einen Punkt Q mit (QXM) und Q + X, § + M. GemiB
(25)ist (MYX) A (MXQ) = (YXQ), also (QXY). Analog erkliren wir einen Punkt R
von g mit (XYR)und R + X, R + Y.

2. Es sei Q ein Punkt von g mit (QXY) und Q + X, Q % Y. Nach 1 gibt es einen
Punkt @, mit (Q;0X) und Q, + 0, @, + X. Nach (Z2) ist (XQ,Y) v (XYQ,) v
v (Q,XY). Gilt (XQ,Y), dann folgt aus (Z5): (XQQ,) A (XQ,Y)= (XQY) und
(Z3) impliziert (XQY) A (QXY)= Q = X, also einen Widerspruch zu Q + X.
Es sei (XYQ,). Nach (Z6) erhdlt man (QXY) A (XYQ,)=(QYQ;) v X =Y.
Ist X + Y, dann ergibt sich nach (Z5): (Q;YQ) A (Q:0X) = (YQX) und nach (Z3):
(YOX) A (YXQ)= Q = X, also wieder in Widerspruch. Fiir X % Y gilt also
(Q,XY)und fiir X = Yergibt sich nach (Z7) auch (Q;XY). Nach Fall 1 gibt es weiter
einen Punkt Q, mit (Q;Q,X) und @, *+ 0;, @, + X, woraus nach obigem (Q,XY)
folgt. Diesem Verfahren nach erhalten wir unendlich viele voneinander ferne Punkte
0 mit (QX Y). Analog 148t sich die Existenz unendlich vieler voneineander ferner
Punkte R mit (X YR) nachweisen.

Definition 7. Es sei g eine Gerade der fastgeordneten AK-Ebene /. Nach Defini-
tion 6 und Bemerkung 6 fiihren wir in I1(g) eine Anordnung < ein. Die Teilmengen
Hf ={4 l g<L(4,9)},H ={4 I‘L(A, g) < g} von 2 heiBen durch die Gerade g
erkliarte Halbebenen.

Bemerkung 8. Die Zwischenrelation (s*#)p,) hervorruft zwei inverse Anordnungen
< und <’ auf II(g). Sind H;, H; bzw. #, , #, die zu < bzw. <’ gehorigen Halb-
ebenen, dann H; = #, und H, = #. Es wird ferner angenommen, daB in 1(g)
eine feste Anordnung < gewihlt ist.

Satz 3. Sind H, H, die durch eine Gerade g erkldrten Halbebenen, dann gilt:

H) h|g=>h=gvVv P(h) = H} v P(h) < H.

(H2) Ist h eine Gerade mit h + g und sind X,Y,Z Punkte mit X,Y,Z1h,
Y1g, dann (XYZ) A X e Hf = Z e HF U P(9).
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(H3) Ist h eine Gerade mit h + g und X, Y,Z Punkte mit X,Y,Z1h, Ylg,
dann X e H; A Ze H; = (XYZ).

(H4) X nonlg, X e (H; v H )\ (H; n H).
(H5) HY A H =90.
(H6) H; v H; = 2\ P(g).

Beweis. Ad (H1) Es sei h eine Gerade mit h | g und h % g. Dann gilt entweder
g < h oder h < g. Nach Definition 7 erhélt man daraus P(h) = H v P(h) = H, .

Ad (H2) Es gelten die Voraussetzungen von (H2) mit X € H,. Wir setzen a =
= L(X,g) und b = L(Z, g). Wegen h }f g und (XYZ) gilt nach Definition 6 a <
Sgsbvbs<g=<a Wegen XeH/ ist g<a, also b<g<a. Gilt b=g,
dann Z I g. Anderenfalls ist P(b) = H; und Z € H, . Analog verfahren wir im Falle
XeH,.

Ad (H3) Wir setzen a = IX, g), b = L(Z, g). Wegen X e H] und Ze H, gilt
b < g < a und wegen h } g erhilt man daraus nach Definition 6 (X YZ).

Die Richtigkeit der Behauptungen (H4) bis (H6) folgt unmittelbar aus Definition 7.

Satz 4. Es sei auf jeder Geraden der AK-Ebene o/ eine Zwischenrelation erkldrt.
Ist g eine Gerade von of und sind H; , H; Mengen, welche (H2) und (H4) erfiillen,
dann erfiillen sie auch (H3), (H5) und (H6).

Beweis. Wir nehmen an, daB (H2) und (H4) fiir H; und H, gelten.

1. Zunichst wollen wit H, n P(g) = 0 beweisen. Es sei 4€ H; n P(g). Nach
(HA4) gibt es einen Punkt X nonIg mit Xe H; U H, und X ¢ H n H, .

a) Essei X non1g. Aus A1 g folgt X + A und daher gibt es eine Gerade h = AX.
Wegen X non1g ist h & g und folglich k j . Nach (Z7) gilt (44X) und aus (H2)
folgt (A4X) A Ae H =X e H; U P(g). Wegen X nonlg ist also X € H; und
gemdB X ¢ Hy n H, gilt X ¢ H, . Nach Satz 2 gibt es einen Punkt Q I h mit (Q4X)
und Q #+ A4, Q + X. Aus h + g folgt daraus Q nonIg und nach (H2) ergibt sich
(AAQ) A Ae H] = Qe H,. Gleichzeitig aber gilt (QAX) A Qe H, = XeH,,
was ein Widerspruch ist. Somit gibt es keinen Punkt 4 mit A€ H, n P(g).

b) Es sei X I§. Durch X fiihren wir eine Gerade h mit h }f § und setzen Y =
= h [ g. Es gibt einen Punkt Q mit (QYX) und § # Y, @ + X. Unserer Annahme
nach ist Xe H; UH,, also XeH,; v XeH,. Sei Xe H;. Nach (H2) erhilt
man (XYQ) A X e H; = Qe H, . Gilt zugleich Q € H;, dann (QYX) A Qe H; =
=XeH,, was X ¢ H n H, widerspricht. Somit erhalten wir Jnonlg, Qe
€H; U H, und Q¢ H; n H,; . Mit Anwendung von Q statt X verfahren wir weiter
analog zu a).

Ahnlich wie in a), b) 148t sich auch H, n P(g) = 0 beweisen.
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2. Wir wollen die Giiltigkeit von (H6) beweisen. Nach Teil 1 geniigt es X non I g =
= X e H U H, zu zeigen. GeméB (H4) gibt es einen Punkt A mit AnonIg und
AeH; UH,.SeizB. Ae H; . Durch A fiithren wir eine Gerade h mit h } g und
setzen B = h [ g. Nach Satz2 gibt es einen Punkt C1h mit (4BC) und C # 4,
C + B. Wegen Cnon1g folgt dann aus (H2): (ABC) A Ae H; = CeH, .

a) Ist XnonIg und X nonIh, so gilt X + 4, X + C und mithin gibt es die
Geraden a = AX, ¢ = CX. Wegen A & C gilt a ¢ und folglich a g v ¢ ¢ g.

Abb. 2

o) Es sei @ J g (Abb. z). Setzen wir Y= alTlg, so (4YX) v (XAY)v(4XY).
Gilt (AYX), dann nach (H2) erhalt man (AYX) A Ae H; = X € H;. Ferner sei
(XAY). Es gibt einen Punkt Z 1 a mit (AYZ)und Z + A4, Z + ¥, also mit Znon I g.
Nach (Z6) ergibt sich (XAY) A (AYZ)= (XYZ) v A=Y und wegen Anonlg
ist (XYZ). Unter Anwendung von (H2) erhilt man schrittweise (AYZ) A Ae H =
=ZeH, und (ZYX) A Ze H; = X e H,. SchlieBlich sei (AXY). Nach Satz 2
gibt es einen Punkt ZIa mit (XYZ) und Z + X, Z + Y. Wegen X nonIg und
ajgist X + Yund aus (Z6) folgt daher (AXY) A (XYZ) = (AYZ). GemidB (H2)
ergibt sich dann (AYZ) A Ae H) =ZeH, und (ZYX)A ZeH; = XeH,. In
den allen untersuchten Fillen gilt also X e H; U H .

B) Es sei a ]| g und folglich ¢ } g. Unter Anwendung von C beweisen wir analog
zua), daB X e H U H, gilt.

b) Essei X nonIgund X I h. Wihlen wir einen geeigneten Punkt 4’ mit A’ non1 g
und A’ non Ik, so gilt nach a) A’ e H; U H, . Ferner 1aBt sich analog wie unter a)
mit A’ verfahren. ‘

3. Wir beweisen die Giiltigkeit von (H5). Nehmen wir zunichst an, daB ein
Punkt A€ H; N H, existiert. Ndach Teil 1 ist dann" A nonIg. Es sei X ein Punkt
mit X e (H; v H;)\(H; nH;), also mit XeH,, X¢H, v X¢H,, XeH,.
Esseiz.B. XeH, und X ¢ H, .

a) Wir nehmen 4 + X an und setzen h = 4X.
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@) Sei by g. Ist Y= h[1g,so(AYX) v (AXY) v (XAY). Es sei (AYX). Wegen
X non I g ergibt sich nach (H2) (AYX) A Ae H = X e H,, also ein Widerspruch.
Ferner sei (AXY). Es gibt einen Punkt Q 1 h mit (AYQ) und § + 4, § + Y, also
mit Qnonlg. Aus (H2) folgt (AYQ) A Ae H, = Qe H,; und aus (Z5) dann
(AXY) A (AYQ) = (X YQ). Dies gibt aber einen Widerspruch zu (H2), denn (QYX) A
A QeH; =X eH,. SchlieBlich sei (XAY). Fiir den im vorangehenden Falle
erklirten Punkt Q gilt nach (Z6) (XAY) A (AYQ) = (XYQ) v A = Y, also (XYQ),
denn A #+ Y. Unter Anwendung von (H2) erhélt man wieder X € H, .

B) Es sei h | §. Wir wihlen eine Gerade p durch A mit p ¥ § und setzen Y = p[Tg.
Ferner wihlen wir auf p einen Punkt Q mit (4YQ) und O + 4, Q0 + Y. Offenbar
ist 0 + X, XQ 4 g und wegen A € H n H, erhélt man nach (H2) Qe H n H; .
Weiter gehen wir analog zu «) vor, nur benutzen wir den Punkt Q statt 4.

b) Essei A = X. Durch A fiihrén wir eine Gerade p mit p § § und auf p bestimmen
wir nach a), B) einen Punkt Q mit Q € H} nH;, Q + X und ferner verfahren wir
unter Anwendung von Q analog zum Fall a).

4. Wir beweisen, daB (H3) gilt. Es sei h eine Gerade mit  } § und seien X, Y, Z
Punkte mit X, Y,ZI1h, YIg und XeH,, Ze H;. GemiB (Z2) ist (XZY) v
v (YXZ) v (XYZ). Es sei (XZY). Nach Satz 2 gibt es einen Punkt R I h mit (ZYR)
und R #+ Z, R + Y. Wegen Rnonlg erhilt man nach (H2) (ZYR) A Ze H, =
= ReH,. Aus (Z6) folgt (XZY) A (ZYR)=>(XYR) v Z = Y. Wegen Znonlg
ist Z + Y und deswegen (XYR). Nach (H2) ergibt sich dann (XYR) A X € H, =
= ReH,, was H} n H; = 0 widerspricht. Es sei (YXZ). Es gibt einen Punkt Q
mit (QYX) und Q + X, Q + Y. GemédB X e H, und QnonlIg folgt aus (H2) Qe
e H,. Nach (Z6) ist (ZXY) A (XYQ)=(ZYQ) v X = Y und wegen X e H, =
= X non1g erhilt man daraus (ZYQ). Nach (H2) gilt dann (ZYQ) A Ze H, =
= Qe H,;,also Qe Hy n H,, was wieder ein Widerspruch ist. Laut (Z2) soll daher
(XYZ) gelten.

Satz 5. Ist auf jeder Geraden der AK-Ebene </ eine Zwischenrelation erkldrt,
dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(1) & ist fastgeordnet.
(2) Es gibt Halbebenen H , H, fiir jede.Gerade g.
(3) Fiir jede Gerade g gibt es Mengen H, , H, , die (H1), (H2), und (HA4) erfiillen.

Beweis. (1) = (2) Ist o fastgeordnet, dann 1dBt sich nach Definition 6 und Be-
merkung 6 eine Anordnung in jeder Richtung I1(g) erkliren und durch diese die
Halbebenen H, , H, nach Definition 7 bestimmen.

(2) = (3) Gibt es Halbebenen H, , H, fiir eine Gerade g, dann nach Satz 3 sind
(H1), (H2) und (H4) erfiillt.
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(3) = (1) Wir nehmen an, daB fiir jede Gerade g solche Mengen Hy, H; existie-
ren, fiir die (H1), (H2) und (H4) erfiillt sind. Es sei ¢(g, g'> I(h)) eine Parallelprojek-
tion. Nach Definition 4 gilt dann g } & und g’ } k. Sind 4, B, C Punkte von g und
setzen wir A’ = ¢(4), B’ = ¢(B), C' = ¢(C), dann 4, A’ 1 hy, B, B'1 h,, C,C' 1 h,
mit hy, h,, hy € II(h). Es sei dabei (ABC). Wir wollen (4'B'C’) beweisen. Gilt 4 = B,
dann ist auch A’ = B’ und nach (Z7) ergibt sich (4'B'C’). Ahnlich geht man in den
Fillen B = Cund A = C vor. Es seien also A4, B, C voneinander verschieden. Wegen
g + h, giltdann 4, C non I h,. Da ¢ eine bijektive Abbildung ist, sind auch 4', B’, C’
voneinander verschieden und gemiB g’ # h, ist A’non I h, und C' nonI h,. Nach
Satz 4 gilt Hy, U H,, = #\ P(g) und wegen Anonlh, erhilt man daraus Ae
€ H," U Hy,. Es sei z.B. A€ Hy;,. Nach (H2) und wegen C non I h, ergibt sich dann
(ABC) A AeHy, = CeH,,. Wegen AL hy und CI h, folgt aus (H1) P(h,) = Hy,
und P(h;) = H,,, also A’ € H,, und C’ € H,,. Da nach Satz 4 auch (H3) gilt, folgt
dauraus (4'B'C).

Definition 8. Eine Teilmenge F (P, p) einer fastgeordneten AK-Ebene heifit konvex,
falls aus X, Z € F(P, p), YI p und (XYZ) stets Ye F(P, p) folgt. Eine fastgeordnete
AK-Ebene heiBit konvex, falls F(P, p) fiir jedes Paar (P, p) mit P I p konvex ist.

Satz 6. Ist of eine fastgeordnete AK-Ebene, dann sind folgende Behauptungen
dquivalent:

(1) Es gibt eine konvexe Teilmenge F(P, p) von .
(2) o ist konvex.

(3) Sind a, b zwei Geraden von o/, < eine durch die Zwischenrelation auf P(a)
erkldrte Anordnung von P(a) und h, k Geraden mit h |k, h ¥ a, h ) b, dann ist
das Produkt der Parallelprojektionen ,(a, b, I1(h)), @1(b,a, II(k)) eine monoton
wachsende Abbildung von (P(a), <) auf (P(a), ).

(4) Sind g, h Geraden mit § # h und A, C Punkte mit A,C1h,AcH,CeH,,
dann gibt es einen Punkt B mit B1 h, g.

(5) Haben die Geraden g, h mit g + h keinen Punkt gemeinsam, dann P(h)
ist in einer durch g erklirten Halbebene enthalten.

~ Beweis. (1) = (2) Siehe [4], Satz 10.

(2) = (3) Sei o konvex und seien dabei die Voraussetzungen von (3) erfiillt.
Ist <’ eine durch die Zwischenrelation auf P(b) erklirte Anordnung von P(b),
dann ist ¢ nach Satz 4, [4] eine monotone Abbildung von (P(a), <) auf (P(b), <').
Da auch ¢, : (P(b), <') = (P(a), £) monoton ist, ist ebenso ¢ = ¢,¢,; monoton.
Nach Satz 1 geniigt es also zu zeigen, daB 4 < B = ¢(A4) < ¢(B) fiir ein Paar
A, B1 a gilt. Es seien also A, B zwei ferne Punkte von a mit A < B. Wird 4’ = (p(A),
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B’ = ¢(B) gesetzt, wegen k | k sind dann A4, A’ bzw. B, B’ benachbart und wegen
A * B sind daher A’, B’ fern. Nach (Z2) gilt (44’B) v (A’4B) v (ABA’) und zu-
gleich (AB'B) v (B'AB) v (ABB’). Da o konvex ist, gilt (ABA)A A = A'=A=B
und (B'AB) A B’ = B = A = B, was ein Widerspruch zu 4 =+ B ist. Mithin erhalten
wir ((44'B) v (A'AB)) A ((AB'B) v (ABB’)). Es sei (AA'B) A (AB'B). Wegen
A < Bfolgtdaraus 4 < A’ < B A A< B < B.AusB' < A’ ergibtsich A < B’ <
< A' < Bund (AB’'A’), woraus A’ = B’, also ein Widerspruch folgt. Wegen 4’ + B’
erhilt man daher A’ < B'. Gilt (AA'B) A (ABB’),dannist A < A’ <BA A<BZX
SB und ASA <B=<B, also A' <B'. Aus (4'AB) A (AB'B) folgt A’ <
SA<BAA<B £Bund A £ A< B £B, also A < B'. Es sei schlieBlich
(4'AB) A (ABB’). Dann gilt /' S A<BAA<B=<B und A/ SA<B<BHB,
also A’ < B'. Wegen A < B = ¢(4) < ¢(B) ist ¢ monoton wachsend.

a
A /

C h

/\o

Abb. 3

(3) = (4) Es seien g, h Geraden mit § % h, A, C Punkte mit 4,C1h, AeH},
Ce H; und sei vorausgesetzt, daB g, h keinen Punkt gemeinsam haben. Dann gilt
g | k. Sind g und h parallel, dann aus (H1) und 4 € H; folgt P(h) = H,, was ein
Widerspruch zu CIh und Ce H, ist. Es sei also g J h. Setzen wir k = L(4, g),
dann k = h und P(k) = H, (Abb. 3). Wegen Ce H, ist also CnonI k. Durch C
fithren wir eine Gerade a mit @ ¥ §. Dann @ J k und a schneidet k, g in den Punkten
X,Y. Wegen Cnonlk ist C + X, wegen kK = h ist C = X und wegen g =+ k ist
YnonIk, Y+ 4, Y+ X. Nach (H3) erhilt man XeH, A CeH, na +gj=
= (XYC). Setzen wir b = AY, dannist bk, b} h. Daa jf k und a ¥ k gilt, sind
¢4(a, b, II(h)), @,(b, a, I1(k)) Parallelprojektionen. Ist < eine durch die Zwischen-
relation auf P(a) erklirte Anordnung von P(a), dann wegen & || k ist ¢ = 9,0,
eine monoton wachsende Abbildung von (P(a), <). Esseiz.B.X < Y. WegenX + Y
und (XYC) gilt dann X < Y < C. Zugleich ist ¢(C) = X, ¢(Y) = Y und mithin
Y < C=¢(Y) < ¢(C)= Y < X, was aber ein Widerspruch ist. Somit haben g, h
einen Punkt gemeinsam.

(4) = (5) Es seien g, h Geraden mit § # h, die keinen Punkt gemeinsam haben.
Gibt es Punkte 4, C von h mit A € H] und C € H,, dann haben g, h nach (4) einen
Punkt gemeinsam, was ein Widerspruch ist.
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(5) = (1) Es sei p eine Gerade und P ein Punkt mit P I p. Ferner seien X, Y, Z
Punkte mit X, Z € F(P, p), YI p und (XYZ). Gilt X = Z, dann ist nach (Z7) X = Y
und Ye F (P, p). Ferner nehmen wir an, daB X, Y, Z voneinander verschieden sind.
Durch Y fithren wir eine Gerade g mit § # p und setzen g’ = L(X, g) (Abb. 4).

p

Dann ist §' + p, g’ £ g und ZnonIg. Wihlen wir auf g’ einen Punkt D mit
Dnonl p,dannist D + Z und es gibt eine Gerade h = DZ. Essei Y + X und folglich
Y4+ Z Danngilt g+ g und g+ h Wegen g || §', 5 = hund § + h haben g, h
keinen Punkt gemeinsam. Da g’ # g ist, erhdlt man nach (H1) P(g’) = H; v
v P(g') « H;. Es sei P(g') = H;, also X, De HS. GemaB (H2) gilt wegen
Znonlg:XeH A(XYZ)=ZeH,. Die Gerade h enthilt zwei Punkte D, Z
mit De H; und Ze H,, was ein Widerspruch zu (5) ist. Somit ist ¥ = X und
Ye F(P, p).

Satz 7. Ist eine fastgeordnete AK-Ebene &/ konvex, dann lift sich auf jeder
Geraden der zu sf gehirigen affinen Ebene o4’ (Definition 3) eine Zwischenrelation
derart erkldren, da o' im Sinne von 5] geordnet ist.

Zum Beweis siche [4], Satz 12.

Definition 9. Es sei &/ eine AK-Ebene. Eine Abbildung ¢(g, g’, I1(h)) aus der
Definition 4, wo g } h nicht notwendig erfiillt werden muB, heiBt verallgemeinerte
Parallelprojektion, kurz V-Parallelprojektion.

Satz 8. Eine V-Parallelprojektion ¢(g, g’, II(h)) ist eine bijektive Abbildung
von P(g) auf P(g’) genau dann, wenn sie eine Parallelprojektion ist.

Beweis. Es sei ¢(g, g', II(h)) eine V-Parallelprojektion. Gilt gk h, dann ist
offenbar ¢ eine bijektive Abbildung von P(g) auf P(g’). Es sei g | h. Wegen g’} h
ist g ¥ g’ und g, g’ schneiden sich in genau einem Punkt P. Sei A ein beliebiger
Punkt von g. Setzen wir a = L(4, h) und 4’ = a1 g’, dann ist ¢p(4) = A’. Wegen
a| hista| h und wegen h || § erhilt man daraus a | g. Aus Ala,g folgt dann
a =g und 4’ = P. Somit erhilt man ¢(P(9)) < F(P, 9")-
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Definition 10. Eine fastgeordnete AK-Ebene o heiBt geordnet, wenn die Zwischen-
relationen auf der Geraden von &/ durch alle V-Parallelprojektionen reproduziert
werden.

Bemerkung 9. Es sei o/ eine (gewohnliche) affine Ebene. Sind g, h parallele Geraden
von o/ und g’ eine Gerade mit g’ } h, dann ist ¢(g, g’, I1(h)) eine V-Parallelprojek-
tion, die keine Parallelprojektion ist. Ist o7 fastgeordnet, dann ist sie zugleich geordnet.
In einer anderen Arbeit des Verfassers: ,,Fastgeordnete und geordnete lokale Ringe
und ihre geometrische Anwendung* werden solche AK-Ebene gefunden, die fast-
geordnet aber nicht geordnet sind.

Satz 9. Sei of eine geordnete AK-Ebene. Sind X, Y zwei verschiedene Punkte
einer Geraden g von </, dann gibt es unendlich viele voneinander verschiedene
Punkte von g, die zwischen X, Y liegen.

Beweis. Es seien X, Y zwei verschiedene Punkte einer Geraden g. Wir wihlen
eine Gerade h mit h || g und h + g. Auf h gibt es drei voneinander ferne Punkte
A4, B, C. Es sci z.B. (ABC). Ist b = L(B, AX), dann wegen 4 + C und 4X + CX
gilt b} CX und b, CX schneiden sich in genau einem Punkt B’ (Abb. 5). Wegen

Abb. 5

CY # § schneiden sich auch g, ¢ = L(B’, CY) in genau einem Punkt P. ¢,(h, CX,
II(AX)) ist eine Parallelprojektion, denn AX 4 h und AX }f CX. Aus ¢,(4) = X,
¢4(B) = B’, ¢,(C) = C’ folgt dann (4BC) = (XB'C). Wegen CY } g ist ¢,(XC, g,
I1(CY)) eine V-Parallelprojektion mit ¢5(X) = X, ¢,(B’) = P, ¢,(C) = Y, woraus
(XB'C) = (XPY) folgt. Da 4, B, C voneinander fern sind, sind auch X, B’, C fern.
Wegen X + C ist dabei CX # CY. Aus X = P folgt ¢ = CX und CX = CY, also
ein Widerspruch. Aus P = Y folgt hnlicherweise ¢ = CY und CX = CY. Die
Punkte X, P, Y sind also voneinander verschieden. Da P, Y verschieden sind, 14Bt
sich nach obigem einen Punkt P, I g mit (PP,Y) und P, #+ P, Y erkliren.Nach (Z2)
gilt dann (P,XY) v (P,YX) v (XP,Y). Ist (P,XY), dann erhdlt man nach (Z5)
und (Z3) (YPX) A (YXP;) = (YPP,) und (YPP,) A (PP,Y)= P = P,, was aber
ein Widerspruch ist. Analog ergibt sich ein Widerspruch mit (XPY) A (XYP;) =
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= (PYP,) und (PYP,) A (PP,Y)= P, = Y. Somit ist (XP,Y). Aus X = P, folgt
wegen (Z3) (XPY) A (PP,Y)= (P,PY) A (PP,Y)=P = P,, also ein Wider-
spruch. Die Punkte X, P, sind also verschieden. Ferner 148t sich ein Punkt P, mit
(P,P,Y)und P, + P,, P, + Y konstruieren, wobei (XP,Y) und P, + X gilt. Diese
Prozedur 148t sich weiter ausdehnen.

Bemerkung 10. Sind die Punkte X, Y aus Satz 9 benachbart, dann sind die im Be-
weis dieses Satzes konstruierten Punkte P, P, P,, ... mit X und Y benachbart. Somit
gilt: Zwischen zwei verschiedenen benachbarten Punkten einer Geraden g liegen
unendlich viele voneinander verschiedene und benachbarte Punkte. Sei &/ fast-
geordnet. Sind die Punkte X, Y fern, dann ist die im Beweis des Satzes 9 erklirte
Abbildung ¢, eine Parallelprojektion, denn es gilt CX + CY. Daher gibt es einen
Punkt P mit (XPY), der zu X und Y fern ist. Zwischen zwei fernen Punkten einer
Geraden g gibt es also unednlich viele voneinander ferne Punkte. Sind aber X, Y
benachbart, dann gilt XC = YC und ¢, ist keine Parallelprojektion. In diesem Fall
wird also die Existenz eines Punktes von g zwischen X, Y durch unsere Konstruktion
nicht verborgen.

Sei o eine fastgeordnete AK-Ebene und seien g, h zwei benachbarte Geraden, die
mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Wir betrachten folgende Behauptungen:

(H2) X,Y,Z1h, Y1g, (XYZ), XeH = ZeH} U P(g),
(H3) X,Y,Z1h, Ylg, XeH;, Ze H; = (XYZ),

(F1) X,Y,Z1h, X,Z1g, (XYZ)=> Y1y,

(F2) X,Z1h, XeH}, ZeH; =3Y1h,g, (XYZ),

(F3) g+ h=3X, Z1h, XeH}, YeH,.

Satz 10. Ist of eine fastgeordnete AK-Ebene, dann sind folgende Behauptungen
dquivalent: -

(1) o ist geordnet.

(2) In o gelten (F1), (F2) und (F3).
(3) In o gelten (H'3) und (F3).

(4) In o gilt (H2).

Beweis. (1) = (2)

Ad (F1) Es gelten die Voraussetzungen von (F1). Durch den Punkt X fiihren wir
eine Gerade p mit p } g. Da g, h benachbart sind, gilt auch p 4 h und p, h schneiden
sich in genau einem Punkt X. Betrachten wir eine V-Parallelprojektion ¢(h, p, I1(g)),
dannist o(X) = ¢(Z) = X, ¢(Y) = Y’ mit Y’ = L(Y, g) [l p. Hieraus folgt (XYZ) =
= (XY’Z) und nach (Z7) dann X = Y". Somit ist L(Y,g) = g und YIg.
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Ad (F2) Seien die Voraussetzungen von (F2) erfiillt, wo mit Y ein gemeinsamer
Punkt von g, h bezeichnet wird. Setzen wir g, = L(X, g) und g, = L(Z, g), dann
ist g4 + g, g, + g und P(g,) = H;, P(g,) = H, . Der Definition von H, und H,
nach gilt g, < g < g, in der Anordnung von II(g). Wahlen wir eine Gerade p mit
P X g und bezeichnen wir mit X', Y’, Z’' ihre Schnittpunkte mit g,, g, 4,, dann nach
Definition 6 ist (X ! Y’Z’). Die Punkte X', Y’, Z’ sind zugleich die Bilder von X, Y, Z
in der V-Parallelprojektion ¢(h, p, I1(g)). Gilt (XZY), dann ist (X'Z'Y’), denn o/
ist geordnet. Aus (X'Y'Z') A (X'Z'Y’) folgt dann nach (Z3) Z' = Y’, was ein
Widerspruch ist. Analog ergibt sich (YXZ) = (Y'X'Z’) und (X'Y'Z') A (Y'X'Z') >
= X' = Y’, also wieder ein Widerspruch. Somit ist (X YZ).

Ad (F3) Es seien g, h zwei verschiedene benachbarte Geraden, die einen Punkt Y
gemeinsam haben. Wegen g = h gibt es einen Punkt X I h mit X nonIg. Dann
ist entweder X € H; oder Xe H, . Es sei zB. X e H; . Nach Satz 2 gibt es einen
Punkt Z von h mit (XYZ)und X + Z, Y + Z. Wegen g + hist Z non I g. Setzen wir
91 = L(X,g) und g, = L(Z, g), dann P(g,) = H. Wir wihlen eine Gerade p
mit p g und bezeichnen mit X', Y’, Z’ ihre Schnittpunkte mit g,, g, g,. Wegen
P(9,) = H gilt dann X' e H,. Ist ¢(h, p, 1(g)) eine V-Parallelprojektion, dann
o(X) = X', o(Y) = Y', 9(Z) = Z' und (XYZ) = (X'Y'Z’). Nach (H2) ergibt sich
(X'Y'Z) A X' eH} = Z' e H; U P(g). Wegen Znonlg ist g, + g und Z’' + Y',
woraus Z' € H; folgt. Dies bedeutet P(9,) = H, und Ze H, .

(2) = (3) Es geniigt (F1) A (F2) = (H'3) zu beweisen: Seien die Voraussetzungen
von (H'3) erfiillt. Nach (F2) gibt es einen Punkt BIg, h mit (XBZ). Firr X, Y, B
gilt nach (Z2) (XYB) v (XBY) v (BXY) und &hnlicherweise fiir Y, Z, B gilt (ZYB) v
v (YBZ) v (BZY). Aus (BXY) folgt nach (F1) X 1g, also ein Widerspruch zu
X e H;. Analog erhilt man auch im Falle (BZY) ein Widerspruch. Somit gilt
(XYB) v (XBY) und zugleich (ZYB) v (YBZ).

a) Sei (XYB) A (ZYB). Unter Anwendung von (Z5) und (Z3) ergibt sich (ZYB) A
A (ZBX) = (YBX) und (XYB) A (YBX) = Y = B, also (XBZ) = (XYZ).

b) Sei (XYB) A (YBZ). Nach (Z5) ist (XYB) A (XBZ) = (YBZ) und (XYB) A
A (XBZ) = (XYZ).

c) Ist (XBY) A (ZYB), dann gilt nach (Z5) (ZYB) A (ZBX) = (ZYX) = (XYZ).

d) Sei (XBY) A (YBZ). GemaB (Z2) ist (XZY) v (YXZ) v (XYZ). Aus (XZY)
erhilt man nach (Z5) und (Z3) (XBZ) A (XZY) = (BZY) und (BZY) A (ZBY) =
= Z = B, was Ze H; widerspricht. Aus (YXZ) folgt dhnlich (YBX) A (YXZ) =
= (BXZ) und (BXZ) A (XBZ) = X = B, was wieder ein Widerspruch zu X € H,
ist. Somit gilt (XYZ). '

(3) = (4) Es seien die Vorausetzungen von (H'2) mit X e H; erfiillt. Wegen
XeH; ist XnonIg und g % h. Wir nehmen Z € H; an. Nach (F3) gibt es dann
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einen Punkt M von h mit M € H, . Nach (H'3) erhilt man X e Hy A M e H, =
= (XYM) und Ze H; A MeH, = (ZYM). Fiir die Punkte M, X, Z gilt nach
(22) (MXZ) v (XMZ) v (XZM),

a) Sei (MXZ). Unter Anwendung von (Z5) und (Z3) erhilt man (ZYX) A
A (ZXM) = (YXM) und (YXM) A (XYM) =X =Y, also ein Widerspruch zu
XeH;.

b) Gilt (XMZ), dann ist (XYM) A (XMZ) = (YMZ) und (YMZ) A (MYZ) =
=Y = M, was M € H; widerspricht.

) Aus (XZM) folgt (MYZ) A (MZX) = (MYX) und (MYX) A (XYM) =X =
= Y, also wieder ein Widerspruch.

Da aus Z € H; ein Widerspruch zu (Z2) folgt, muB Z e H, u P(g) gelten. Analog
18Bt sich (XYZ) A X € H; = Z € H; U P(g) nachweisen.

(4) = (1) Es geniigt zu zeigen, daB jede V-Parallelprojektion, welche keine Parallel-
projektion ist, alle Zwischenrelationen reproduziert. Es sei also ¢(g, g’, II(h)) eine
V-Parallelprojektion mit g || h. Seien X, Y, Z Punkte von g mit (XYZ) und sei
X =¢(X), Y= ¢(Y) und Z’' = ¢(Z) gesetzt. Dann ist X, X Thy, Y, Y Lh,,
Z,Z'1 hy mit hy, hy, hye II(k) und h, = g, h; + g'. Gilt X I h, bzw. Z I h,, dann
ist hy = h, bzw. h, = hy; und wegen g’ + h, ergibt sich daraus X’ = Y’ bzw.
Y’ = Z', woraus nach (Z7) (X'Y'Z’) folgt. Wir nehmen an, daB X, Z non I h, ist.
Es seien H,,, H,, die zu h, gehorigen Halbebenen. Wegen H,, U H,, = 2\ P(h,)
und X nonIh, ist X e H;, v X € H;,. Sei z.B. X € H,,. GemiB (H'2) und wegen
Z non1h, ergibt sich (XYZ) A X € Hy, = Ze H,,, also P(hy) = H;, und P(h;) =
< Hy,. Somit ist X’'e H,, und Z’'e H,,. Wegen §’ # h, erhilt man nach (H3)
(x'y'z").

Bemerkung 11. Es sei &/ eine fastgeordnete AK-Ebene und seien g, h benachbarte
Geraden, die einen Punkt gemeinsam haben. Wir stellen schematisch den Verlauf
von g, h in den einzelnen Féllen dar.

a) Ist in o keine der Forderungen (F1) bis (F3) erfiillt, dann ist der Verlauf
von g, h durch die Anordnung von &/ nicht beeinfluBt.

b) Es gelten (F1), (F3) aber nicht (F2) (Abb. 6).
c) Es gelten (F1), (F2) aber nicht (F3) (Abb. 7).
d) Es gelten (F2), (F3) aber nicht (F1) (Abb. 8).
e) Es gelten (F1), (F2), (F3), d.h. o ist geordnet (Abb. 9).

In der Arbeit des Verfassers, die in der Bemerkung 9 erwidhnt wird, ist eine konvex
fastgeordnetc AK-Ebene konstruiert, in der (F1), (F3) aber nicht (F2) erfiillt wird
(Fall b)).
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Satz 11. Gilt in einer fastgeordneten affinen Hjelmslev-Ebene of [2] die For-
derung (F1), dann ist o/ konvex.

Beweis. Es sei &/ eine fastgeordnete affine Hjemslev-Ebene. Sei p eine Gerade
und P ein Punkt von & mit PIp und seien X, ¥, Z Punkte mit X, Z € F(P, p),
YIp, (XYZ). Gilt X = Z, dann (XYZ)=>X = Y und folglich Ye F(P, p). Gilt
X # Z, dann geht durch X, Z noch eine mit p verschiedene Gerade g, wobei g und D
benachbart sind. Die Punkte X, Y, Z und Geraden g, p geniigen den Voraussetzungen
von (F1) und mithin YIg. Wegen X, YIp,g und p + g gilt nach K)X=Y
und Ye F(P, p).

Definition 11. Eine Menge # = {4, 4,, A;, A1, A3, A3, Z, g, g', hy, hy, h3} von
Punkten und Geraden einer geordneten AK-Ebene heiBt Konfiguration vom Typ (K),
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falls es gilt: A;1g, (A;A4,A4,), Aj1g', A, + Z,Znonlg', Z1 h;, A;1h;, A;1h; fir
ie{1,2,3} (Abb. 10). Eine Konfiguration .# vom Typ (K) hat die Eigenschaft
(B1) bzw. (B2), falls 1(4,Z4}) A 11(AsZA3) bzw. (4,Z4)) A (43Z43) gilt.

Bemerkung 12. Es sei .# eine Konfiguration vom Typ (K). Wegen Z non I g’ und
Ajlg’ ist Z # A; und es 1Bt sich h; = ZA] setzen, wobei h; + g’ gilt. Wegen
A, + Zund Ay, Z1h, ist hy = ZA, = Z4).

Satz 12. Ist # = {A,, A,, A3, A}, A3, A3, Z, g, g', hy, hy, hy} eine Konfiguration
vom Typ (K), dann Ay 1 h, <> A} = A und A3 1 h, <> A; = A).

Beweis. Es sei A; 1 h,. Wegen A4,, A, 1 h,, g folgt aus (K2) 4, = A, und Z + 4,
impliziert 4, + Z. Mithin gilt h, = ZA}, = ZA, = h, = ZA, = ZA,. Da h, } §'
ist, haben g’, h, genau einen Punkt gemeinsam, woraus wegen A; 1 h,, g’ und
Ai1h,, g’ die Gleichheit A] = A, folgt. Sei A} = A,. Dann gilt h;, = ZA4| =
= ZA = h, und aus A, I h, folgt 4, 1 h,. Ahnlich beweisen wir die Aquivalenz
A3 1hy, <> Ay = A,

Satz 13. Sei in einer geordneten AK-Ebene eine Konfiguration # = {A,, A,,
Ay, Ay, Ay, A3, Z, g, @', hy,s hy, by} vom Typ (K) gegeben. Sind Ay, Ay, A voneinan-
der verschieden, dann gilt (4] A5A3) genau dann, wenn M entweder die Eigenschaft
(B1) oder (B2) hat.

Beweis. Sei .# eine Konﬁguration vom Typ (K) und seien A4}, A3, A} voneinander
verschieden. Wegen h, + g’ ist nach (K2) Ay, Aynon1h, und nach Satz 12 folgt
hieraus 4, AynonIh,.

1. a) Wir nehmen an, daB 4 die Eigenschaft (B1) besitzt (Abb. 10). Es seien
H,, H;, die zu h, gehorigen Halbebenen. Wegen A; non1h, ist 4, € Hy, v 4, ¢
€ Hy,. Sei A, € H),. Gilt dabei A € H;,, dann ergibt sich nach (H3) bzw. (H'3)
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Ay, A}, Z1hy, Z1h,, Aj€H,, AieH, = (4,ZA}), also ein Widerspruch zu
T1(4,ZA}). Aus Af non 1 h, erhilt man daher 4} € H;,. Nach (H2) bzw. (H'2) und
wegen Az nonlh, gilt (A1A2A3) ANA e H,IL2 = A3 € H,,. Unter Anwendung von
(H3) bzw. (H'3) beweisen wir wie oben, daB A} e H,, ist. Aus ki, + §' und 4} € H,,
A € Hy, folgt nach (H3) (4;4545).

b) Wir nehmen an, daB .# die Eigenschaft (B2) besitzt. Gilt 4, € H;,, dann
(4:1ZA}) A Ay e H}, = A} € H,,. Zugleich ist (4,4,4;) A A, € Hy, = As € H;, und
(45Z43) A Ay € H,, = Ay € Hj,. Nach (H3) ergibt sich schlieBlich A; e Hj, A
A Ay e Hy, = (A7 A5AY).

2. Es sei (4145A4}) und zugleich 71(45ZA4%) A (A,ZA}). Wir nehmen dabei z.B.

1 € Hy, an. Wegen (4;4545) und (4;ZA4,) gilt dann A4}, A, € H,,. Ist A; € H;,,
dann A; € H,, A A € H,, = (A3ZA}), was ein Widerspruch zu 71(43ZA}) ist.
Wegen A; nonI h, ist also A; € H,,. Gleichzeitig aber gilt (4,4,4;) A A, € H,, =
= A; € Hy,,, was zum Widerspruch fiihrt. Analog wird gezeigt, daB ~1(4,ZA;) A
A (A3Z43) nicht gelten kann. Mithin ist entweder 71(4,ZA;) A 71(4;ZA}) oder
(A1ZA}) A (A3ZAS) und A entweder (B1) oder (B2) erfiillt.
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