Casopis pro péstovani matematiky

Jaromir Krys
Uziti kubiky pfi feSeni jedné kombinatorické tlohy
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 107 (1982), No. 3, 244--252

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/118131

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1982

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/118131
http://project.dml.cz

Casopis pro p¥stovani matematiky, ro¥. 107 (1982), Praha

-

UZITI KUBIKY PRI RESENI JEDNE KOMBINATORICKE ULOHY

JAroMIiR KRrYs, Hradec Kralové

(Doslo dne 3. listopadu 1980)

UvoD

Na pracovni schiizce feSiteli dil¢iho stdtniho tkolu zdkladniho vyzkumu nds
jedna &lenka naleho kolektivu sezndmila s tlohou, kterou fesili resp. potiebuji
vyfedit pracovnici sociologického ustavu CSAV. Jednd se o tuto zdleZitost. Pri
rozhodovani o né€jaké duleZité v&ci zvou si pofddajici organizace experty oboru a z jed-
ndni téchto expertl se vydd rozhodnuti. Je vyzkouseno, Ze tato jedndni jsou progresiv-
ni, kdyZ na jedné schiizce spolu jednaji pravé tfi experti. Nyni formulujeme nasi
ulohu takto: BudiZ pfirozené ¢islo n = 3.

a) Jaky je nejmensi po&et schiizek n expertd, kdyZ na kazdé schiizce spolu jednaji
praveé tii experti, pfiCemZ kaZdy z expertli se musi sejit s ostatnimi experty aspoii
na jedné schiizce.

b) Ur&ete rozpis t&hto schiizek.

KAPITOLA 1. TABULKY MNOZIN BODU KUBIKY

V lit. [1] str. 212 je odvozeno, Ze tfi body rovinné kubiky s bodem uzlovym leZi
na pfimce, prdv€ kdyZz pro jejich parametry plati t,t,t; + 1 =0 (t3, t,, t; jsou
komplexni &isla), takZe t,t, = —1t3 ' atedy (t,,)! = —t;. Odtud plyne, Ze mnoZinu
bodil kubiky s bodem uzlovym mliZeme svdzat bindrni operaci, kterd kaZdym dvéma
bodiim kubiky, jejichZ parametry jsou komplexni &isla ¢, a t,, pfifazuje bod, jehoZ
parametr t; = —(t,1,)”'. Geometrickd interpretace je ta, Ze k danym dv&ma bodiim
kubiky napf. 4, B pfifadime bod C, ktery je tfetim prise¢ikem piimky AB s danou
kubikou. Zvolme za ¢; (i = 1, 2, ..., n) vechny 1/1. Vzhledem k ndsobeni komplex-
nich jednotek je tato mnoZina grupou, kterd je izomorfni s grupou Z, (Z, je mnoZina
zbytkovych tfid podle modulu n — operace je s¢itdni t&chto tfid). Cayleyova tabulka
grupy Z, md prvky v fddcich cyklicky uspofddané s prvnim fddkem 1, 2,...,n.
V Z, je k prvku 1 inverzni 1 a pro i + 1 je k prvku i inverzni prvek n + 2 — i.
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Cayleyova tabulka, kterd md prvky v fddcich cyklicky uspofddané s prvnim fddkem
1,n,n —1,..., 3,2 je tedy téZ tabulkou mnoZiny bodi na kubice, kde teme ndsledu-
jici: ptimka, kterd spojuje dva body kubiky zapsané v zdhlavi tabulky, jeden v fddku,
druhy ve sloupci, obsahuje tfeti bod kubiky, zapsany v tabulce na pruse¢iku uvazo-
vaného fddku a sloupce. V dalsi kapitole uZijeme téchto tabulek pro dané n a proto
v této Cdsti neuvedeme konkrétni pfiklady.

KAPITOLA 1II. UZITI KUBIKY PRI RESENf DANE ULOHY

Necht n = 15. Oznadme 15 riznych bodi dané kubiky postupné &isly jedna aZ
patndct. V prvé kapitole je ukdzdno, Ze pro danou kubiku s bodem uzlovym jsou to
body, jejichZ parametry jsou vSechny lf/ 1. Pro tyto body dostdvdme tabulku:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
2 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
3 14 13 12 11 10 9 8 7 6 S5 4 3 2 1 15
4 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 15 14
5 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 15 14 13
6 1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 15 14 13 12
7 10 9 8 7 6 5 4 3 2 115 14 13 12 11
8 9 8 7 6 5 4 3 2 1 15 14 13 12 11 10
9 8 7 6 5 4 3 2 1 15 14 13 12 11 10 9
10 7 6 5 4 3 2 115 14 13 12 11 10 9 8
11 6 5 4 3 2 1 15 14 13 12 11 10 9 8 7
12 s 4 3 2 1 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6
13 4 3 2 115 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5
14 3 2 115 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4
15 2 1 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 S5 4 3

Oznadime-li naSe experty také ¢isly od jedné do patndcti, miiZeme podle nasi tabulky
psdt jednotlivé schiizky:

1215,1314,1413,1512,1611,1710,189;

tyto schlizky jsme dostali z prvého fddku tabulky — nyni pouZijeme druhy fddek,
pfiemZ zase vynechdme schlizky, které jsme jiZ uvedli, a ddle takové schiizky,
které by obsazovali jen dva experti: '

2313,2412,2511,2610,279,
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a pokradujeme dale

3411,3510,3609, 378,

414 15, , 459,468,
51315, 567,
61215, 613 14,
71115, 712 14,
81015, 811 14, 8 12 13,

910 14, 9 11 13,

10 11 12.

Ctendf snadno zjisti, e se nesedly tyto dvojice expertii:
214,312,410, 74, 82,915, 1013, 129, 137, 145 a 153.

Na kubice jsou spojnice téchto dvojic bodl te€nami kubiky, vidy v prvnim bodg
dvojice. Tyto teény najdeme sledovdnim bodti na hlavni diagondle tabulky, nebot
bod hlavni diagondly je teénovym bodem bodu v zédhlavi pfislu$ného fadku a sloupce.
V naSem pfipadé€ jsou na hlavni diagondle jest€ body 1, 6 a 11. Tyto body jsou in-
flexni body kubiky (te€novy bod splyvé s bodem dotyku). Nyni k tomu, aby se uve-
deni experti mohli sejit, pfipojime jesté dalsi schiizky

2 14 5 (v hlavni diagondle je ve 2. sloupci 14 a ve 14. sloupci je 5),
3129,41013, 582, 1374, 9153.

Tim je rozpis schiizek hotov a je jich 37.

Pfi zobecnéni navrZeného postupu feSeni vyjdeme pro kazdé pfirozené n = 3 zase
z tabulky, tak jak jsme vychdzeli z uvedené tabulky pro n = 15. Uvedend tabulka
bez zdhlavi je latinsky &tverec, ktery je zdrovefi obrdcenym cirkulantem. V prvém
fddku bude v hlavni diagondle vZdy jednitka, tj. bod 1 bude vZdy inflexnim bodem
kubiky. Ddle, podle uvedené tabulky chceme, aby pro prvek tabulky platilo

a;; = Qayi+j~y =n+3 - (@ +J),

kde, v pfipadg, Ze index i + j — 1 > n, zapisujeme uZ jen jeho zmenSeni o n a také
jestlize je n + 3 — (i + j) > n, pak zapisujeme uZ jen jeho zmen3eni o n a kdyZ
n + 3 — (i +j) < 1, zapisujeme hned jen jeho zvét3eni o n. Odtud a; = n + 3 —
— 2i, kde n + 3 — 2i > n zmenSujeme o n a n + 3 — 2i < 1 zvétSujeme o n,
takZe pro n sudé jsou na hlavni diagondle jenom lichd &isla 1,3,...,n — 1 a pro n
liché jsou na hlavni diagondle vSechna ¢isla 1, 2, ..., n. Hledejme dalsi inflexni body
kubiky rtzné od bodu 1. Aby bod i byl inflexni, musi platit i = n + 3 — 2i tj.
3i = n + 3. Dalsi dva inflexni body dostaneme jen v tom piipadé, kdy n je délitelné
tfemi. Nejsou tedy tabulky v obecném piipadé obdobné. Proto pfi feSeni obecné
ulohy rozezndvejme &tyfi piipady.
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1) Cislo n je délitelné tfemi a je liché (mezi né patfi i 15). V tomto p¥ipadé jsou
v hlavni diagondle tabulky zachyceny vSechny tfi od sebe rtizné inflexni body. Ddle,
v hlavni diagondle jsou vSechna &isla 1, 2, ..., n, tj. kazdy bod je te€novym bodem
pravé jednoho bodu. Bodt, které nejsou inflexni, je n — 3. Kazdym takovym bodem
prochdzi (n — 9)/2 ptimek, které spojuji tento bod s dal§imi dvéma riiznymi nein-
flexnimi body — pfitom nepotiebujeme spojnice bodu s jeho te¢novym bodem a spoj-
nice bodu s bodem, pro né&jz je tento bod bodem teénovym, ddle, na kazdé takové
pfimce jsou tfi neinflexni body. Je tedy t&chto pfimek (které nim budou organizovat
schtizky)

i(n=3)(n - 9)2.

Tyto pfimky uréime z tabulky tak, jak jsme zacinali v pfipadé n = 15 na zalétku.
Inflexni body jsou 3. KaZdym inflexnim bodem prochdzi (n — 1)/2 pfimek, které
spojuji tento inflexni bod s dal§imi dv€ma body. Te¢novy bod inflexniho bodu je
dany inflexni bod a te€novy bod neinflexniho bodu je neinflexni bod (v tomto ptipadg).
Je tedy téchto pfimek (opét ndm budou organizovat schﬁzky)

3 —1)2 -2,

protoZe tfi rizné inflexni body kubiky leZi na jediné pfime, takZe tato piimka by byla
poitdna t¥ikrdt. Nyni jestE pfiddme (n — 3)/2 pfimek (totiZ op&t schiizek), a to ty,
jez miZeme interpretovat jako trojici bod, jeho te¢novy bod, a bod, ktery je te€novym
bodem tohoto tecnového bodu. Dostdvame takto celkem

Im—=3)(n—-9)2+30n—1)2-2+ (n—3)2=(n* — 3)[6 schiizek .

2) Cislo n je délitelné tfemi a je sudé. V tomto pfipadé jsou v hlavni diagondle
zaznamendny tfi od sebe ruzné inflexni body, a jinak jsou tam jen lichd d&isla, tj.
kazdy bod dvakrat, tedy kazdé liché Cislo oznaduje te€novy bod dvou rtiznych boda
(inflexni bod také, ale jeden z nich je jmenovany inflexni bod).

Bodii oznadenych sudymi &isly je n/2. Kazdym z t&chto bodit prochdzi (n — 2)2
pfimek, které spojuji tento bod se dvéma dalimi riiznymi body, pfi€emZ vynechdvd-
me pfimku, kterd spojuje tento bod s jeho tefnovym bodem. Inflexni body jsou 3.
KaZdym z nich prochdzi (n — 2)/2 pfimek, nebof op&t nepotfebujeme pfimku, kterd
spojuje tento inflexni bod s bodem, pro néZ je tento inflexni bod bodem te¢novym.
Bodu oznadenych lichymi &isly, a které nejsou inflexni, je n/2 — 3. Jestlize n = 6,
potom Zddny takovy bod neexistuje. JestliZe n > 6, potom timto bodem prochdzi
(n —4)2 pro nds vhodnych ptimek, nebot vynechdvdme jeho spojeni s teénovym
bodem a dv€ spojeni s body, pro né€z je nd§ bod te¢novy. Viechny uvedené pfimky
dostaneme tak jako v pfipadé n = 15 na zaddtku. ProtoZe ale kaZzd4 z téchto pfimek
obsahuje tfi body, je celkovy polet ptimek 1[(n/2)(n — 2)[2 + 3(n — 2)/2 +
+ (nf2 = 3)(n = 4)2] = ¥n(n — 3) + 1. Konen& pfiddme celkem n/2 dvojic
riiznych piimek (kazdd dvojice bude urfovat jednu schiizku) spojujicich kazdy bod
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oznaleny lichym &islem se dvéma dal§imi body. Neinflexni bod spojime s dvéma
body, které maji dany bod za sviij te€novy. Bod, jehoZ tenovym bodem je inflexni
bod spojime s timto inflexnim bodem a druhd pfimka dané dvojice bude spojnice
tohoto inflexniho bodu s libovolnym dal$im bodem. Polet schiizek je v tomto pfi-
padé (n? + 6)/6. Ov&fme si tento vysledek na ptiklad& pro n = 12.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
2 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
3 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 12
4 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 12 11
5 9 8 7 6 5 4 3 2 1 12 11 10 .
6 8 7 6 S5 4 3 2 1 12 11 10 9
7 7 .6 5 4 3 2 1 12 11 10 9 8
8 6 5 4 3 2 1 12 11 10 9 8 7
9 5 4 3 2 112 11 10 9 8 7 6
10 4 3 2 1 12 1 10 9 8 7 6 5§
11 3 2 11211 10 9 8 7 6 S 4
12 2 1 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3
Z tabulky dostdvdme:
1212,1311,1410,159, 168,
2310,249,258,267,
348,357,
41112, 456,

51012,
6 912, 61011,
7 812,7, 911,
89 10.

Nyni pfiddme 28 11,4 107,61213a7 18,1154, 39 2. Tedy celkem 25 schiizek
tj. (122 + 6)/6 = 25.

3) Cislo n neni délitelné tfemi a je liché. V tomto pfipadg existuje jediny inflexni
bod a na hlavni diagondle jsou vSechna Cisla. Bodd, které nejsou infléxni, je n — 3.
KaZdym takovym bodem prochdzi (n — 1)/2 primek, nebof opét nepotfebujeme
pfimku s bodem, pro n&jZ je nd$ bod jeho te¢novym bodem. Inflexnim bodem pro-
chézi (n — 1)/2 pfimek, nebof opét nepotfebujeme jednu pfimku — neddvd schizku
tfi expertil. ProtoZe kazdd pfimka obsahuje 3 body, je t&chto pfimek i[(n — 3).
.(n — 1)/2 + (n — 1)[2] = ¥(n® — 3n + 2). Viechny tyto body dostaneme z dané
tabulky zndmym zplsobem. Nyni jedté pfidime (n — 1)/2 pfimek, které obsahuji
bod, jeho te¢novy bod a te€novy bod te€nového bodu. Dostdvime v tomto pfipadé
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3(n* = 3n + 2) + (n — 1)[2 = (n* — 1)[6 schiizek .

4) Cislo n neni délitelné tfemi a je sudé. V tomto piipad€ existuje jediny inflexni
bod a na hlavni diagondle jsou jenom lichd &isla. Zcela obdobng jako v pfipadé 2)
dostdvdme

1[n

3[5 (=22 +(n =22+ (nf2 = 1) (n - 4)/2] +nf2 = (n? + 26

a toto ¢islo uddvd pocet schiizek pro tento pfipad.

KAPITOLA III. PRIPADY MINIMALNIHO POCTU SCHUZEK

V této kapitole rozfe§ime danou tlohu v n&kterych pfipadech tak, abychom
dosdhli minimdlniho poétu schlizek. V tomto pfipad€ kaZdd dvojice expertli se bude
vyskytovat v prdvé jedné trojici a nd§ systém trojic bude pak zdroveti tzv. Steinertv
systém trojic — viz napf. lit. [4]. Po&et neuspofddanych dvojic z danych n prvkd
je (;) a s kazdou schlizkou tfi expertii se konaji soucasné t¥i schiizky dvojic expertit
a tedy pro minimdlni poSet schiizek dostdvdme odhad n(n — 1)/6. Interpretujeme-li
schiizku jako pfimku roviny a experta jako bod roviny, pak se jednd o existenci
rovinné konfigurace typu:

(oo ™).

Je-li n sudé, potom je ziejmé, Ze takova konfigurace neexistuje. Vime vsak, Ze existuje
konfigurace inflexnich bodi kubiky:

(s %),

V dal§im ukdZeme, Ze pomoci vhodn€ zvolenych tabulek miZeme nasi ulohu fesSit
pro jistd n postupem uvedenym v pfedchdzejicim a nejdlleZit&jsi pfi tom bude, Ze
dosghneme nejmensiho mozného po&tu schiizek tj. n(n — 1)/6. Oznatme 1’ vnitfek
tabulky pro n = 3 tj.:

'=1 3 2

3 21

213
Dile 22=4 6 5 a 3’ =7 9 8
6 5 4 9 8 7
5 4 6 8 79
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Nyni sestavime tabulku pro devét prvki, kterd bude mit tvar pro n = 3, kde, ale
misto 1 bude 1', misto 2 bude 2’ a misto 3 bude 3’ tj.:

1 23456 72829
1{1 3 27 9 8 46 5
213219 876 5 4
31213879 5 46
417 9 8 46 51 3 2
519 87 65 43 21
6|8 79546 213
7174 6 513 279 8
8/ 6 5S4 3 219 87
9|5 46 2133879

V tomto ptipadé jsou vSechny body inflexni, takZe kaZdd spojnice dvou bodl obsa-
huje dal3i tfeti bod a neexistuji pfimky spojujici jenom dva rtizné body. Schiuzky
snadno uréime postupem popsanym pro n =15.123, 147,159,168, 249,
258,267,348,357,369,456,79 8 a toto jsou viechny nutné schiizky pro
devét expertl. Stejnym zplsobem, kterym jsme z tabulky pro n = 3 dostali tabulku
pro n = 32, dostaneme z predchdzejici tabulky pro n = 9, tabulku pro n = 3* = 27.
Oznadime 1’ vnitfek tabulky pro n = 9, 2’ oznaime vnitfek tabulky pro &isla 10 az
18, pfiCemZ tuto tabulku sestavime stejnym zpusobem jako tabulku pro n =9
a podobné€ oznadime 3’ vnitfek tabulky pro &isla 19 aZ 27. Necht laskavy ¢tendf si
tuto tabulku sestroji sdm. Potom zjisti, Ze na hlavni diagondle jsou vSechna Cisla
a navic, Ze body v tabulce, kterd uZ neni tabulkou mnoZin bodt kubiky, se chovaji
tak jako v minulych tabulkdch inflexni body kubiky. Z tabulky pro 27 prvki resp.
expertii dostaneme tabulku pro 81, z této tabulky pro 243 atd. (obecn& pro n = 3¥)
a &tendf snadno pomoci té€chto tabulek uréi dokonce rozpis pro schiizky experti.

Vratme se k tabulce pro n = 9. Snadno si uvédomime, Ze k sestrojeni pfislusnych
pfimek ndm stadilo zndt, Ze body 123,456 a 7 89 leZi na pfimce a ddle jenom
¢dst dané tabulky a to:

1 23 456 7 89

1 79 8
2 9 8 7
3 8 79

V ptipad€ n = 3 zfejmé, Ze stadi jedind schiizka, aby se pfislu$ni experti sesli. Z pfed-
chdzejiciho je vidét, Ze minimdlni pocet schiizek pro n = 9 jsme dostali 1 + 1 +1 +

250



+3.3=3.1+3%t.3.m+ (n/3)? kde m je minimdlni po&et schiizek experti
pro nf3 tj.: (3n/3.(n[3 — 1))[6 + n?[3 = n[n — 1)[6. Tim jsme ukdzali, Ze postup
pro n = 9 miiZzeme zobecnit pro libovolné n. Jde oviem o to, Ze nejdfive musime
pro dané ¢islo urdit minimdlni pocet schiizek. Necht n = 7. Potom minimdlni podet
schtizek je 7. 6/6 = 7 (podle prvni kapitoly umime najit schiizky pro n = 7 v podtu
(49 — 1)/6 = 8). Necht body 1,2, ..., 7 jsou vrcholy &tyfrohu a jeho diagondlniho

trojrohu (viz. obr.):

Z obrdzku je vidét, Ze sedm schiizek: 126, 173, 145, 235, 274, 346 a 567 odpovidajicich
expertil fesi nasi ulohu. Pomoci tohoto odvodime pfedchdzejicim zplisobem schiizky

pro 3.7 = 21 expertl. Sestrojme &dst tabulky pro n = 21

1 23 456 7 8

9

12

14 15

16 17 18 19 20 21

15
21
20
19
18
17
16

NN ph WN =

21
20
19
18
17
16
15

20
19
18
17
16
15
21

19
18
17
16
15
21
20

18
17
16
15
21
20
19

17
16
15
21
20
19
18

16
15
21
20
19
18
17

a dostaneme 49 schiizek: 1158,1219,12010,11911,11812, 11713, 1 14 16,
2218,2209,21910,21811,21712,21613,21514,3820,3919, 31018,
31711,31612,31513,32114,4198,4918,41710,41611,41512,41321,
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41421,5818,5179,51610, 51115, 51221, 51320, 51419, 68 17, 69 16,
61015,61121;61220,61319,61418,7816,7915,71021,71120,7 1219,
7 13 18, 7 14 17. DalSich 14 schiizek dostaneme tak, Ze pro experty 8, ..., 14 a 15, ...
..., 21 vyuZijeme naSeho obrdzku. Celkem 21 + 49 = 70 = 21 .20/6. Timto zpuso-
bem postupn& najdeme minimdlni podet schiizek (a samoziejmé i rozpis) pro n =
= 7.3% kde k je ptirozené &islo. T. Kirkman [3] naSel pro schiizky v minimdlnim
poétu, kdyZ n = 15. Je zndm i rozpis minimdlniho poétu schizek pro n = 13.
Popsanym zpiisobem miZeme odvodit schiizky pro n = 13.3*a n = 15. 3%

Pozndmka. Tento zplisob miiZeme aplikovat i na hleddni schiizek v prvé kapitole.
V ptipadé n délitelného tfemi a lichého, dostaneme: 3. (n*> — 3)/6 + n® =
= (9n* = 9)/6, coZ je o jednu schiizku mén& neZ dostaneme podle odvozeného
vzorce.
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Summary

SOLUTION OF A COMBINATORIAL PROBLEM USING
A PLANE CUBIC CURVE

JAaromir Krys, Hradec Krilové

The following combinatorial problem connected with a practical situation is in-
vestigated: ,

To find the minimum number of meetings needed for n experts under the conditions
that at each meeting exactly three experts should take part and each expert should
meet each other at some meeting.

The proposed solution with the schedule of meetings uses properties of points of
a cubic plane curve with a double point.
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