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O JEDNOM DUKAZU PRINCIPU DUALITY
V LINEARNIM PROGRAMOVANI

L1BUSE GRYGAROVA, Praha
(Doslo dne 16. inora 1984)

Princip duality v linedrnim programovani je v literatufe dokazovin riznymi
zplsoby. Pojem dudlni tlohy k uloze linearniho programovani byl zaveden J. von
Neumannem v r. 1947. Princip duality formulovali a dokézali D. Gale, H. W. Kuhn
a A. W. Tucker v r. 1951 [3] pomoci Farkasova lemmatu, na jehoZ zikladg byly
s riiznymi obm&nami podavany dal§i dikazy uvedeného principu (napt. [9], [6]).
Dalsi skupina dikazd se opird o véty simplexové metody (napt. [2], [1], [8])-
Rada autort vychazi z Kuhn-Tuckerovych podminek z teorie konvexniho progra-
movani a vét o oddglitelnosti konvexnich mnoZin (napf. [4], [7]). Geometrické di-
kazy principu duality jsou uvedeny napt. v [10], [5], [12].

V prfedloZeném ¢&lanku je podan struény diikaz principu duality v linedrnim progra-
movani zaloZeny na zcela elementarnich poznatcich z konvexni analyzy (vlastnosti
konvexnich kuzZeldi, viz napf. [11]). Sou€asné s diikazem principu duality se zde uka-
zuje, jak lze na zaklad€ znalosti optimalniho feSeni jedné z dualnich tloh popsat
mnoZinu vSech optimalnich feSeni druhé ulohy.

51
Definice 1. Je-li K = E, konvexni kuZel s vrcholem x°, potom kuZel

PK(x°) := {x€E,|(x — x° y —x°) <0, ye K}
nazyvdime poldrnim kuZelem ke kuZeli K v jeho vrcholu x°.
Plati: 1) ?(°K(x°)) = K (v&ta o bipolaritg);

2) Je-li R:= {xeE,| (c, x — x° =0, ¢ # o} dandnadrovinavE,aH" :=
= {x€E,| (¢, x — x°) > 0}, H™ := {x€E,| (¢, x — x°) < 0} ji piislus-
né poloprostory, potom plati
K < H™ < x° + ce?K(x°),

K c H* < x° — ce?K(x®) (Farkasova véta).
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Definice 2. Je-li M < E,, M * 0, x° € E, libovolny bod, potom kuZel
Py(x%) :={xeE,|x=x°+ 1y —x°, yeM, t = 0}
nazyvdme projekénim kuZelem mnoZiny M z bodu x°.
Plati: Je-li M konvexni mnozina, potom P,/(x°) je rovn&Z konvexni mnoZinou v E,.

§2

Definice 3. Je-li M c E,, M % 0 konvexni mnoZina, x°e M libovolny bod,
potom mnoZinu Ky(x°) := P{x°) nazpvdme styénym kuZelem mnoZiny M v jejim
bodé x°.

Plati: Je-li M konvexni polyedr v E,, potom Py(x°) = P,(x°) = K,(x°) pro kazdy
bod x° e M.

Lemma 1. Necht M je konvexni polyedr s popisem

(1) M= {xeE| (a,x)<b, (r=1,...,m)},

x° e M libovolny bod a

(2) I={re{l,...,m}|(a, x°) =b,},

potom

(3) Ky(x°) = {xeE,| (a,, x) < b, (rel)y},

(4) PKy(x°) = {x€E,| x = x° + Z’a,u,, u, 20 (rel)}.

Dukaz. Pro libovolny bod x* e Ky(x°) existuje podle definic 2 a 3 bod y*e M
a r* 2 0tak, Ze x* = x° + *(y* — x°). Potom podle (1) a (2) je

(a,, x*) = (a,, x°) + t*((a,, y*) — (a,, x°)) < b, (rel),

tedy x*e {x€E,|(qa, x) < b, (rel)}.

Uvazujme nyni libovolny bod x*e{xeE,| (a,, x) < b, (rel)}. Jeli x* = x°,
potom x* e Ky(x°). Je-li x* + x% x*e M, potom x* = x° + (x* — x°) a tedy
opét x* € Ky,(x°). Je-li x* ¢ M, potom pro dostate¢né malé t* > 0 plati y := x° +
+ r*(x* — x°) e M, odkud plyne x* = x° + 1/t*(y — x°) € K){x°). Tim je vztah
(3) dokazan.

Oznacme

K*:={xeE|x=x°+Y au, u, =20 (rel)}.
rel

Snadno se ovéfi, Ze K* je konvexni kuZel s vrcholem x° s vlastnosti K* = K*. Podle
definice 1, relaci (2) a (3) plati

PK*(x°) = {x€E,| Y ula,x —x°) <0, u, 20 (rel)} =

r s
rel

= {x€eE,|(a, x — x°) £0 (rel)} = Ky(x°).
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Podle véty o bipolarité je ?(PK*(x°)) = ?K,/(x°) = K* a vztah (4) je dokéazén.
Poznamka 1. Je-li M konvexni polyedr s popisem

(5) M= {x€E|(a,x)<b, (r=1,...,m), x, 20 (a =1,...,n)},

x°% e M libovolny bod a

(6) I ={re{l,...m}|(a,x°) =b}, L, ={aef{l,...n}|x2 =0},

potom z lemmatu 1 plyne, Ze

(7) Ky(x°) = {x€E,|(a,x) < b, (rely), x, 20 (xel,)},

X, = X0 + Y aul, — v, (xely),
rely

(8) PKy(x°) = {x €E,

X!I‘ = Xg + Zarzur (“E{l’ LRRH "}\’z): u, 2 0 (re’l),

rely

v, 20 (xely)}.

Lemma 2. Necht M < E, je libovolny konvexni polyedr a c € E,, ¢ + o libovolny
bod. Bod x° € M je optimdlnim FeSenim wilohy linedrniho programovani
9) max {(c, x) | x € M}!
pravé tehdy, je-li optimdlnim reSenim tilohy
(10) max {(¢, x) | x € Ky/x%)}!.

Dukaz. Podle definic 2 a 3 je M = K,(x°), odkud plyne, Ze je-li x° € M optimal-
nim feenim tlohy (10), je téZ optimalnim feSenim tlohy (9). Naopak, je-li x° opti-
malnim feSenim tlohy (9), plati (¢, x — x°) < 0 pro viechna x € M. Podle definic
2 a 3 je x° e Ky (x°) a zvolime-li x* € K,{x°), x* = x° libovoln&, potom existuje
y*eM, >0 tak, Z¢ x* = x° + r*(y* — x°). Odtud plyne y* = x° +
+ 1/t%(x* — x°), a protoZe y* € M, plati

(6 y* — x°) = (c, 1/r¥(x* — x°)) = 1/r*(c, x* — x°) £ 0=(c, x* — x°) £ 0.
Vzhledem k libovolnosti bodu x* € K,,(x°) dostdvame odtud, Ze bod x° je optimélnim
feSenim tlohy (10).

§3

Uvazujme ulohu linearniho .programovani
(11) max {(c, x) | xe M}!, (c * o),
kde M ma vyznam z (5).

Véta 1. Necht x° je optimdlni FeSeni uilohy (11). Potom existuji ¢isla u? = 0
(r =1,..., m) tak, Ze plati

380



m m

(12) XY au (xel), =Y aud (xe{l,..,n}\l),
r=1

r=1
kde I, md vyznam z (6).
Diikaz. Je-li x° optimélni feseni ulohy (11), pak je podle lemmatu 2 téZ optimal-
nim feSenim tlohy (10) a tedy plati

(e, x —x°) <0, xeK,/x°.
Oznacime-li
H™ :={xeE|(c,x — x°) 0},

potom muZeme psat K,(x°) = H™. Podle Farkasovy véty (§ 1) plati pak x° + ce
€ 7Ky (x°). Vzhledem k poznamce 1, vztahu (8), existuji proto &isla u} = 0 (rel,) ),
v = 0 (xel,) tak, Ze

=y a,u —uv) (eel), ¢, =Y aud (xe{l,...n}\l,).
rely rely
Definujeme-li jesté u; = 0 (re {1, ..., m} \1I,), pak odtud plyne jiz (12).
Poznamka 2. Bod u® € E,, z véty 1 je zfejm& bodem mnoZiny

.(13) N:={ueE,|(a,u)=c, (x=1,...n), u, 20 (r=1,...,m)},

takZe za piedpokladu véty 1 je N = . Pro kazdy bod xe M z (5) a ue N z (13)
plati pak zfejmé

m n
(14) (., x) =Y Y a,xu, <(bu).
r=1a=1
Véta 2. Je-li uloha (11) Fesitelnd, pak je FeSitelnd 1éZ uloha linedrniho pro-
gramovdni

(15) min {(b, u) | ue N}!,

kde N md vpznam z (13), pficem# pro kaZdé optimdlni FeSeni x° ulohy (11) a kadé
optimdlni FeSeni u® ilohy (15) plati \¢, x°) = (b, u°).

Diukaz. Necht x° je optimélni feSeni ulohy (11), potom podle véty 1 a jejiho
dikazu existuji &isla u) 2 0 (rely), ul =0 (re{l,..., m}\I), kterd vyhovuiji
vztahim (12), pfi¢emz I, a I, maji vyznam z (6). Podle (12) je déle

m

n
(16) (6 x°) =Y cxg = Y oxg =3 Y agux; =
a=1 1

agly agl, r=

n m

=Y Y a,ulx) =Y bu =Y bul = (b,u’).
r=1

a=1 rely rely
Podle poznadmky 2 odtud plyne, Ze (b, u) = (b, u®) pro u e N a tedy u® je optimalnim
fesenim ulohy (15).

1) I, ma vyznam z (6).
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Pro libovolné optimalni feSeni x* ulohy (11) a libovolné optimélni FeSeni u*
ulohy (15) plati pak (vzhledem k (16))
(e x%) = (e,x7) = (b, u0) = (B, "),

¢imz je véta dokazana.

Definice 4. Ulohu linedrniho programovdni (15) nazyvdme dudlni tilohou k pri-
mdrni uloze (11).

Dasledek 1. Je-li x° optimélnim feSenim ulohy (11) a Iy, I, maji vyznam z (6)s
potom kazdy bod u* € N, pro ktery plati
(17) uf=0 (re{l,...,mi\l), Yauf =c, (xe{l,..,n}\0L)

rely

je optimalnim feSenim twlohy (15).

Véta 3. Je-li x° optimdlnim FeSenim tlohy (11) a Iy, I, maji vyznam z (6), potom
pro mnoZinu N,y vSech optimdlnich FeSeni uilohy (15) plati
N, = {u*eN| u =0 (re{l,..,m}\1,), Zamu =c, (xe{l,...,n}\1)}.
rel 1

Dukaz. Jeli u*e N libovolnym optimalnim feSenim ilohy (15), potom podle
véty 2 a poznamky 2 plati
(18) (e x°%) =Y ¥ a,x0uf =(b,u*).
a=1r=1
Kdyby alespofi pro jedno re{l,...,m}\I; bylo u; >0, potom by vzhledem
k (6) platilo
Z Zx auy =Yy uy Za,ax + Y ur Zamx < (b, u¥),
a=1r=1 rely a=1 ré¢ly  a=1
coZ je spor s (18).
Kdyby alespoti pro jedno a e {1, ..., n} \ 1, platilo )’ a,u¥ > c,, potom vzhledem

rely
k (6) bychom dostali
Z Zamx uf = Z(Zamu*)x =Y Y a,urx? > (¢ x%,
a=1r= a¢ly r=1 a¢ly rely

coZ je opét spor s |18). Bod u* spliiuje tedy vztahy (17). Odtud a z disledku 1 véty 2
plyne jiZ tvrzeni.

Poznamka 3. Zcela analogickym zpisobem se d4 dokazat, Ze je-li u® optimalnim
fesenim ulohy (15), pti¢emz

Ji={ee{l,..,n}|(a,u®) =¢}, J ={re{l,...,m}|ul = 0},

potom pro mnoZinu M,,, viech optimalnich feSeni tlohy (11) plati

My = {x*eM|x} =0 (xe{l ..,n}\}), Zamx =b, (re{l,..,m}\J5)}.

ael
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Véta 4. (princip duality). Ulohy (11) a (15) jsou Fesitelné prdvé tehdy, jestlize
soucasné M % 0, N = Q. Pro libovolné optimdlni FeSeni x° ulohy (11) a libovolné
optimdlni FeSeni u® tilohy (15) plati{c, x°) = (b, u°).

Dukaz. Necht M % 0, N + 0. Podle poznamky 2 je linedrni funkce (¢, x) na mno-
Zin€ M shora omezend a tedy uloha (11) je feSitelnd. Analogicky je cilova funkce
(b, u) na mnoZin& N zdola omezena a tedy uloha (15) je feSitelna.

Jsou-li tlohy (11) a (15) fesitelné, potom nutn& M = 0, N =+ 0. Zbyvajici East
tvrzeni plyne z véty 2.
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