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DIFFERENTIALGEOMETRIE DER #-DIMENSIONALEN KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN IM (n + 1)-DIMENSIONALEN
EUKLIDISCHEN RAUM

ZDENEK VANCURA, Kopfivnice

(Eingegangen 22. 10. 1986)

Zusammenfassung. Von seinen veroffentlichten Arbeiten [10] bis [16], welche die Differential-
geometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum
behandeln, ausgehend, hat der Autor die umfassende Arbeit geschrieben, welche die Differen-
tialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im (n + 1)-dimensionalen

euklidischen Raum (n = 2) behandelt.
Die vorgelegte Arbeit versucht die Konzeption, den Inhalt, die Form seiner erwidhnten um-

fassenden Arbeit und die Synthese der Hauptergebnisse von allen seinen oben erwidhnten Arbeiten
nach Moglichkeit aufs kiirzeste darzustellen.

Keywords: Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten.

AMS Classification: 53A25.

Von meinen verdffentlichten Arbeiten [10] bis [16], welche die Differential-
geometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen eukli-
dischen Raum entwickeln, asugehend, habe ich eine umfassende Arbeit geschrieben,
in der die Differentialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannig-
faltigkeiten im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum (n = 2) entwickelt wird,

Die vorgelegte Arbeit versucht die Konzeption, Inhalt, und Form der angefiihrten
umfassenden Arbeit vorzustellen und die Synthese der Hauptergebnisse aller
meinen oben erwédhnten Arbeiten nach Mdglichkeit aufs kiirzeste darzustellen.

Unter Anwendung von Prinzipen, Begriffen, Methoden, die durch Erzeugen der
notwendigen, zweckmissigen, zuldssigen, geometrisch interpretationsfahigen Ver-
allgemeinerungen, Kombinationen, Modifikationen der Prinzipe, Begriffe, Methoden
aus meinen Arbeiten [10], [11] entstehen und bei grundsétzlich gleicher Bezeichnung
der verallgemeinerten Begriffe, welche wir als Ausgangsbegriffe (vgl. [10], [11])
ansehen, bekommt man (bei passenden Voraussetzungen):

Als die n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit im (n + 1)-dimensionalen eukli-
dischen Raum (n = 2) wollen wir eine solche Menge von Kugelflichen

(1) ("s(u, ..., u"); "r(u’, ..., u") > 0)
bezeichnen, wo "s("s,(u',...,u"),...," s+, (4", ..., u")), die sogenannte Mittel-
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punktmannigfaltigkeit der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit, die n-dimen-
sionale Punktmannigfaltigkeit darstellt.
Fiir die Kugelflichen (1) der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit legen wir

n+1
(2) npi = nsi’ l = 1: ooy N + 1, "pn+2 = nr2 —i—zlnsiz’ "pn+3 = 19 "pn+4 = "r,

(3) "k(A) =-Zl("d‘2"“ + 2(—1)i+nndn+l,n+2"din+ 1"Pi) - "d3+l,n+2"pn+2 s

n+1

(@) H(B)= T "dhs

(5) "k(AB) = 2._21(" in+ 1"din+2 + (_l)i+" "dn+l,n+2"din+2npi) - 2 "dn2+l,n+2npn+l’

wo "d;, 4, bzw. "d,,, » die Determinante der Matrix, welche aus der Matrix

(6) 2 anpl 2 6"pll+1 2a"pn+2
out 77 out T oul

Za"pl . 2anpn+1 2aﬂp"+2
ou" ’ ’ our ou”

durch Auslassen der i-ten und der (n + 1)-ten (i + n + 1) bzw. der i-ten und der
(n + 2)-ten (i & n + 2) Spalte entsteht, bezeichnet.

Unter der Voraussetzung "d,, ; ,+2 + 0, "k(AB)*> — 4"k(A) "k(B) > 0 haben die
Ebenen

(7) g "¢y

i=1

n+1 n n n
(226 ijj + 0 pn+2)’ ch? >0
=1 ou out i=1

von allen Elementarmannigfaltigkeiten lings der Kugelfliche (1) und die Kugel-
fliche (1) genau zwei verschiedene reelle Punkte "F,, "F, gemeinsam. Die Punkte
"F,,"F, wollen wir als die Brennpunkte der Kugelfliche (1) bezeichnen. Die Menge
von Brennpunkten "F, (h = 1, 2), wenn sie die n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit
darstellt, wollen wir als die h-te Brennmannigfaltigkeit der n-dimensionalen
Kugelmannigfaltigkeit (1) bezeichnen.

Fiir den Einheitsvektor "d der Normalen der Mittelpunktmannigfaltigkeit "s,
die Entfernung "v der Brennpunkte "F, "F,, die Mittenmannigfaltigkeit "l (d.h. fiir
die Punktmenge, die aus den Mittelpunkten der Strecken "F;"F, besteht) und fiir
die h-te Brennmannigfaltigkeit "™f (h = 1,2) der n-dimensionalen Kugelmannig-
faltigkeit (1) bekommt man:

(8) "d

(nd1n+2’ —"d2n+2) seey ('—1)"+1 "dnn+2A ’

1
~ JCK(B)
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(=1)" "dus 1 ns2) s
y \/ ["k(4B))* — 4 "K(4) "kw))

( "d2, 1 s "k(B) ’
o (=1) ni (R g
I = m (2"dyy4"k(B) — "dy,+2"k(AB),

—2"d3,11"k(B) + "d2n42"k(AB), ..., (= 1)"+!.
 (2"dput "K(B) — "y s 3"K(AB)), (= 1)1 "y i 2"k(AB))
nhf= (_I)n

n n n n n n
. ("diper + "My 2y ="d2ns1 — "MYdrpizs s
n+1,n+2

(_1)"“ (" wm+1 T+ "mh"dnn+2), (— 1)" "mh"dn+1,n+2) s

. = "K(AB) + (=1 J(K(AB) = 4"K(4) "k(B))
2"k(B)

Fiir die h-te Brennmannigfaltigkeit "f (h = 1, 2) der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit (1) gilt

(9) "hf ="l + %(_l)h "6n+l,n+2nu "d H "£n+1,n+2 = §gn "dn+l,n+2 .
Im Fall -
(10) det |"MT;; = a',a—',="l,.."1j £0, i,j=1,..,n
ou' ou’

wollen wir die Menge von Linien

(11) ("1, ..., u"); "d(ut, ..., u"))
die n-dimensionale Linienmannigfaltigkeit im (n + 1)-dimensionalen euklidischen

Raum nennen.
Weil aus (9)

(12) an — nlf — "s,,+1,,,+2"v nd

folgt, wollen wir (11) (bei (10)) als die n-dimensionale zur n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit (1) adjungierte Linienmannigfaltigkeit bezeichnen.
Einen reellen Punkt

(13)  mglut, .. um) = "I, o, U)oy g (Ut uw) (L uY)
wollen wir als den Brennpunkt der Linie (11) bezeichnen, wenn solche reelle

"du,...,"du", Y "du} > 0 existieren, dass die Vektoren
i=1

n
(14) Y. (ens 1 ma2"diw + ") "du’, "d
i=1
linear abhingig sind. Die Menge von Brennpunkten "g, wenn sie die n-dimensionale
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Punktmannigfaltigkeit darstellt, wollen wir als die Brennmannigfaltigkeit der
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (11) bezeichnen.

Fiir die Brennmannigfaltigkeit "g der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit
(11) gilt
(15) "g = "I + ngu+1,n+2"W "d ]

wo "w irgendeine reelle Losung der Gleichung

(16) det |-"T;'w + "*T;| =0, i,j=1,...,n
darstellt.

Der Brennpunkt der Kugel bzw. der Linie der n-dimensionalen Kugel- bzw.
Linienmantiigfaltigkeit stellt ihren Beriihrungspunkt auf der angehorigen Brenn-
mannigfaltigkeit der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit dar.

Auf der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit im (n + 1)-dimen-
sionalen euklidischen Raum sind "v (aus (8)), "v; = 0"v[0u’ und

(17) Y SR L N T TR T
ndsTij — _"sn+l,n+2("di . "Sj) , nlsTvU — n’i . "Sj , "”T'ij — "’i . "’j

Tensoren. Diese Tensoren kann man in den Kriimmungsparametern der Mittel-
punktmannigfaltigkeit "s (fiir die Hauptrichtungen "v' der Mannigfaltigkeit "s
setzen wir

ndsT ——1-5; " =0, det|"™Tj— ia} —0,-% det "sT} —iaj. *0
"R "R 1 "R
d—
"R
voraus) durch die Tensoren
(18) np , "ssTij , ndsTU
folgendermassen ausdriicken:
(19) =2 "r(l - "r: ""‘T“")”2 s
(20) vy =2(1 —"r} "“Tﬂ)'llzk _Zlnrk("r "rlg; —
— " "rki — "rk"ri + nssT;“') nssTkk ,
(21) ' "MT} = —"p nrindsT;' ,
(22) "lsTij = "y nr‘nr;j — " "rU _ "ri"rj + 7S W
(23) n”’Tij = Z (nr "rtnrl:i — "y nr“ . "rk"ri + nssnl) .
k=1

. (nr nr‘nr’t‘j — " ”rkj _ nrknrj + nssnj) nssTkk + ..rz .

. "ri"r,""‘Tﬁ "dsT:- .
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Fiir die Grundtensoren ™* ip "STy; bzw. Fay;, 7by; bzw. ha,;, by, fiir die Gauss-
schen Kriimmungen "K bzw. ' K bzw oK, fiir die mittleren Kriimmungen "H bzw.
"H bzw. JH der Mittelpunktmannr'gfaltl'gkeiten "s bzw. der Brennmannigfaltigkei-
ten ""f bzw. der Brennmannigfaltigkeiten "g der n-dimensionalen Kugel- und
Linienmannigfaltigkeiten im (n + 1) dimensionalen euklidischen Raum gilt (bei
den zweiten Grundtensoren eventuell bis aus das Vorzeichen)

(24 STy ="$:."S;, T = —"6p1.427d:."S),
(25) "}"a,-j ="T; + 3™/ "; + $"%.

. nssnlndsT? ndsT; — %(_ l)h "v("d’T{‘ nlsT}k +
+ ndsT}t ”lSTik) + _}(_])h (nldfz"i nvj + nldT} "vi) ,

(26) '}hb;j — Z (nhcm + Z nhcan:i _ "En+1,n+2nhcn+lndST‘ik)"lsT}k +
+ ("urti + "enr 142 Z e Ty) (MUT + (= 1) "ens 104 2"0)) —
— %(_ l)h nvkzl(nhcki + Z nh nrk _ "+1 n+2 C“+1 T )ndsTl nssT
= q=

n
Zl(nlsrz}q _ %(_ l)h "y nssqundsr’!c) nhcq + (nldT} + %_(_ l)h n€n+l,n+2nvj) nhcn+1 =0 ,
q=

ji=1..,n,
Z nssT nh nhc +nh f+1 = 1’
p,q =1

27 a..—"T+ww+WnTsnss
( ) : 1 . 2 ndsk nd Tl T

—- W("dsTik nlsnk + ndsijk nlsTik) + "MTi"Wj + nldT} Wi,
(28) abij =k}:1(2€u + lecan,q‘i) ("'sTjk = "w "dsTj' " T) +

= q=

n
nld n . d.
+ ("£n+l,n+2 Tj + wj)Zg q" qu;a
g=1
n

(nlsqu — My nssT:lkndsTik) :cq =0 s Z nsso omn omo 1

M=

=i = pag Pg-aq

(29) ng - det det [T Mg — det |7by | ng - det det |7,|
det | ul det |}a ul det [Ja ul
(30) "H = nssTU ndsTij , '}hH = r}haij }hbij s ;H — Z ij :bij

Die Menge der Kugelfidchen (1) bzw. der Punkte (9) bzw. der Punkte (13) bildet
eine n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit ("s; "r) bzw. die Brennmannigfaltigkeit
"hf bzw. die Brennmannigfaltigkeit "g genau dann, wenn det |"*T;| + 0 bzw.
det [Pa;;| # 0 bzw. det [Pag;| =+ 0 ist.
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Die n-dimensionale zur n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit ("s;"r) ad-
jungierte Linienmannigfaltigkeit besteht aus den Normalen der Mittelpunktmannig-
faltigkeit "s genau dann, wenn "r = const > 0 gilt.

Im Fall "r = const > 0 werden wir kurz iiber die spezielle n- d:menswnale
Kugel- und Linienmannigfaltigkeit im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum
sprechen.

Fiir die speziellen n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im
(n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum gilt in den Kriimmungsparametern
der Mittelpunktmannigfaltigkeit "s, wenn wir die Brennmannigfaltigkeit ™g =
= "g("w = "w = "ST,MT', "T,, + 0 als die k-te Brennmannigfaltigkeit der
speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (11) bezeichnen, folgendes

(31) Tay

nssn-i-l(nssni - (—l)h np ndsT“)Z , }haij =0, i +j,

(32) "fhb“ — ndsTii(l —- (_l)h ne "SST,-;l nd.\-T“) s ‘"fhbij =0, i=+ _I ,
(33) !glka“ = "‘“T'ﬁ + ((nssnkndsTk-,'cl)i)Z _ 2nss71kknds7'vk;1 ndsT“ +

+ (T TR ) T (T,
vy = (T T (T T, 1+,
(34) Mkl | WS UA(ST, — mSS T M s "1_:';: ek,
;kb"" = mT—UZ T, ("s‘nknd’Tkkl)k ’ ;kb i*j,

(35) "K = I:-[lnds ( H HS\T , ]:[ (‘l:[l}ha“)—l ,
;kK — nssTk;n/Z ndsnk(nssnkndsTk; )k .

. I_I (nssT'“ _ nssT;‘knds’['k—kl nd.\“T”) "I',f‘-(det I;kaijl)—l s

ik

(36) L) 2 g nssT—l ndsT" , nhH — nh —1 nhb“ , :kH — ;kaij ;kbij

Die Gausssche Kriimmung der Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-dimen-
sionalen Kugelmannigfaltigkeit ist genau dann gleich Null, wenn die Gausssche
Krimmung der Mittelpunktmannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit gleich Null ist.

Die Gausssche Kriimmung der k-ten Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-
dimensionalen Linienmannigfaltigkeit ist genau dann gleich Null, wenn auf der
Mittelpunkimannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfalti-
keit ("*T,,"*Tg'), "T;; = O (im Fall "T}; = O fiir irgendein i + k) gilt.

Im Sinne der vorgelegten Arbeit kann man das folgende Theorem formulieren:

Die Differentialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltig-
keiten im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum (n = 2) kann unter An-

50



wendung der Tensoren

n(T)E np , nss

n+1 ijo

nds P
s'Tija L] = 1’-”9”

untersucht werden.

Im Sinne der Arbeiten [10] bis [16] (siehe das Theorem mit (T) = (T)g, in [15])
und der vorgelegten Arbeit (siche das Theorem mit "(T), ,,) kann man das folgende
Theorem formulieren:

Die Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten bzw. der
n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen bzw.
im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum (n = 2) kann unter Anwendung
der Tensoren

(T)e, Py eiTis moTiis STy, 8,.T, i,j=1,2,34

P3¢pa i P304t ij > @3patij> @304

bzw. der Tensoren
n n,. nss nds
(T)En+l r, Tij9 T;

s Li=1,..,n

untersucht werden.
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Souhrn

DIFERENCIALNI GEOMETRIE n-ROZMERNYCH KULOVYCH
A PRIMKOVYCH VARIET V (n+ 1)-ROZMERNEM
EUKLIDOVSKEM PROSTORU

ZDENEK VANCURA

Vychézeje ze svych publikovanych praci [10] aZ [16], pojednavajicich o diferencidlni geometrii
kulovych a ptimkovych variet v trojrozmé&rném euklidovském prostoru, napsal autor rozsihlou
prici, pojednavajici o diferencidlni geometrii n-rozmérnych kulovych a piimkovych variet

v (n 4+ 1)-rozmérném eukleidovském prostoru (n = 2).
PredloZend prace podavd maximalné stru¢ny vyklad koncepce, obsahu, formy napsané roz-
s4hlé price a syntézu hlavnich vysledki v§ech vy$e zminénych autorovych praci.

Pe3ome

INOOEPEHLIMAIIBHASL TEOMETPUS n-MEPHBIX MHOI'OOBPA3UI1 COEP
IPAMBIX B (n+ 1)-MEPHOM EBKJIMJOBOM ITPOCTPAHCTBE

ZDENEK VANCURA

Hcxons u3 cBoux pabot [10]—[16], aBTOp 3TOM cTaThHM HAanKCasI o6mupHyro paboty o nuddepen-
LHaJIbHOK F€OMETPHA 7-MEPHBIX MHOroobpasmii cdep M npsmeix B (n -+ 1)-MEpHOM 3BKIHIOBOM

npocTpaHcTBe (n = 2).
Ora paboTa CTPEMHMTCS HBJIOXHTH C MAaKCHMAaJIbHOM KPAaTKOCTHIO KOHUENHIIO, COAEpKaHHe
H popMy 3TOi OOmHPHON PaGOTHI M CHHTE3 TJIABHAIX PE3Y/ILTATOB BCEX BHIIIE YIOMSHYTHIX paboT.

Anschrift des Verfassers: Osvoboditelt 1214/11, 742 21 Kopfivnice.
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