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114 (1989) ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY No. 1. 45—52 

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER «-DIMENSIONALEN KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN IM (n + l)-DIMENSIONALEN 

EUKLIDISCHEN RAUM 

ZDENEK VANCURA, Kopfivnice 

(Eingegangen 22. 10. 1986) 

Zusammenfassung. Von seinen veröffentlichten Arbeiten [10] bis [16], welche die Differential­
geometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum 
behandeln, ausgehend, hat der Autor die umfassende Arbeit geschrieben, welche die Differen­
tialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im (n + l)-dimensionalen 
euklidischen Raum (n ̂  2) behandelt. 

Die vorgelegte Arbeit versucht die Konzeption, den Inhalt, die Form seiner erwähnten um­
fassenden Arbeit und die Synthese der Hauptergebnisse von allen seinen oben erwähnten Arbeiten 
nach Möglichkeit aufs kürzeste darzustellen. 

Keywords: Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten. 

AMS Classification: 53A25. 

Von meinen veröffentlichten Arbeiten [10] bis [16], welche die Differential­
geometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen eukli­
dischen Raum entwickeln, asugehend, habe ich eine umfassende Arbeit geschrieben, 
in der die Differentialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannig­
faltigkeiten im (n + l)-dimensionalen euklidischen Raum (n ^ 2) entwickelt wird. 

Die vorgelegte Arbeit versucht die Konzeption, Inhalt, und Form der angeführten 
umfassenden Arbeit vorzustellen und die Synthese der Hauptergebnisse aller 
meinen oben erwähnten Arbeiten nach Möglichkeit aufs kürzeste darzustellen. 

Unter Anwendung von Prinzipen, Begriffen, Methoden, die durch Erzeugen der 
notwendigen, zweckmässigen, zulässigen, geometrisch interpretationsfähigen Ver­
allgemeinerungen, Kombinationen, Modifikationen der Prinzipe, Begriffe, Methoden 
aus meinen Arbeiten [10], [11] entstehen und bei grundsätzlich gleicher Bezeichnung 
der verallgemeinerten Begriffe, welche wir als Ausgangsbegriffe (vgl. [10], [11]) 
ansehen, bekommt man (bei passenden Voraussetzungen): 

Als die n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit im (n + l)-dimensionalen eukli­
dischen Raum (n ^ 2) wollen wir eine solche Menge von Kugelflächen 

(1) (ns(ux
9...9u

n); nr(u\...9u
n)>0) 

bezeichnen, wo tts(tts1(u1
9..., w"),..., nsn + 1(ux

9..., un))9 die sogenannte Mittel-
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punktmannigfaltigkeit der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit, die n-dimen-
sionale Punktmannigfaltigkeit darstellt. 

Für die Kugelflächen (l) der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit legen wir 
И+1 

(2) n

Pi = и

5 i, i = l, . . . ,n + 1, npn+2 = nr2 -Zns2

9

 npn + 3 = 1, "A + 4 = V, 
i = l 

(3) nk(A) = £("d t a + 1 + 2(-l) í +"Ч+ 1, л + 2"d í n + 1"p () -
 nd2

n+lзtt+2»p„+2 , 
1 = 1 

(4) nk(B) = Z»d2

n+2, 
i = l 

(5) "ќ(AB) = 2£(V t a + 1"d t a + 2 + (- l) i + "Ч + i ,„ + 2Чл+2"P i ) - 2 Ч 2

+ 1 > Л + Љ + 1 , 
І = l 

w o "^in+i Ьzw. иd i й + 2 die Determinante der Matrix, welche aus der Matrix 

(6) , Č"P! , ^ j P » + l , ^ > в + 2 
Z — ? . . . , Z- - - , L 

ôu1 ôu1 Єul 

, ð"-. , ð V , ,ð"p„+ 2 

>•••!»--' Ä и > """ гм" őu" őм" 

durch Auslassen der i-ten und der (n + l)-ten (i 4= n + 1) bzw. der i-ten und der 
(n + 2)-ten (/ 4= n + 2) Spalte entsteht, bezeichnet. 

Unter der Voraussetzung ndn+Un+2 4= 0, nk(AB)2 - 4nk(A)"fc(B) > 0 haben die 
Ebenen 

n /n+i Ann F)nn \ n 

(T> rci(T12
d-PfXj +

 d-fp), E"c2>0 
i=i y = i du du J i=i 

von allen Elementarmannigfaltigkeiten längs der Kugelfläche (l) und die Kugel­
fläche (1) genau zwei verschiedene reelle Punkte nFl9

 nF2 gemeinsam. Die Punkte 
nFl9

 nF2 wollen wir als die Brennpunkte der Kugelfläche (1) bezeichnen. Die Menge 
von Brennpunkten nFh (h = 1,2), wenn sie die n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit 
darstellt, wollen wir als die h-te Brennmannigfaltigkeit der n-dimensionalen 
Kugelmannigfaltigkeit (l) bezeichnen. 

Für den Einheitsvektor nd der Normalen der Mittelpunktmannigfaltigkeit n$, 
die Entfernung nv der Brennpunkte nFl9

 nF29 die Mittenmannigfaltigkeit"/ (d.h. für 
die Punktmenge, die aus den Mittelpunkten der Strecken nFnF2 besteht) und für 
die h-te Brennmannigfaltigkeit nhf (h = 1, 2) der n-dimensionalen Kugelmannig­
faltigkeit (1) bekommt man: 

(8) "</ = 

VW0) 
("í*lв + 2> — "Д*2л+2> •••> ( — -)" "áлл + 2 , 
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(-On n4.+i,»+ 2)> 

lrf"k(AB)Y - 4"k(Ä)»k(B)\ 
VA "dn

2
+i.n+2"/c(B) L 

"' = --y/'^nurt (2"d^"k(B) ~ ndin+2nk{AB) , 
Z an+X,n + 2 K\P) 

-2nd2n+1
nk{B) + nd2n+2

nk{AB), . . . , ( - l ) " + 1 . 

. (2 ndnn + i
nk{B) - "d„+2"*(_4B)), ( - 1 ) " + 1 ndn+Un + 2

nk{AB)) , 

" "̂ 7 l " l » + l + "m«"^l/.+2> —nd2n+X ~~ "m//,^2n + 2> ••• » 
dn+l,n + 2 

( - 1 ) " + 1 ("rf_+1 + "m„"d„„+2), ( - l ) " " m A " d „ + 1 , n + 2 ) , 

»m _ '&(>*-*) + (-1)" V(["fcW]2 ~ 4"fc(A)"fc(B)) 
* 2"fe(B) 

Für die h-te Brennmannigfaltigkeit nhf (h = 1,2) der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit (1) gilt 

(9) " Y = n / + K - l ) " % + i . n + 2 n t ' n d » %,+ i,n+2 = s g n " d B + 1 , „ + 2 . 
Im Fall 

(10) det „„__ an/ a"/ _f .. 
niťT* nf nl 

•- i / • • ~~ ' i • ' / 

Ф 0 , i , ; = 1, . . . , n 

wollen wir die Menge von Linien 

(11) ( " / ( I I 1 , . . . , « " ) ; "dfa1,...,!i")) 

die n-dimensionale Linienmannigfaltigkeit im {n + i)-dimensionalen euklidischen 
Raum nennen. 

Weil aus (9) 

(12) n2f-nif=X+x,n+2nvnd 

folgt, wollen wir (11) (bei (10)) als die n-dimensionale zur n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit (1) adjungierte Linienmannigfaltigkeit bezeichnen. 

Einen reellen Punkt 

(13) ng{u\ ..., u") = "/(u 1,..., u") + "C,+ l i l l + 2-w(ii 1,. . ., u") nd{u\ ..., u") 

wollen wir als den Brennpunkt der Linie (11) bezeichnen, wenn solche reelle 
n 

"dw1,..., "du", £ "^u? > 0 existieren, dass die Vektoren 
i=X 

(14) Z(X+1,n+2n</i
nw + "/ i )

B ^' , "* 
1 = 1 

linear abhängig sind. Die Menge von Brennpunkten "g, wenn sie die n-dimensionale 
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Punktmannigfaltigkeit darstellt, wollen wir als die Brennmannigfaltigkeit der 
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (11) bezeichnen. 

Fwr die Brennmannigfaltigkeit ng der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit 
(11) gilt 

(15) ng-n^%+i,n+2nwnd, 

wo nw irgendeine reelle Lösung der Gleichung 

(16) det \-ndsT{j
nw + " T y l = 0 , i . j = 1 fi 

darstellt. 
Der Brennpunkt der Kugel bzw. der Linie der n-dimensionalen Kugel- bzw. 

Linienmannigfaltigkeit stellt ihren Berührungspunkt auf der angehörigen Brenn­
mannigfaltigkeit der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit dar. 

Auf der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit im (n + l)-dimen-
sionalen euklidischen Raum sind nv (aus (8)), nvt = dnvjdul und 

(\n\ nid— nc n\ R J nssnp n nc 

\ 1 ' ) i i — 8 / I + 1 , / I + 2 ' i • ° 5 i i j — 5 i - 5j 9 

ndsnp n / n J ne \ nlsnp ni « e nllnp ni nl 
lij — "" £ n + l , n + 2V Qi * Sj) ' Xij ~ 'i' 5j » A U ~ '* * V 

Tensoren. Diese Tensoren kann man in den Krümmungsparametern der Mittel­
punktmannigfaltigkeit ns (für die Hauptrichtungen V der Mannigfaltigkeit ns 
setzen wir 

("^-4^)v=o'det 

voraus) durch die Tensoren 

(18) 

folgendermassen ausdrücken: 

i 
"isTl, <5f. 

J nR J 
= 0, det ndsTi _ _ _ й i 

•» Л Г» •* "R 
Ф 0 

"R 

-r, 
sт.. 

- 0 ' 

nds~ 
1U 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

ny _ 2 "rf 1 — V2 n s s T q q Y / 2 

n 

"i>, = 2(1 - nr\ T " ) - 1 ' 2 £ nrk(
nr "ríH, -

fc=i 

n*. n„ «*. w« i nss — \ nssnpkk 

— r rki — r* r ř -t- i f c ř; i , 
nlďp n„ « ndsnpi 

1 i — "~ r r ř -* i > 

nlsnp n„ n„ wr-f "*. «*. "». "*. i nssnp 
1
 ÍJ — r rt i y — r r l 7 — r ř r,. + i y , 

n 
n » ~ _ y /«„ n r n—t n n « » , nss — \ 

Áij — Zj\r rt L ki r rki — r k r f -f- iki) . 
k = í 

( n~ n„ nr>t n*. »„ "„ n„ • nssnp \ nssnpkk i n„2 

r r í A fcy — r rkj — rk r,. -+- ikJ) i -\- r . 
«„ n„ ndsnpi ndsnpj • r i O M -J-
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Für die Grundtensoren nssTij9 "JsT0. bzw. }haU9 }Äbl7 bzw. gau,
 n

gbij9für die Gauss-
sehen Krümmungen nK bzw. n

f
hK bzw. nK,für die mittleren Krümmungen nH bzw. 

njH bzw. nH der Mittelpunktmannigfaltigkeiten ns bzw. der Brennmannigfaltigkei-
ten nhf bzw. der Brennmannigfaltigkeiten ng der n-dimensionalen Kugel- und 
Linienmannigfaltigkeiten im (n + 1) dimensionalen euklidischen Raum gilt (bei 
den zweiten Grundtensoren eventuell bis aus das Vorzeichen) 

(24) "SST„. - " i , . "*, , ttdsTu = -%+Un+2"d,. "sj , 

(25) fau - mUTu + i "v,"vj + i "v2 . 
_ „ssTk„dsTkndsTl _ £ ( _ {y nv(ndsTk nlsj,^ + 

+ ttdsTf ttlsTik) + i ( - 1 ) ' ' ("WT, "», + "uTj "v,) , 

(26) }%• = £ (""«« + £ "VrJ, - "e.+1..+2""c.+1'*3T)",*r74 + 
k = l g = l 

+ C^n+U + \ , + l,n + 2 t nhc
q
ndSTqi) (nUTj + _ ( - l ) * %,+ 1,„ + _"l>;) -

9 = 1 

n n 
l f 1 l A "« V f " V -1_ V nhr nVk "n nhr ndsrp \ ndsrpl nssrp 

~~2\—1) V __ V Cki ~T- Zu CqLqi~~ £ n + l , n + 2 Cn+1 Iki) lj *kl> 
k=l 9 = 1 

t (nlsTjq - i (- l)* "* ""-Tfc.-*!?) "\_ + (""!} + _(-l)* -c.+ 1>il+2"oy) "\_ + 1 - 0 , 
9 = 1 

7 = 1,...,« , 
n 

Z nssrp nhr nh , n« 2 _ < 

1 pq Lp cq ^ cn+i — l 9 
p,q = 1 

(27) n
gau = nllTu + nWinWj + "w2 ndsT? ndsTJ nssTkl -

n..,(ndsrrik nlsT _i_ ndsn-ik nlsrp \ , nldnnn... _ nldnnn.., 

— w( lt lJk+ Ij hk)+ 1iWj+ ijWi, 

(28) ;fry = £ ("cH + £ "c/rj,) ( • % - "w -"sr; ~r„) + 
J t = l 9 = 1 

+ (%+l.n + 2MTJ + *Wj)t;Cq'"Tqi9 
9 = 1 

n n 

Z f « - - * - — n w n s s T n<*srpk\ n __ r\ y n s s ~ * , . % _ 1 

l ijq W i9fc i j ) g C q - K ) > _ _ 1pqgCpgCq ~ 1 > 
9 = 1 P , 9 = l 

. £ _ _ _ _ _ _ _ nft/c = ______ /1| , £ _ _ _ _ _ 

det|"ssr,/ ' det|"X|' ' d e t W 
(29) 

(30) nH = mTUniaTU9 ?H = n
f
haiJn

f
hbij,

 nH = naijn
gbij. 

Die Menge der Kugelflächen (1) bzw. der Punkte (9) bzw. der Punkte (13) bjZdef 
eine n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit ("$; nr) bzw. die Brennmannigfaltigkeit 
nhf bzw. die Brennmannigfaltigkeit ng genau dann, wenn det |n sT l 7 | + 0 bzw. 
det \fau\ + 0 bzw. det | ^ l 7 | + 0 ist. 
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Die n-dimensionale zur n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit (ns;nr) ad-
jungierte Linienmatinigfaltigkeit besteht aus den Normalen der Mittelpunktmannig­
faltigkeit ns genau dann, wenn nr = const > 0 gilt. 

Im Fall nr = const > 0 werden wir kurz über die spezielle n-dimensionale 
Kugel- und Linienmannigfaltigkeit im (n + \)-dimensionalen euklidischen Raum 
sprechen. 

Für die speziellen n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im 
(n + \)-dimensionalen euklidischen Raum gilt in den Krümmungsparametern 
der Mittelpunktmannigfaltigkeit ns, wenn wir die Brennmannigfaltigkeit nkg = 
= ng(n

w = nkw = ""T^Tfcfc1, ndsTkk 4= 0 als die k-te Brennmannigfaltigkeit der 
speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (11) bezeichnen, folgendes 

(31) n
f
han = T J ' ( " T , , - ( - 1)" V ndsTn)

2 , faij = 0 , / + j , 

(32) pa = "*r„(l - ( - \)h Vn s sTn
l ndsTn), pij = 0 , i*j, 

(33) fan = nssTn + ((nssTkk
ndsT;k

x)tf - 2 nssTkk
ndsTk'k

l ndsTn + 
i (nssrp ndsrp- l\2 nssrp— 1 (ndsrp \2 

"T \ Lkk Lkk ) Lii \ Lii) » 

nk (nssnn ndsrp—\\ (nssrp ndsrp—1\ ; _i_ ; 
g a'U ~~ V Lkk Lkk ) i \ Lkk Lkk )j •> l + j > 

(lÄ\ n^U nssrp—1/2(nssrp nssrp ndsrp— 1 ndsnn \ n i - i ; i /. 
W V g °ü ~~ Lkk \ Lii ~~ Lkk Lkk Lii) l ki » * =t= K » 

nkL nssnn—1/2 ndsrp (nssrp ndsrp—1\ nj.» r\ • i • 
0 ° . U — Lkk Lkk\ Lkk Lkk )k » g °ij ~ V> ' T J , 

(35) ^ = n n,,5r»( ri ""r»)- *. ?K = n pn( n ^ „ r j , 
i = l i = l i = l i = l 

1/- nssrp—n/2 ndsrp (nssrp ndsrp— 1 \ 
- ^ — Lkk Lkk\ Lkk Lkk )k • 

• O (""7.. - ""Tu""^1 "T.,) T',.(det |JX|)~» , 
І = l 
iФJt 

(l£\ nu nssrp— 1 ndsnn nhjj nh„— 1 n/i / n/c rr nk^ijnkh, 
(3b) H= Tn l n , fH = fan f b n , gH = ga

J
gb g "u 

Die Gausssche Krümmung der Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-dimen­
sionalen Kugelmannigfaltigkeit ist genau dann gleich Null, wenn die Gausssche 
Krümmung der Mittelpunktmannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit gleich Null ist. 

Die Gausssche Krümmung der k-ten Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-
dimensionalen Linienmannigfaltigkeit ist genau dann gleich Null, wenn auf der 
Mittelpunktmannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfalti-
keit ("a'Tkk

miaT7k
1)k

 nVki = 0 (im Fall T j , = u für irgendein i 4= k) gilt. 
Im Sinne der vorgelegten Arbeit kann man das folgende Theorem formulieren: 
Die Differentialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltig­

keiten im (n + \)-dimensionalen euklidischen Raum (n _ 2) kann unter An-
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Wendung der Tensoren 

n(T)En+l
 nr, "SSTU, ndsTu, ij= l , . . . , n 

untersucht werden. 
Im Sinne der Arbeiten [10] bis [16] (siehe das Theorem mit (T) = (T)£3 in [15]) 

und der vorgelegten Arbeit (siehe das Theorem mit "(T)En + x) kann man das folgende 
Theorem formulieren: 

Die Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten bzw. der 
n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen bzw. 
im (n + \)-dimensionalen euklidischen Raum (n ̂  2) kann unter Anwendung 
der Tensoren 
(ПГ\ v ds rp ss rp 
X1 УEЗ ' <PЗ<P4 І ' <PЗ<P4 Іj ' 

ds rp 
<PЗ<P4 L Іj ' 

dd rтi 
<pз<P4 l ij ' i,j = 1, 2, 3, 4 

bzw. der Tensoren 
n(т\ ni- nssnn 

\ l
 )EП + Í

 l •> lij • 
ndsnp 

> •*• ij » /,І = L . ..,n 

untersucht werden. 
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Souhrn 

DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE n-ROZMĚRNÝCH KULOVÝCH 
A PŘÍMKOVÝCH VARIET V (n -f l)-ROZMĚRNÉM 

EUKLIDOVSKÉM PROSTORU 

ZDENĚK VANČURA 

Vycházeje ze svých publikovaných prací [10] až [16], pojednávajících o diferenciální geometrii 
kulových a přímkových variet v trojrozměrném euklidovském prostoru, napsal autor rozsáhlou 
práci, pojednávající o diferenciální geometrii n-rozměrných kulových a přímkových variet 
v (n -f- l)-rozměrném eukleidovském prostoru (n ^ 2). 

Předložená práce podává maximálně stručný výklad koncepce, obsahu, formy napsané roz­
sáhlé práce a syntézu hlavních výsledků všech výše zmíněných autorových prací. 

Резюме 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ /2-МЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ СФЕР 
ПРЯМЫХ В (п + 1)-МЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

2 О Е ^ К VАNС ;̂аА 

Исходя из своих работ [10]—[16], автор этой статьи написал обширную работу о дифферен­
циальной геометрии л-мерных многообразий сфер и прямых в (п + 1)-мерном эвклидовом 
пространстве (п ^ 2). 

Эта работа стремится изложить с максимальной краткостью концепицю, содержание 
и форму этой обширной работы и синтез главных результатов всех выше упомянутых работ. 

АтсНп/Х а'ех Vе^/а85е^5: О8VоЬоа,^̂ е1й 1214/11, 742 21 Коргтпсе. 
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