
Časopis pro pěstování matematiky

Jiří Čížek
Об алгебраичеcкoй незавиcимocти значений некoтoрых E-функций. I.

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 115 (1990), No. 3, 283--289

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/118407

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1990

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/118407
http://project.dml.cz


115 (1990) ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY No. 3, 283-289 

ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ НЕЗАВИСИМОСТИ ЗНАЧЕНИЙ 
НЕКОТОРЫХ Е-ФУНКЦИЙ 

11к! С12ЕК, Ркеп 

(Поступило в редакцию 10. X. 1988 г.) 

В 1954 г. А. Б. Шидловский доказал общую теорему об алгебраической не­
зависимости значений Е-функций (см. [1], стр. 91). Для того, чтобы применить 
эту теорему к конкретной совокупности Б-функций, удовлетворяющей системе 
линейных дифференциальных уравнений, необходимо доказать алгебраическую 
независимость этой совокупности функций над С(г). Многие авторы разрабо­
тали ряд методов доказательства алгебраической независимости для многих 
конкретных совокупностей Е-функций (см. [1], гл. 5.-8.). Один из таких 
методов используется для доказательства нижеследующей теоремы. Пусть 
[а, и] = а(а + 1) ... (а + п - 1), а е С, и 

(1) Л ( 2 ) = ^,( 2) = Е 4 ^ 1 - 2 " , Я+ 0,-1,-2,... 
п = 0 п\ [А, п\ 

Функция (1) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

(2) у» + *—1у>-1у = о. 
2 2 

Пусть далее цк Ф 0, - 1 , - 2 , ..., к = 1, ..., т. 
Обозначим 

(3) Л(*) = Х 1 , [ \" ] Г , -1» * =-.....«. 
п = 0П\ [А, П\ ( ^ + П) . . . {\1к + П) 

Функции А0,А'0,А19...,Ат образуют решение системы дифференциальных 
уравнений 

/л\ , _ _ , у т. — А _ , р.к 1 
(4) У0 = у0 > Уо = ~Уо + Уо > Ук= Ук + ~ Л - 1 . 

2 2 2 2 

к = 1, ..., т . 

Обозначим 

(5) 
oz 3j;0 \z z ) dy0 
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Ě(fi„-V,U 
1=1 \ z z /ć>.yf 

дифференциальный оператор, связанный с системой (4). 
В работе докажем следующую теорему. 

Теорема. ПустъХе О, V е 0\1,так, что —Хф1 + , х — Хф1, пусть /*,. е 0\_ 7 , 
/ = 1, ..., га, гашс, что V — //, ̂  /V, ц{ — X ф1 +, //,- — \х} ф1\{0}, I,] = \, ..., га, 
пусть % е А\ {0}. Тогда га + 2 чг/сля -40(<!;), Л0(<!;), Л-^) , •••> ^ж(0 алгебраически 
независимы. 

Сначала рассмотрим несколько вспомогательных предложений. 

Лемма 1. Если Х^еС, V ф1, V — ХфТ, и у — произвольное нетривиальное ре­
шение дифференциального уравнения (2), то функции у и у' алгебраически неза­
висимы над С(г). (См. [1], стр. 224, Лемма 7.) 

Лемма 2. Если X, V еС, V ф1, V — Хф1,Р = Р(у0, у0, т) е С\_у0, у0, г ] , Р ф 0 
и Э — дифференциальный оператор (5), связанный с уравнением (2) 

( n d _ 3 /v z - A _ \ 5 \ 
£ = - + j o — + -;vo + ^o — ) , 

\ dz dy0 \z z ) dy0J 
то многочлен 2ЭР может делиться на многочлен Р как многочлен от трех неза­
висимых переменных тогда и только тогда, когда он имеет вид 

(6) Р = о2ъ, аеС, а*0, ЬЕ1+ . 

Доказателство Леммы 2 совпадает с доказательством Леммы 6 в книге [1], 
стр. 222. 

Лемма 3. Если X, V е С, V ф1, V — Хф1, а е С \ {0}, а у — любое нетривиаль­
ное решение дифференциального уравнения (2), то функции у, у[ и е а г алгебраи­
чески независимы над С(г). 

Доказательство совпадает с доказательством Леммы 7, [1], стр. 223, только 
вместо Леммы 6, [1], стр. 222, надо применить нашу Лемму 2. 

Лемма 4. Пусть Хе0^е0\1, так что —Хф1+, V — Хф1,пусть ц(е0\1, 
I = 1, ..., га, так, что V — /х,- ф N, ц{ — Хф1+, р* — А*, ф!\{0}, г,} = 1, ..., га. 
Тогда га + 2 функции А0, А0, Аи ..., Ат алгебраически независимы над С(т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Схема доказательства совпадает с доказательством 
Леммы 4 книги [1], стр. 241. Применим индукцию по га. Если га = 0, то лемма 
справедлива по Лемме 1. Предположим, что лемма выполняется при га = 
= п — 1, п 6 /V, и докажем, что тогда ее утверждение справедливо и для га = п. 
Допустим противное. Тогда существует неприводимый многочлен Р = 
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= Р(У УкУо* Уо> 2)еС[> я , ..., уиУо, у о-, * ] , содержащий у„ и такой, что 

(7) Р(А„(г),..., /1,(2), А0(2), А'0(г), г) = 0 . 

По предположению индукции степень трансцендентности функций А0,А'0, А19 . .. 

..., Ап над С(г) равна и + 1 и эти функции связаны алгебраическим уравнением 

(7). Поэтому по Лемме 4, гл. 5 книги [ I ] , стр. 191, многочлен 21)Р делится на 

многочлен Р как многочлен от п + 3 независимых переменных, и существует 

функция н>е С(г) такая, что г^Р = соР. Сравнивая степени 21)Р и Р по г и по 

Уп> •••> >1> Уо> Уо убеждаемся в том, что со = аг + Ъ, а, Ъ еС. Итак 

(8) I^Р = (аг + Ь)Р. 

Покажем, что а = 0. Пусть 

йУЯпя..-У\1> <1еС[у09 уо,:], ЙФО 

— старший член Р е С[у0, у0, г\ \уп9 ..., у,]. Приравнивая в тождестве (8) коэф­

фициенты при старших членах, получим 

(9) 2г>е = (я* + ы-1>.5,) е • 
1 = 1 

По Лемме 2 ^ = а^2
ь^

9 сг1бС\{0}, Ь х е / + . Оттуда г^^ = оф^1. Под­

ставляя ^и I^^в тождество (9), получим, сократив на а ^ 

п 

Ь1 = аг + Ь + X /'.*. • 
1 = 1 

Итак 
л 

а = 09 Ъ + 5 > л = Ь 1 е / + . 
1 = 1 

Тождество (8) примет вид 

(10) гОР = ЬР . 

Представим Р следующим образом: 

Р^РУп + Рг-хУп"' + . - + Р о , ^ о Ф О , / ^ 1 , 

Л е С [ у и - . ь ..., 3̂ 1, >>о>.Уо>-0> * = О, Ь. . . , /. 

Как и в доказательстве Леммы 4 книги [1], стр. 242 — 3 (с заменой Хп на цп) 

получаем / = 1, Р = Рхуп + Р 0 , Ь + цп = ре!+, и 

(И) С ^ у , . ! + 2 О Р 0 - ( р - / 1 | | ) Р 0 Е = 0 , с 1 е С \ { 0 } . 

При применении оператора 2Й к многочлену Р 0 каждая совокупность всех 

однородных членов заданной степени по уп-19 ..., у19 у09 у0 переходит в сово­

купность таких же членов или нуль. Из тождества (11) следует, что в Р 0 входит 
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совокупность членов первой степени по уп-19..., уи у0, у0. Обозначим ее Я, 
Я ф 0. Тогда из тождества (11) имеем 

(12) с^уп.х + 2^Я-(р-^^п)Я = 0, 

откуда следует, что уп-х входит в Я, Докажем, что тождество (12) противо­
речиво. Возможны два случая. 

А. п = 1. В этом случае 

д = ^0у0 + йоро, ^о, йо - ОД, е 0 Ф о 
и 

^Я = (2<2о + V^0) У0 + № + 2<2о + (" - А) бо) УО . 

Сравнивая в тождестве (12) коэффициенты при у0 и у0, получим 

(13) СХ2
Р + V^0 + 2(2о - (Р - ^) бо = 0 , 

(и) 2^0 + 2ё 0 + (г + II, - х - /7) ё 0 = о. 

Из (14) вытекает, что <20 ф 0, так как в противном случае ^0 = 0^^ что ёе§ ^0 = 

= ^ е 8 бо = г е / + . Если г Ф р, то получим противоречие из (13). Это ясно 

в случае, когдар > г. Пусть р < г, ^0 = аг2
г + ... + а0, б 0 = ЪГ2

Г + ... + Ъ0. 

Тогда приравнивая коэффициенты при 2Г в (13) и при 2Г + 1 в (14), получим 

гаг + \ЪГ — (р — рх) аг = 0, я г + Ьг = 0 , 

откуда аг(г — V — р + рг) = 0. Тогда V — /^ = г — ре N, что противоречит 

условиям леммы. Далее, рх — Хф1+, итак, ^, — Я — р ф 0. Следуя (14), 

2 | (~0. Поэтому р = с!е§ б 0 = с.е& <20 = 1 и, так как р — /^ Ф 0, из (13) выте­

кает 2 | <20. Запишем 2 0 = 2Г<2, <20 = 2М">, Х,и е N, Х,и -^ р, ^,^ не делятся 

на 2. Тогда, подставляя () 0 = Г2 ' - 1 д + 2г$, (?0 = «2й" 1") + 2М2' в (13), 

получим 

(15) с,2
р + Т2мё + /2ге + 2 / + 1 е ' - (р - #1±) 2ге = о. 

Предполагая, что X < и "й р, сократив (15) на 2Г, получим 

сх2
р~х + Т2М"Г2 + Гб + 2б ' - (р - ^ ) б = 0 . 

Итак, 2 | (р — X — /г,) б, откуда /^ = р — * е /V, что противоречиво. Если 

и < I —^ р, точно так же получаем 

с ^ - " + 1'§ч г2<-ме + 2'+ 1-ме' - (Р - /п)^ _ м е = о, 

т.е. 2 | \»2, что невозможно. Итак и = X и из (14) вытекает 

2' + 1 б + Г2Гё + 2 Г + 1 2 ' + (2 + ^ 1 - Л - р ) 2*5 = 0 

и после сокращения на г' 

*(б + 5' + ® + (' + 01 - А - Р) 5 = о, 
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т.е. - | ( * + )н- — Я — р) е , но это невозможно, так как по условиям леммы 
/Ч - АФ р - г е 7 + . 

Б. л > 1. В этом случае 

-к = й,-1я,-1 + . . . + ^оУо + ёоз~0, е„-1 Ф о, 

20еС[_], е . ^ С И , / = 0, 1,...,л - 1, 

2.ол = ( 2 е ; - 1 - / 1 я - 1 е „ - 1 ) л - 1 + 

+ (е я -1 + - е ; _ 2 - л - 2 е я - 2 ) уп-2 +... 

... + №г + ^бо + Vёо)^о + № + * е 0 + (- - А) ёо);~о . 

Сранивая в тождестве (12) коэффициенты при у„_1, ..., уи у0, у0 получим 
систему тождеств 

(16) с,2- + го:-, - (Р + л»! - /О ея-1 = о, 

0.-1 + *2п-2 - (Р + И.-2 - /О Й.-2 = о , 

е 2 + *е_ - ( Р + /11 - л ) б ! = о, 

01 + '̂ёо + -Оо - (" - /О бо = 0 > 

-бо + *2о + (~ + »п - Л - Р) йо = 0 • 

Возможны два подслучая. 1) /_,. — цп Ф 0, / = 1, ..., л — 1. Интегрируя 
первое из уравнений (16), находим 

Г 7Р 

6 — 1 _1_ /» Р + ИП-1-ИП . _ р 

А п̂-1 - ^ я 

Н о р + //л_1 — /_я ^_~. Поэтому С л _! = 0 и 

е „ - 1 = у я - 1 - - р , у я -1 = — - — * о . 
Ип-1 - Рп 

Подставляя найденное значение е„-1 в о второе из тождеств (16), аналогично 
получим 

б я -2 = У.-2-", Уп-2 = т ^ "7 * 0 . 
(/'п -2 - /А.)(А*Я-1 ~ /О 

Продолжая этот процесс, приходим к равенству 

^x = У 1 - Р , 7 1 * 0 . 

Но тогда последнее два тождества (16) принимают вид (13), (14) (с заменой с1 

на У!) и поэтому противоречивы. 
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2) г — наибольшее число, для которого цг — /лп = 0, 1 ^ г ^ п — 1. Тогда 

получим противоречие точно так же, как в книге [1], стр. 244 — 245 (с заменой Х( 

на /л,.). Последними двумя тождествами (16) в этом подслучае не пользуемся. 

Итак, тождество (12) всегда противоречиво и утверждение леммы выпол­

няется для значения т = п а по индукции и для любого значения т . 
« 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Все функции А0, А0, А1,...,Ат очевидно ги­
пергеометрические Е-функции, удовлетворяют системе линейных дифференци­
альных уравнений (4) и по Лемме 4 алгебраически независимы над С(г). Для 
системы (4) Т(г) = 2 и ^ Т(%) = ^ 2 ф 0. Итак, по второй основной теореме 
книги [1], стр. 127, имеет место утверждение теоремы. 

,/Iumepamypa 

[1] UIud.toecKuu A. E.: TpaHcneHACHTHbie HHCJia, MocKBa, HayKa 1987. 

Souhrn 

O ALGEBRAICKÉ NEZÁVISLOSTI HODNOT NĚKTERÝCH E-FUNKCÍ 

JIŘÍ ČÍŽEK 

Buďte dána čísla XeQ, v eQ\Z, jHiE Q\Z, i = 1, ..., m, taková, že —X$Z+, 
v — X £ Z, v — Hi<£ N, \ii — X$Z+, \ii — \i}$Z\ {0}, i,j = 1,..., rn. Označme A0 

Kummerovu funkci 

A0(z) = AA,v(z) = Í - f ^ - L z" 
n = o ni \X, n] 

a dále 

AÍ \ v [v, n] zn 

4k( z) = L ' fc = 1,..., m , 
n=o w! [A, «] (/ÍI + w) ... (fik + n) 

kde [a, n] = a(a + l) ... (a + n — 1). V práci je ukázáno, že funkce A0, A0, Aí9 ... 
..., Am jsou algebraicky nezávislé nad C(Z). Podle známé základní věty o algebraické 
nezávislosti hodnot K-funkcí jsou algebraicky nezávislá čísla A0(£), -40(č), ^i(č)>.. . 
..., Am(Č), pro každé algebraické číslo č, =f= 0. 
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Summary 

ON THE ALGEBRAIC INDEPENDENCE OF THE VALUES 
OF SOME E-FUNCTIONS 

JlRI ClZEK 

Let X, v, }ih i = 1, ..., m, be rational numbers such that v $ Z, /it- $ Z, — X $ Z + , 
v — X $ Z, v — jXi$ N, \ii — X $Z+, jit — jij $ Z \ { 0 } , i,j = 1, ..., m. Let A0 be 
the Kummer's function 

A ( \ A ( \ v tv' "1 z" A0(z) = AA>v(z) = £ L
t n

J 

n = o fi! [/, n\ 

and let 

w x v [v, n] zn  

^fc(z) = L > k = 1, ..., m , 
»-=o n! [A, ri] (^i + n) ... (̂ fc + n) 

where [a, n] = a(a + 1) ... (a + n — 1). It is proved that the functions A0, A0, 
Al9 ..., Am are algebraically independent over C(z). By the well-known fundamental 
theorem on the algebraic independence of the values of F-functions for every alge­
braic number £ + 0, the numbers A0(£), A0(£), A^Z), ..., Am(£) are algebraically 
independent, too. 

Author's address: katedra matematiky, VSSE, Nejedleho sady 14, 306 14 Plzeii. 
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