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к ПРОБЛЕМЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
Ф У Н К Ц И Й С ВЕСОМ 

М И Р О С Л А В Л А Й Т О Х (М1К031.АУ ЬА1ТОСН) 

(Поступило в редакцию 21. 9. 1959 г.) 

уравнении в ча< гных и, I I .рого порядка =— = а2— ••-„ и;; ,'1пф<1 

ренциальные уравнения вида р(х). - ^ — ^(^) и = д(1). \^~ — Р(х) и . 

1. Ц и к л и ч е с к а я группа функций 

Пусть функция а обладает следующими свойствами: 
1. определена для каждого ( 6 (а, Ъ), 
2. имеет в интервале (а, Ь) положительную непрерывную первую 

производную, 
3. для каждого I € (а, Ь) имеет место «(г) > I, 
4. х(а+) = а,ф-) = Ь, 

причем «(о + ) = Н т «(г) при I -> а +, ос(Ь - ) = П т а(1) при 1-^Ь~. 
Д л я упрощения обозначений используем следующую 

^(1)=^,' 
« , + . « = * ( * ) ] . - = 1,2,3 
«-„(() обозначает обратную функцию к функции \,.(/). 
«0(0 = I. 
Очевидно имеет место 

«_(„+1)(г) = «-,[«-,(0] для V = 1, 2, 3 
Сложные функции а„ имеют для V = 1, 2, 3, . . . еле, 
1. определены в интервале (а, Ь), 



2. имеют п этом интервале непрерывную положите \ ю производную, 
3. для каждого (6 (а. 1>) имсп место «,(/)> ', «_„(*)<', 
4. _ ± „ ( а + ) = _ , « ± „(.- ) = 6. 
Для Я, /., . = 0, ± 1 , ± 2 , . . . имеет место: 
1. «,К(0К «„КС)] = <*„+„('), 
2. «х%К(0|- К\1'>1 > „ , (0 или « „ „ К . / ) ] -«;.[«„+„(')] = *;.+„+„('), 
•"• М м ' ) 1 \Ы(П = *„('), 
4. ,.,]>_„(')] = «„(/) 
Это очевидно. 

> функции «,, . = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . образуют 
пческую группу (. с осшшны.м з.тсмоптом л-!', единичным 
я функция «„. Групповой операцией является сложение 

Теорема: Пусть я„, «„ . 03 .«с /наличные фупкиии, т. е. р. ф . ; тогда 
и иптерсале (а, Ъ) не суиигтеуст такие число /0, что «„(г0) = ж„('0). 

Д ока зато льсти о: Действительно, предположим, что сущестнуо! /„.(_,//), 
такое, что «„(« = «„(/„), но тогда « -,,К(/„)] = ^„[«„(У! т. е. _;,_„((„) = «0, 
причем . — ^.фО, что противоречит 3. свойству функции крупны _>. 

2. Периодическая функция 

Рассмотрим функцию /' определенную для / . (а, 1>). Пусть функция л 
имеет скойетяа 1. (1). 

Определение: /'осприм. чти фч/нкция / яслястся периодической с перио
дом о> = к(1) — I, чмочи-лч мести с чнтс/кале (я, Ь) тождество 

/["(')] = /(')• (1) 
Очевидно имеет место: 
Сложение, е.ачнтипис. п/юнссеОснис и веление (с. 

от нуля) нс/ппкЧпи'ски.с (функции с периодом т оп 
(функция с периодом со. 

Рассмотрим сейчас периоды функции /. Из ранет гни (I) в 

/К(')] = /(0 Для . = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . и .6(а, Ь). 
Теорема: Имеет ли 'функция / период _> = <к(1) — I, то она обладает 

и периодом _>„ = ,.,,(() — / для . = 0, ± 1 , ± 2 , . . . , где а>1 = _>, «, = «. 
Период <_0 = 0 называем тривиальным. Остальные периоды _,„, »>=__1, 

± 2 , . . . ненулевые. 
Для периодических функции имеют место следующие предложения. 
1. _>„(.) > 0 для V = 1, 2, 3, . . . ; _.„(/) < 0 9__ . __ — 1,' —2, - 3 , . . . . 
Доказательство: Действительно, утверждение в 

свойства 3. функции ж„. 
2. _>„(.)< а>,(. .__/.« 
Доказательство: Де 

и следовательно а>„({) > со„('). 

12 



Теорема: Пусть функция х., оиерсделенная для <€ (а, Ъ), имеет свойства 
1.(1). Пусть функция X имеет следующие свойства: 

1. определена для I 6 (а, Ъ), 
2. обладает положительной и непрерывной производной, 
3. возрастает от —оо до оо, 
4. является решением функциалъного уравнения I (3) 

Х[«(.)] - Х(1) = Г, (2)[ 

Пусть функция /, определенная в интервале (а, Ъ), есть периодическая 
функция с периодом со = < (!) • щия /[Х_1(<)], определенная 
в интервале ( со. <_ ] 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Действительно,из уравнения Х[«(<)] - Х(«) = Т выте
кает, что »(«) = Х~![Л'(«) + Т] и следовательно «[Х"1^)] = Х" 1 ^ + Т). Далее 
знаем, что /[-(.)] = /(I). Таким образом /[Х-х(. + Г)] = 1{о[Х-Щ]} = 
= /[Х-^*)] для * е ( - оо, оо). 

Теорема: /̂ с.-гм функция /, интегрируемая в некотором, интерсале 
<«о. «(<о)>, «о 6 (а, 6), и если Эля нее выполняется тождество /[«(«)] = /(<), 
< € (а, 6), тогда 

»-Х-(с+Г) а-Х-(й+-) 
Г /(.) . Х'(1) . й( = Г 1(1).Х'(1)М, 

а-Х-И о-'-Т-ЧЛ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Действительно, прежде всего имеет место Х'(1) = 
= Х'[«(<)]. х'(1) и следовательно 

а-Х-(с + Г, .->Х-(.+ -) 
] /(.) Х'(.) «I. = Г /[*(.)] Х'[«(«)] «'(.)<« = 

= | /(1)Х'(1)И=1 {[Х-Ц1)]<1{ = { /[Х~Ц1)]й1 = 

а-Х-(<2+Г) 

= Г /(<)Х'(.)<и, 

так как функция /[Х_1(,!)] есть периодическая с периодом Г, 

Пусть функция X имеет свойства 2. (3) в случае, что в функциональном 

2. (2) Т = =т-, В > 0. Составим сложную функцию 

у = Аят[ВХ(1) + С],1Ь(а,Ъ), (1) 



где А, С константы. Такую функцию будем называть гармш: 

Теорема: Функция (I) имгст пг/ню'д со1 = л(1)-

нор.''меч ш.'пО € (а, Ъ) имеет место у[( + „'>,(()] = у[х(()] = А в т {ВХ[<х(1)] +С} = 
= А в т {В[Х(1) + Т] + С) = А в т [ВХ(<) + ВТ + С] = А в т [5Х(0 + С] = 
= у((), так как ВТ = 2я. 

Каждую гармоническую составляющую очевидно можно записать в виде 

А мп [ВХ(<) + С] = А [сов С . в т ВХ(() + в т С . сов ВХ(<)]. 

Если положить 
а = Л . мп С, Ь = Л . сов С, 

то можно кажд\ю гармоническую пи'вшлшощуи заткать след\'К)щим 
образом 

у = а . сов [ЯХ(0] + Ь . в т [ВХ(1)] (2) 

Обратно, каждая функция (2) есть гармоническая составляющая. Для 
того, чтобы это показать, достаточно найти знач( 
Но, для них получаем следующие условия: 

А = № + Ь>, мп С = 2 = - - = = = • - сов С 

Отсюда легко определить С' (оно определяется с т 

где е(0 = 1 : ^ВХ'(1), ч>(1) = ВХ((), В > 0, где X является возрастающим 
решением функционального уравнения Х[а(()] — Х(1) = Т, Т > 0, которое 
имеет непрерывную производную 3-го порядка. 

Для отдельных составляющих скорости получаем 

V. = в'(1) сов <р(1) - (>(1) <р'(1) в т у(1), V, = в'(1) вш <р(1) + е(1) /(*) сов -.(() 

и отсюда скорость 

I»I = Уе"(0 + е2(0 • <ř'2(t) = /ё;,(<) + ?>'(*) = ]/V ! 

= [e"W - Єrø • <P"rø] • oos <p(t), a, = [g"Џ) - erø • ">"(.)] • i 



и отсюда ус: 

вЩ . <р'(1) т 1 

заключаем, что при движении точки опишет его радиус-вектор за то же 
время картину 110(10111111011 площади. Площадь \Р\ картинки, которую 
описал радиус-вектор между промежутком времени {11г *2> дается уравне-

а\ = \в"(1)-в(().<р'Щ\=\е"(1)-^\. 

вЩ . <р'(1) т 1 

рн движении точки опишет его радпус-пс 
ОСТОЯНН011 площади. Площадь | Р \ карти 
;тор между промежутком времени </1; 1,2) ;\ 

IРI = \ I е2(() 9-40 - = \ I - = \ № - «.)• 

Рассмотрим еще // овую составляющую этого движения. Определил! силу, 
которая способствует этому движению. Пусть сила Р направлена к О, 
и будет функцией расстояния у от начала О п функцией времени I, следо-

Р(у, () = ш.а, = ш. 8ш „(.) е (.) . [ ™ - <р'Ц = ту Щ - <р'Щ] . 

Отсюда вытекает, что 

Видим, что расстояние у точки от начала О есть функция, которая удовле
творяет дифференциальному уравнению 2-го порядка, общий интеграл 
которой зависит от двух параметров А, С а имеет вид 

А*ш[ВХЮ±С\ш 
УК ' 1ВХ'(1) 

Если нам 
определить 

т{ВХЩ.у(1) 

есть периодическая с периодом о\ = к(1) — I. 

ие обозначения 
:е составляющие 
.в [кВХ(1)] + Ък 8ш [кВХ(1)}, к = 1 

Сохраним прежние обозначения и предпосылки и рассмотрим следу
ющие гармонические составляющие 



щ.ниищих (1) обладает периодом 

i/Mm = <h cos {kBX[K(t)}} + bt sin {kBX[«(t)} } = ak cos {kB[X(t) + T}} 4 

+ bk sin {kB[X(t) + T}} = a„ cos [kBX(t)} + bk sin [kBX(t)} = jfc(f), 

Следствие: Каждая сумма 

*„(«) = у + ^ К с ° 8 [ЪВХ(1)} + Ьк -т [кВХ(1)}}, 

ощих п-ой степени с периодом ы^ = ос(1) — I. 

Выражение 

| ° + 2 И С08 [кВХ(Щ + Ък -т [кВХ(1)}} 

тогда назовем бесконечным рядом гармонических составляющих. 1 
ряд сходится, то его сумма есть периодическая функция с перш 
- <х(1) - I. 

Пусть X есть при данной функции а решением функциального уравнения 

Х[х(1)} - Х(1) = 2п. (1) 

Определение: Основной системой гармонических составляющих в интер
вале <.Х"-1(с), Х~х(с + 2-)}, с-произволъное число, будем называть систему 
функций 

1, С08 Х(1), вш Х(1) сое П Х(1), ВШ п Х((), ... (2) 

Теорема: Функцш 

Это очевидно. 



1) J cos n X(t) X'(t) dť = 0, 2) J sin n X(í) X'(ť) dť = 0, 

3) ґ cos2 nX(t) X'(t) dť = я, 4) f sin2 иX(ť) X'(í) dt = л, 

wя m + n: 

5) J cos иX(ť) cos røX(í) X'(ť) dť = 0, 

6) ґ sin nX(t) sin mX(ť) X'(ť) dť = 0; 
x-І) 

7) J sin m X(ť) cos иX(ť) X'(ť) dť = 0. 

т утверждение теорем! 

7. Р я д Фурье периодической функции с периодом 

а>, = *(«) - г 

Пусть функция / обладает периодом с>,. Так как каждая функция 
системы 6. (2) обладает тем же периодом, то можно предположить, что для 
разложения функции / имеет место 

м = 1 + 5 . {а«со8 [иХ(г)] + 6 » ™ [ и Х ( г ) ] } - (1) 

Для данной функции / коэффициенты ап, Ьп найдем легко. Предположим, 
чы данный ряд и тит. который получится после преобразования, можно 
интегрировать почленно. Умно?ким обе стороны (1) Х'(1) и интегрируем 
в интервале <Х~1(с), Х~Цс + 2я)>. Получим 

J /(ř) X'(ť) dť = a0л; 



[ /(ОХ'(оа< = ^ цх-ц()]А1. 

ОСТОрОНЬ^ 

] /(0со8иХ(0Х'(0а« = «»5г; 

«„ = | / /(о со8 пХ(1) Х'(1) и = ^ Г /[Х-ЧО] со8 и< аг. 

" А--4) " с 
Таким же образом мы получили бы, что 

К=1 I 1(()^пХ(()Х'(1)й1 = 1[ {[Х-Ц1)]втп(А1. 

Коэффициенты «„, Ьп будем называть коэффициентами Фурье и ряд (1) 
с такими косффпщюнтами — рядом Фурье функции /, принадлежающей 
к системе 6. (2). 

То, что к функции / принадлежит ряд Фурье, обозначим просто 

/(О ~ |° + ^ К С 0 8 пХ(() + Ь„ 8Ш »Х(0]. 

Из выведенных уравнений видно, ' 
принадлежающей к системе 6. (2). та 
/[Х-ЧО], соответствующие основной 

в интервале (с, с + 2я>. 

1. Имеет место Х~Цс + 2я) = а[Х~Цс)]. 
Действительно, из функционального уравнения Х[«(0] — Х(0 = 2л 

сейчас же следует, что Х{«[Х_1(0]} = Ь + 2я и следовательно Х-Ц1 + 2̂ )̂ = 
= а[Х _ 1(0]. Отсюда следует утверждение, если положить I = с. 

2. Длина интервала <Х~Цс), Х~г(с + 2я)>, равна Х~Цс + 2я) - Х" 1 ^) = 
= а[Х-Цс)] - Х-Цс) = т(10), где 10 = Х'Цс), «, = «(г) - .. 



Рассмотрим дне функции / и д такие, дли которых существу! 
функция (д. 

Опреледение: Будем говорить, что /функция / четная (нечетная) по 

/&(-«)] = /&(*)] соотв. М-Ь)} = -/[-(«)]. 

<, тогда определение согласуется с илнестным определенном 
тной функции. Если функция / четная (нечетная) по отно-
это лначит, что сложная функция )[д(1)] четная (нечетная;. 

^ тщ «и = -2 .//&(«)]<« соотв. I мт & = о 

для произвольного с. 

9. Особые ряды Фурье 

1. Пусть X — решение фн/пкциоии по/осп /цшспспи.ч 0. (1). Пусть / ч/ч)/- _ 
////л/ функция по отношению к X г. Потом функция 1[Х~г(1)] . сов и( четная. 

В таком случае коэффициенты <1'\ рее фунт 
6. (1) определены выраж! 

•=1/ /ГД-Ҷí)] eos nť dř, 

&„ = О, п = 

I ряд Фурье соответствующий фунт 

/ ( í ) ~ ! ° + ^ a „ c o s и X l («). 
где коэффициенты ап определены ныраженнями (1). 

2. Пусть Х-решение функционального уравнения 6. (1). Пусть / — 
четная //н/нкния по отношению к функции X '. Тогда и функция 
{[Х-И!)]. кпШ нечетная. . 

В таком случае коэффициенты Фурье функции / по отношению к сист 
6. (2) определены выражениями 

ап = 0, п = О, 1, 2, 3, ..., 

Ъп = - ( П.Х-Щ] 8ш и« 6.1, п, = 1, 2, 3 



и ряд Фурье соответствующий функции / 

/ ( < ) ~ ] Г б > п " Х ( г ) , 

где коэффициенты Т^ определены н ы р н ж о и п я м и (2). 

10. Примеры о р т о г о н а л ь н ы х систем функций с весо: 

Пусть функция X имеет свойства 2. (3), и является решением фуню 
кого уравнения 

Х[*(«)] - Х(1) = л, 

1,С08Х(«), С082Х(<), . . ., 008ПХ(<),... (1) 

8ШХ(0, 8Ш2Х(.),..., ВШ"Х(.),... (2) 

яс.кяются « интервале <А'-1(0), Х_ 1(-)> ортогональными с сесо.и А'(/). 

Имеет место Г со.ч »Х(«) Х'(<) с1/ = 0 для и = 1, 2, 3 ; 

/ со8»Х(*)оо8теХ(*)Х'(0<1* = 0 для га + и; | со82»Х(«)Х'(0с1»-= ^ . 

Л-.(О) Х^(0) 

Отсюда легко проверить утверждение о системе (1). 

Далее имеет место Г 8 ш тХ(1) ш ~Х(<) Х'(<) вЛ = 0 для то + п, 

J Г2 ».V(/) A"'(ŕ)d< = - . 

Отсюда вытекает утверждение о системе (2). 
Рассмотрим сейчас, функцию /, определенную в интервале (а, Ъ) и соста

вим соответствующие ряды Фурье по отношению к системам (1) и (2). 

/С) ~ ~ + «1 оо8 Х(1) + а2 со8 2Х(<) + ... + ап соз пХ(1) + ..., 



Ц=\\КХ-Щ]<И; 

Во втором случае мы имеем 

• - / " 

f(t) ~ Ь. Sin X(t) + Ъг вin 2Z(ł) + ... + &„ 8in иX(í) + . 

Ь" = І / ЯX-Ҷř)] d*. 

мощью этих систем V 
ортогональные фунт 
теорию 

го рассуждении нытскаст, что классическую 
•тем функции и разложение функций в ряд с по

дай с весом. Не развивая дальше соответствующую 
одним случаем использования этих систем функций, 

расширить применение метода Фурье к ре-
уравнений в частных произнодиых иторого пор-

ЄЧ .04 

Р(х)[^-Я(^]=9ф-Р(х)и]. 
Пусть функция а, определенная для 1€(а, Ъ), и фунция /?, определенная 

;ля х€(а, Ъ), имеет свойства 1. (1). Пусть X и X соответствующие ре-
нсния функциональных урависпий 

XЩt)} - X(t) = - XЩx)] - X(x) = 

производная которых в каждой точке отлична от нуля и которые имеют 
непрерывную производную 3-го порядка и удовлетворяют 1 
условиям Х(10) = 0 соовт. Х(х0) = 0, где 10 € (а, Ъ), х0 6 (а, Ь). 

Для краткости обозначим Х(10) = Х0, Х'(10) = Х'0; ~Х(х0) = Х0, Х'(х0) = 
/»(-*) = Г 

q(t)=-X'\t), p(x)=-X'*(x), 

3 X"'(t) 1 X"(t) __ 3 J*(s) 1 X'"(x) 
í - 11 ) 2^'(t)' 4X"(z) 2 ='(*)" erø 



Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение в частных производных 
второго порядка 

р(х) Ш -д{1) А=«о К - ры А (-) 

«(.-.,«) = «(A, f) = = 0; *0Є(a,6), 

tt(x, « = /(*), ðtt(.ţ, í 
~ aГ 

ïl-=?(*); ř0Є(a,6), 

/, 9 дai шыe фyнкции, OII] JЄДЄЛЄHHЫ e ІÌ иптepпa.ie (ri. b). 

и(х, I) = ф(х). Т((). 

иляя и(х, I) и уравнение ({). получим 

Ф(х) р(х) [Т"(1) ~ Я(1) Т(1)] = Т(1) Ч(1) [*•(*) ~ Л*) *(*)]. 

е преобразовании 

Т"(1) - 0(0 Т(()
 =

 Ф"(х)~Р(х)Ф(х) , 

в(*)Г(0 р(*)Ф(я) 

У" = [6(0 + *
2
<7(0] • з1, 

Ф" = [Р(х) + ОДх)] . Ф. 

Чтобы удовлетворить краевым условиям (2), должно I 

Ф(Щ) = *(А) = 0. 

Решение ди ия (5) можно за 

|/|Х'(*)| \1\Х'(х)\ 

Чтобы удовлетворить условиям (6), должно иметь мес 

е со^Г(х 0 ) + „ «ш ЛХ(*0) = 0 

И-?'(«,)! 71 *'(*») I 
с с о а Щ А ) + ^ а ш Щ А ) = п 

71*'(А)1 7*'(А)1 



Так как Х(х0) = 0 и /?,= /!(*„) .. следовательно Л'(/5„) = АТ/3(.г0)] • Л(,-0) + 
+ я = л, то из первого уравнения получаем условие <Ч - - 0. Дли не
тривиального решения найдем, что с, Ц= 0; однако в атом случае должно 
иметь место 8 ш АХ(Л) = 0, так как ХХ((10) = Ы, к целое. Но ХХ(р0) = Ая, 
следовательно Я = /с. 

Значит уравнение (5) имеет для X = к = 1, 2, 3, ... решение 

8111 УЬЛ(Ж) 

которое удовлетворяет условию (6). 
Таким же образом уравнение (>\) имеет для X = к = 1, 2, 3, ... решение, 

которое можно, записать в виде 

со^ИЭД ™ Щ Ц 

и следовательно решение дифференциального уравнения (1) можно запи
сать в виде 

щ(х I) = \ск

 с о з к Х ^ + ак мп_*Х(0"|. вш к[Х(х)] 

[* Урлщ * уг^7(от^ и ^ * ) ! 
Чтобы получить решение, которое \давлетворяет 
(3), мо: 

^ ^ 1 №.)| )/|Х'(0|1 |/|*'(*)| 
и требовать, чтобы имело место 

\1\Х'{х)\У\Щи(х, у = | Ч 8 п т № ) ] = \/1хТ\\/ЩхТ\ }(х), 

Если преобразовать (7), тогда получим 

И-?'(*)! |/|--'(*) | Ц * . 0 = 2 [С* С 0 8 *--(*) + <** «Ш И(«)] . 8Ш [*?(«)]. 

Дифференцируя для *, получим 

1!|1^1. [??_^), хчо Г*х-(0 «(*, о + , * ( | ) ,* м = 

= 2 [-*0*81п ^ г ) + ы * с ° 8 *•*(«)] Л"'(«) 8Ш [кХ(х)] 



. ř = í„ OTCJOSÍ 

.r_EL___i_r_r-^ [ l ^ . ^ | җ Г t т W „ Л ) + |z;|*___|J_ij: 

^ ^ M j Z ^ S Ш [*__(*)]. 

£ H sin [icx(x)] = [11 z ; rfx;/(x) + i z ; f*rt_)] |l] *'(*) í-

э к ортьогоналыюй системе \тпкХ(х)}™п интервале <х0, /! 
. __'(*), где х0 = Х-Ц0), р, = ЗГ-1(я). 

ZUSAMMENFASSUNG 

B E I T R A G ZU O R T H O G O N A L S Y S T E M E N M I T G E W I C H T 

In der vorliegenden Arbeit werden spezielle Orthogonalsysteme mit Gewicht 
untersucht. 

Nehmen wir an, daß die Funktion <x folgende Eigenschaften besitzt: 1) sie 
ist für <€(„, b) definiert, 2) in diesem Intervall besitzt sie eine positive stetige 
Ableitung, 3) für jedes t e (a, b) gilt a(t) > t, 4) „ ( „ + ) = a, „(6 —) = b, wobei 
„ ( _ + ) = lim «(0 für t -* a +, a(b —) = lim a(t) für t -> b — bedeutet. 

Setzen wir weiter: «„(<) = «, at(t) = „(<), «v+1(«) = -__*,(<)] für v = 1, 2, 3, . . . 
und bezeichnen wir mit <*_„(<) die inverse Funktion zu „„(<)• Es ist leicht zu 
sehen, daß die Funktionen av,v= 1, 2, 3, ... folgende Eigenschaften besitzen: 

1) Sie sind im Intervall (a, b) definiert, 2) sie besitzen dort eine positive 
stetige Ableitung erster Ordnung, 3) für jedes t € (a, b) gilt av(t) > t, „_„(*) < t, 
4) a±v(a+) = a, „ + „ (6 - ) = 6. 

Es gelten folgende Sätze: 
Die Funktionen „„, v = 0, + 1 , ±2, . . . , bilden eine unendliche zyklische 

Gruppe mit dem Grundelement «., und mit dem Einselement «„. Die Gruppen
operation ist die Zusammensetzung von Funktionen. 
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Wenn die Funktion /für te (a, b) definiert ist und die Funktion « die ange
führten Eingenchaften besitzt, so sagen wir, das die Funktion / eine periodische 
Funktion mit der Periode w = «(<) — t ist, wenn für jedes t g (a, b) die Gleich
heit /[«(«)] = /(*) gut. 

Wenn die Funktion / periodisch mit der Periode a> ist, so besitzt sie auch 
die Perioden co„, wo cor(t) = xv(t) — t für v = 0, ± 1 , ±2 , . . . bedeutet. 

Machen wir folgende Voraussetzungen: 
1) die Funktion « sei im Intervall (a, b) definiert und habe dort die oben 
angeführten Eigenschaften, 2) die Funktion X sei im Intervall (a, b) definiert, 
habe dort eine stetige Ableitung erster Ordnung, wachse von — oo zu oo 
und sei eine Lösung der Funktionalgleichung X[a(t)] — X(t) = T, wobei T > 0, 
3) die Funktion / mit dem Definitionsbereich (a, b) sei periodisch mit der 
Periode a> = a(t) — t. Dann gilt die Behauptung: Die Funktion /[X"1^)] ist 
im Interval (— oo, oo) ein oktion mit der Periode T, wobei X - 1 

die inverse Funktion zu X bedeutet. 

Wenn X eine Lösung der Funktionalgleichung X[x(t)] - X(t) = ~ , B > 0, 
mit den oben angeführten Eigenschaften ist, dann sind die Funktionen yt = 
= A sin [kBX(t) + C], A, C konstant, k = 1, 2, 3, . . . , periodische Funktionen 
mit der Periode ct> = x(t) —- t. 

Diese Funktionen nennen wir harmonische Funktionen. 
Die Summe 

«.(*) = | ° + £ {«* cos [kBX(t)] + bk sin [kBX(t)]}, 

int sind, nennen wir Polynom harmonischer Funktionen 
re-ter Ordnung mit der Periode a> = a(t) — (. 

Die Reihe 

^ + V K cos [kBX(t)] + bk sin [kBX(t)]} 

nennen wir unendliche Reihe harmonischer Funktionen mit der Periode <o = 
= x (t) — t. Die Summe dieser Reihe, falls sie existiert, ist wieder eine Funk
tion mit der Periode a>. 

Die Funktionen 

bilden im Intervall <X_1(c), X-1(c + 2n)} das Fundamentalsystem der 
monischen Funktionen, wobei c eine beliebige Zahl ist. 

Wenn die Funktion / eine periodische Funktion mit der Periode o 
e Reihe 

f + £{«*«« [fcX(«)H 



die Koiu'ierreihe der Funktion / hezüglich des Fundamentalsystems der härm 
iiisehen Funktionen in dem Falle, wenn für die Koeffizienten ak, bk folgen 
i'in'niclii gelten: 

'h=lnf f&'WW' a* = \f fiX-Hmoosktdl, 

6* = i / KX-m\ sinkt dt. 

dgleichung — = a2-^-j auch im Falle 

Differentialgleichung von allgemeinerem Typus 

K.)[S-0(0.]--_(*)[S-^-)«]. 

MIROSLAV LAITOCH 

(Došlo 21. 9. 1959) 

V článku jsou studovány speciální ortogonální systémy funkcí s vahou. 
Předpokládejme, že funkce « má tyto vlastnosti: 1. je definována pro 

ť€(a, &), 2. má spojitou kladnou derivaci, 3. pro každé í€(a, &) platí «(ť)>ť, 
4. «(_ + ) = a, «(&-) = &, při čemž «(o+) = lim «(ť) pro ť -> a+, «(&-) = 
= lim tx(t) pro ť -> &—. 

Značí-li «i(ť) = «(ť), «,,+1(ť) = ocÁpcM] pro v = 1, 2, 3, ..., «_„(ť) inversní 
funkci lc txv(t), «0(ť) = ť, ukáže se, že složené funkce a„, v = 1, 2, 3, ... mají 
tyto vlastnosti: 

1. jsou definovány v intervalu (a, &), 2. mají spojitou kladnou derivaci, 
3. pro každé ť 6 (a, b) platí «„(ť) > ť, «_„(ť) < ť, 4. «±„(<i+) = a, «±„(&-) = &. 

Funkce a„, v = 0, ± 1 , ±2, ... tvoří nekonečnou cyklickou grupu o základ
ním prvku «!. Jednotkovým prvkem je prvek a0. Grupovou operací je skládání 
funkcí. 



Nechť funkce / je iletino\ ána ]iro / £ («. h) a neehf funkce v má výše uvedené 
vlastnosti. 

ítekneme, že funkce / je periodická s periodou <•> \(l) — I. platí-li pro 
každé í 6 (o, 6) rovnost /[«(*)] = /(«). 

1'lati následující věty: 
Má-li funkce / periodu «>, má též period v <»,., kde <•),,(/) = «,.(/) - /. v —-

= 0, ± 1 , ±2, ... 
Nechť platí: I. funkce v. definovaná, pro ř€ (<i. h), má drive uvedené vlast

nosti. 2. funkce V má tyto vlastnosti: je definována pro ř€(a, 6). má .spojitou 
derivaci, roste od —- oo do co a je řešením funkční rovnice X[«(/)] — X(t) — T, 
kde T > 0, 3. funkce /. definovaná pro /e(</7>). je periodická s periodou CJ = 
= ix(t) — t. Potom složená funkce /|.Y_1(/)|. <lerinovaná \ intervalu (— oo, oo). 
je periodická s periodou T. při čemž X - 1 značí inversní funkci k funkci X. 

Nechť X je řešením funkční rovnice X[<x(t)] - X(t) = ~ , B> 0, které 
;ee //,. A sin |77> A (/) 

+ C],A,C konst., k = 1, 2, 3, ..., mají periodu <u = a(t) — t. 
Tyto funkce nazýváme harmonickými složkami. 

«.W = |° + J {«* c o s [***(«>] + K sin [iBZ(í)]}, 

kde <i0, a t, 6fc jsou konstanty, nazýváme mnohočlenem harmonických složek 
M-tého stupně s periodou <o = <x(t) — t. 

Výraz 

f + J {«* cos [fcflX(l)] + 6t sin [jfeJSX(ř)]}. 

nazýváme nei , eh složek. Součet řady, existuje-li, 
je pak funkce s periodou <x> = <x(t) — t. 

Základním systémem harmonických složek v intervalu <X-1(c), X_ 1(c + 2?t)> 
nazýváme systém funkcí 

při čemž c je libovolné číslo. 

Je-li funkce / periodická s periodou <x>, potom řadu 

Ş + £ {ak cos [kX(t)] + 6, sin [kX(t)]} 



a0 = i f /[Z-i(í)] dí, «4 = 1 f f[X~m)] cos kt át, 

6 t = -i f /[JC-l(í)] sin U dí. 

Provedené úvahy a získané výsledky umožňují aplikovat Fourierovu metodu 

k nalezení pari lni rovnice -3— = «2 -5-$ 

i v případě obecnější pare. diferenciální rovnice p(x) I - — Q(t)u = 

= q(t) I =-5- — P ( * ) M | , Í a k je ukázáno v posledním odstavci článku. 
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