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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27 

Katedra matemal y přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Mř. prof. RNDr. Miroslav Laitoch, kandidi 

LINEÁRNÍ POSLOUPNOSTI 

MIROSLAV LAITOCH 
(Došlo dne 25. ledna 1967) 

Věnováno p. prof. dr. O. Borůvkoví k 70. narozeninám 

Lineárními posloupnostmi budeme v tomto článku nazývat prvky jisté pod
množiny množiny všech posloupností reálných čísel, a to posloupnosti, které 
jsou určeny rekurentně předpisem (p) v definici 2.1. Ukazuje se, že tyto po
sloupnosti tvoří lineární prostor nad tělesem reálných čísel. Uvažuje se zvláště 
podmnožina tzv. speciálních lineárních posloupností a jisté lineární zobrazení 
těchto posloupností do sebe. Charakteristická rovnice lineárního zobrazení 
umožňuje pak ukázat na význam vlastních prvků lineárního prostoru v tom 
zobrazení, jimiž jsou jisté geometrické posloupnosti, které tvoří bázi lineár
ního prostoru. 

Množina všech speciálních lineárních posloupností je množina všech řešení 
jisté lineární homogenní diferenční rovnice s konstantními koeficienty, defino
vaných na množině všech přirozených čísel. 

1. ÚVODNÍ POZNÁMKY 

a) Nechť P značí množinu všech přirozených čísel a B množinu všech reál
ných čísel. 

Reálnou funkci x(ť) definovanou na množině P nazýváme nekonečnou po
sloupností, stručně posloupností s n-tým členem x(n), n e P. Místo x(n) pí
šeme stručně xn. Číslo n nazýváme indexem. Pro posloupnost s w-tým členem xn 

používáme následujících symbolů a zápisů: {xn}n=í nebo {xn}f nebo jen {xn}, 
je-li zřejmé, že n je index. Také píšeme: {xn} = xx, x2, xs, ... nebo \xn} — xx, 

b) Zvláštní případy posloupností. Je-li x(t) ~ c, potom posloupnost s n-tým 
členem xn = c pro každé n e P se nazývá stacionární. Zapisujeme {c}^=1, 
Je-li x(t) = 0, potom posloupnost má každý člen roven nule a nazývá se sta
cionární nulová. Zapisujeme {0}n=ll. 

c) Rovnost posloupností. Řekneme, že dvě posloupnosti {xn} a {yn} se sobě 
rovnají, jestliže pro každé n e P je xn = yn. Rovnost dvou posloupností zapi
sujeme symbolicky {xn} = {yn}. 

d) Zápis {̂ n}fUi znamená uspořádanou p-tici reálných čísel (xx, ..., xp). 
Rovnost {xn}\ — {yv}\ znamená, že je xn = y„ pro n = 1, 2, ..., p. 

51 



2. O B E C N É L I N E Á R N Í P O S L O U P N O S T I 

a) P ř e d m ě t e m našich ú v a h budou posloupnosti reálných čísel definované 
rekurentně následujícím předpisem. 

Definice. Bud dána posloupnost uspořádaných p-tic reálných čišel (alv. 
a ? ; r )* }. přičemž předpokládáme ocpv # 0pro každé v, p ^ l. Ke každé uspořádané 
p-tici reálných čísel {«„}? přiřadíme posloupnost {x,ri}^ definovanou rekurentně 
(,i:,\ /;/sem 

( p ) A'i = <h Xp = S " + > + >< = «l» a íp+-.-l + • • • + + r + ' 

jt>ro r- = l , 2, 3, . . . . 

Posloupnost {xn} nazýváme, obecnou lineární posloupností, která je určena 
uspořádanou p-ticí reálných čísel (a±, . . . , ap) a předpisem (p). 

b) Označíme M množinu všech obecných l ineárních posloupností určených 
všemi možnými uspořádanými p-ticemi reálných čísel a předpisem (p). 

c) Příklad. Do množiny M p a t ř í n a p ř . s tacionární nulová posloupnost {0}. 
k terá je určena uspořádanou p-ticí {an}>>. kde ax — ... = ap = 0 a předpisem 
(P). 

d) Věta. Buďte {xn}f a {//„}f posloupnosti z M. Potom platí {xn}f = {yn}x 

právě, když {xrr}\ = {y.n}\. 
D ů k a z . Je-li {x,,}^ = {yn}*, p o t o m pro každé přirozené n platí rovnost 

xn = yn. Tím spíše platí t a t o rovnost pro prvních p členů posloupnosti . T e d y 
\ ^ = {y,M-

Naopak, je-li {xntf = {//tí}i'- p latí rovnost 

x* = !J» (2-1) 

pro n = 1 . 2 p. Ukážeme, že rovnost platí pro každé přirozené číslo. D ů k a z 
provedeme m a t e m a t i c k o u indukcí . Pro prvních p přirozených čísel rovnost 
(2.1) plat í . Předpokláde jme, že rovnost plat í až po nějaké n (5: p) včetně. 
Ukážeme, že rovnost platí i pro n + 1. 

Vskutku, položíme-li n + 1 = p + v, můžeme p s á t xn]l --- .r„T/, = xlvxp+v.-1 + 
+ --• i ocp^v = a1,.3yt>+.|l_1 + . . . + ocpvyv = //„+,, = //,(+1. Takže {^„}f = {*/„.}?. 

3. L I N E Á R N Í P R O S T O R O B E C N Ý C H L I N E Á R N Í C H P O S L O U P N O S T Í 

V množině ji/ definujeme sčítání posloupností a násobení posloupnosti 
reálným číslem a t o tak . že u tvořený součet resp. součin je opět prvkem mno
žiny M. 

a) Definice. Buďte {xn}. {yr!}El\í. Součte/m posloupností {x.n} a {//„} rozumíme 
'posloupnost {x„ - L //,,[. Pro operaci sčítání posloupností používáme symbol + . 
Můžeme, tedy psát 

{*»}? +fa}? = {*» +Vn}?. 

h) Definice. Buďxil _ M ac E R. Násobkem posloupnosti {x„} číslem c rozumíme 
'posloupnost {cx.n}. Pro operaci násobení posloupnosti číslem používáme symbol. . 
M it.žem.-e tedy psát 

c.{xn}f = {cxn}*. 
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c) Věta. Jsou-li {„„}, {yn} cM a c e R, potom také ({„„} + {?/,,}) e M, 
C . {xn} 6 JI . 

D ů k a z . Označíme-li {xn} + OL,} == {z„}, potom je 2ř) = xn + y„ pro n == 
== 1, 2, . . . , p , . . . a pro v == 1, 2, 3, . . . je z p + a l = „ p + v + yp+v = (a l vo; ?,+ v_1 + 
+ . . . + ocpvxv) + ( a j . ^ + , - 1 + . . . + a p v y v ) = «iv(* p + v -i + _"-,+,.-i) + . . . + 
+ apa,(a:v + ?/,,) = a l rz ? ) + 1,_i + . . . + a p v 2 v . 

Pos loupnost {zn} je t e d y určena u s p o ř á d a n o u p-ticí {zn)[ a předpisem (p), 
t e d y {zn} eM. 

Podobně, označíme-li c . {#„} — {zn}, potom je zn = cxn pro % = 1, 2, . . . , p, . . . 
a pro v = 1, 2, 3 , . . . je z p + v = c„-p+v = c(a lva;1,+ t,_1 + . . . +ocpvxv) = a l v(__p + I,_ 1) + 
+ . . . + a p v (c_ v ) = a l v 2 p + v _ 1 + . . . + a ? , v z r . 

Pos loupnost {z„} je t e d y určena u s p o ř á d a n o u p-ticí {zn}\ a předpisem (p), 
t e d y {zn} eM. 

d) Příklad. Pro tože zv láště (—1) e R, p a t ř í spolu s pos loupnost í {xn} i po
sloupnost (—1) . {xn} = {—xn} do množ iny J4 . 

e) Věta. Operace sčítáni posloupnosti je komutativní, tj. platí 

R } + {y,} = M + {*«} 
a je asociativní, tj. platí 

({*»} + {yn}) + &} = {*-} + ({&} + {-«}) 

pro {xw}, {«/„}, {z„} G J L 

D ů k a z k o m u t a t i v n o s t i . J e {„-„} + {?/„} = {_„ + yn} = {í/,, + xn} = {yn} + 
+ {xn}, neboť sčítání reálných čísel je k o m u t a t i v n í . 

P o d o b n ě se dokáže asociativnost. 
f) Věta. Buď {()} e ilf stacionární nulová posloupnost. Polom platí 

{0} + {_•„} - R } 

pro každou posloupnost {xn} e M. 
D ů k a z . J e {0} + {„„} = {0 + „„} = {„„}. 
£7J Věta. Ke každé posloupnosti {xn} e M existuje v M posloupnost {—xn} 

a pro ně platí 
{~xn} + {xn} = {0}. 

D ů k a z . Existence posloupnost i {—xn} v množině M je zaručena (viz pří
k l a d 3.d.) a dále zřejmě je {—xn} + {xn} = {—xn + xn} = {0}. 

h) Definice. Posloupnost {—xn}, o níž je řeč v předchozí větě 3.g., se nazývá 
opačná či inversní k posloupnosti {xn}. 

i) Věta. Množina M všech obecných lineárních posloupností, které jsou určeny 
všemi uspořádanými p-ticemi reálných čísel (ar, . . . , ap) a předpisem, (p), tvoří 
vzhledem k operaci sčítání posloupností komutativní grupu. Jednotkovým prvkem 
je stacionární nulová posloupnost. 

D ů k a z . P ř e d n ě se snadno nahlédne, že M je n e p r á z d n á množina. V M je 
dále definována rovnos t a početní operace sčítání, k t e r á ke k a ž d ý m d v ě m a 
pos loupnostem z M přiřazuje opět pos loupnost z M jako jejich součet. Ope
race sčítání je k o m u t a t i v n í a asociativní. V M existuje j edno tkový prvek {0} 
a ke k a ž d é m u p r v k u i prvek inversní. M je t e d y k o m u t a t i v n í grupa. 
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j) Věta. Buďte {xn}, {xn} e M, a. b, 1 e R. Potom, platí 
«) a . ( R } + {yj) = (a . {xn}) + (a . {yn}), 
0) (a + b) . R } = (a • R}) + (6 . R}), 
y) a(6 . {xn}) = (a/3) . R } , 
ó) 1 . R } = {xn}. 
Důkaz. Tvrzení se dokážou přímým výpočtem. Máme ad a) 

a • ( R ) + {yn}) = « • R + yn] = {«R + Ž/»)} = {a%n + a y j = 
= {axn} + {«*/„} = (a . R } ) + (a . {?/„}). 

Podobně postupujeme v případech /3)—d). 
k) Věta. Množina všech obecných lineárních posloupností, které jsou určeny 

všemi uspořádanými p-ticemi reálných čísel (ax, ..., ap) a předpisem (p), tvoří 
nad tělesem reálných čísel R lineární prostor. Grupovou operací je sčítání po-
sloup?iostí. Vnějším násobením je násobení posloupnosti reálným číslem. 

Důkaz. Množina M je lineárním prostorem, neboť je aditivní komutativní 
grupou vzhledem k operaci sčítání posloupností, v níž je dále definováno ná
sobení posloupností reálnými čísly, které má vlastnosti a—d uvedené v před
chozí větě 3.j. 

4. ZÁVISLOST A NEZÁVISLOST OBECNÝCH LINEÁRNÍCH 
POSLOUPNOSTÍ NAD TĚLESEM REÁLNÝCH ČÍSEL R 

a) Věta. Buďte kx, ..., kr e R a R X = i > •••> H » - i e M. Potom také po
sloupnost {yn} E M, kde yn = kxxln + ... + krxrn pro n = 1, 2, 3, . . . . 

D ů k a z . Tvrzení věty je důsledkem vět 3.c. a 3.e. Snadno se nahlédne, že 
posloupnost {yn} je určena uspořádanou p-tieí {kxxln + ... + &,..r,.X-i a před
pisem (p), tedy {yn} e M. 

b) Definice. Posloupnost {yn}, o níž je řeč v předchozí větě 4.a., nazýváme li
neární kombinací s konstantními koeficienty kx,..., krposloupností{xln}, ..., {xrn}. 

c) Definice. Budte R X - i » ..., R X = i e M. Řekneme, že tyto posloupnosti 
jsou lineárně závislé (nezávislé) nad tělesem reálných čísel R, existuje-li (ne-
existuje-li žádná) taková r-tice čísel cx, ..., cr e R, cf + ... + cp > 0, že platí 

cí • RX-1 +• • • + Cr • KX-1 = Wn-1 • 
V případě lineární nezávislosti to znamená, že předchozí rovnost je splněna 

jen v případě cx = ... = cr = 0. 
d) Věta. Nechť R X « i > -.-, R X = i Je P posloupností z M a nechť c l 3 ..., cp 

jsou reálná čísla. Potom platí 

ci • R X - i + • • • + CP • K X - i = {OCi i4-1) 
právě když 

Ci • R X ~ i + . . . + S . R X « i = {0}£=1. 

Důkaz. Tvrzení věty plyne z věty 2.d., neboť levá strana rovnosti (4.1) je 
posloupnost 

{Clx-ln + ... + ť y e P X . i eM-
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e) Věta. Posloupnosti {xXn}n,x, ...,{xvn}^x
 e M 38?u ^neárné nezávislé nad 

tělesem reálných čísel R právě když determinant \xik \,i, k = l, 2, ..., p, je různý 
od nuly. Přitom je 

i,k = 1,2, . 

Důkaz. Nechť {xln}, ..., {x } jsou lineárně nezávislé posloupnosti z množiny 
M nad R. Potom platí vzhťedem k 4.c. a 4.d. rovnost cx. {xln}^x + ... + 
+ cp . {ow}£-i = {0}^_i právě když cx = ... = cp = 0. Má tedy mít soustava 
lineárních rovnic 

Ci.rn + ... + cpxpl = 0, 
(4.2) 

c1xlp+ ... + cpxpp = 0, 

jen triviální řešení. To nastane, když determinant soustavy Ds --= 0. Ale v našem 
případě je Dg = \ xik \, i, k = 1, 2,. . . ,p. 

Naopak, je-li | xik \ =£ 0, i, k = 1, 2, . . . , p, potom soustava (4.2) má jen 
triviální řešení cx = ... = cp = 0 a posloupnosti {̂ ln}„-=i> • • • > {x

pn}n=i J s o u 

lineárně nezávislé nad tělesem reálných čísel R. 
f) Příklad. Buď dána posloupnost uspořádaných p-tic reálných čísel {(oclv, . . ., 

ajw)K°-i> kde oclv = ... = cfp-i,, = 0, o,,,, = 1 pro každé v, p ^ 1. Potom p 
uspořádanými p~ticemi reálných čísel {xin}^x, i = 1, 2, .. .,p, kde xin = <5ťrt 
(<5irt = o pro í ^ í j a ái?1 = 1 pro i = w), a předpisem (p) jsou určeny tyto 
posloupnosti 

{xln} = 1,0,0, . . . ,0,0, 1,0,0, . . . ,0,0, ... 

kde xxl = 1, x12 = ... — xlp = 0 a xlp+v = xXv pro v = 1, 2, 3, ... 

{a;2n} = 0, 1, 0, ..., 0, 0, 0, 1, 0, ..., 0, 0, ... 

kde x22 == 1, # 2 1 = &*23 = ... = .r2p = 0 a .r27>+v = .r2v pro v = 1, 2, 3, ... atd. až 

{̂ pn} = 0,0,0, . . . ,0 , 1,0,0,0, . . . , 0 , 1 , . . . 

kde XpX = ... = xpp-x = 0, xpp = 1 a .rpp+v = a,^ pro v = 1, 2, 3, . . . . 
Tyto posloupnosti jsou lineárně nezávislé nad tělesem reálných čísel R, neboť 
p-řadý determinant 

I Xгk I 

1 0 
0 1 

0 0 

g) Věta. Jsou-li posloupnosti {xln}n=1, ..., {xpn}n^x eM lineárně nezávislé 
nad tělesem reálných čísel R, potom pro každé n = 1, 2, 3, ... je p-řadý de
terminant 

xln xln+l '' • Xln+p-l 

Xpn+1 • • • Xpn+p~l 
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různý od nuly a naopak. P ř i t o m platí 

X\H ^ l n + l 
| = (—!)(" " H f j a . 1 ^ (4.3) 

kde d e t e r m i n a n t | xu. \, i, k = 1, 2, . . . , p, je definován ve větě 4.e. a otp0 = 1-

D ů k a z . Správnost vzorce (4.3) dokážeme m a t e m a t i c k o u indukcí . P r o 
n = 1 je vzorec správný podle předchozí vě ty 4.e., neboť d e t e r m i n a n t | xih |, 
i, k.= 1, 2, . . . , p, je různý od nuly. Předpokláde jme tedy, že vzorec (4.3) plat í 
pro nějaké n ( ^ 1). Ukážeme, že je správný i pro n j - 1. Máme 

X\n+\ X\n 

(~iГ-%r 

X\v+1 Xln+2 • • • <XlnXln+p--1 + ' ••• + ЯptPlя 

• cí\nXpn+p-\ i • • • ~Г &pnXpn 

H Г ^ П S Í І ^ І -
•1'1/) • • • x\n+p-\ 

N a o p a k , je-li d e t e r m i n a n t na levé s t raně vzorce (4.3) pro každé n = 1, 2, 
3, . . . r ů z n ý od nuly, p o t o m též d e t e r m i n a n t | :%. | , i, k = 1, 2, . . . , p, je r ů z n ý 
od nuly, neboť a ^ ~= 0 pro každé w = 1. 2, 3, . . . a a ^ = 1. 

^ ) Věta. Jsou-li {xln)n=\, •••> {^pn}««i G -M lineárně nezávislé posloupnosti 
v počtu p, potom každá posloupnost {yn}%^i e IfcT se tlá vyjádřit jako jejich lineární 
kombinace s konstantními koeficienty z R. 

D ů k a z . Hledejme k o n s t a n t y A l s . . . , KpeR tak, aby plati lo Aj . {Í~1W}"=1 + 
- ! - . . . + A?, . {.r7J„}*,j — {yn}"i -i • K určení A,. . . . , A„, podle vě ty 2.d., použi
jeme p rovnic 

V v i + • • • -i V P I = 2/i • 

^1^'lp + • • • + ApíT ĵ = «/-
D e t e r m i n a n t soustavy je roven d e t e r m i n a n t u | xik |, i, k = 1, 2, . . . , p, takže 
pro koeficienty A,-, i = 1, 2, . . . , p, d o s t á v á m e vyjádření 

xu . • ж í -UУIXІ+II • • xp\ 

• f ' 1 ) • • xi -ip Уp xi+\p • - J »p 

i) Věta. Lineární prostor M všech obecných lineárních posloupností, které jsou 
určeny všemi uspořádanými p-ticemi reálných čísel (a-L, ...,ap) a předpisem (p), 
je dimense p. 

D ů k a z . Tvrzení vyplývá z předchozí vě ty 4.h. 
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5. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ MNOŽINY M 

a) Věta. Je-li {xn}n„x e M, potom také {xn+1}n^ e M. 
Důkaz . Zřejmé, neboť {xn+1} je určena uspořádanou p-ticí (xz, . . . . xp+1), 

kde xp+x = ctxxx + ... + ctplx1, a předpisem (p). 
b) Definice. Nechť M je množina všech obecných lineárních posloupností 

určených všemi uspořádanými p-ticemi reálných čišel a předpisem (p). V mno
žině M definujeme zobrazeni s#', které každé posloupnosti z M přiřazuje opět 
posloupnost z M takto: 

{zX~i^ = K+i}»-i-
c) Věta. Buďte {xn}, {yn} e M a c e B. Potom, platí: 
«) (Wí-i + {y«K-i)^' = W : . i ^ + {yJÍ-i-J*. 
^)(^w:- i )^ = c .(K};^) . 
Důkaz. Máme ad a): 

( R C i + Wí-i) J / = K + ž/X-i^ = 
= K+i + žtw+i}»-i = K+1C1 + {yn+i}n~i = 

= W ? . I J / + {ž/X-i-^ 
Podobně postupujeme ad f}). 
d) Věta. Zobrazení sé je lineární zobrazení lineárního prostoru M do sebe. 
Důkaz. Tvrzení plyne z předchozích vět 5.a., 5.c. 

6. SPECIÁLNÍ LINEÁRNÍ POSLOUPNOSTI 

Budeme se zabývat dále lineárními posloupnostmi, které jsou definovány 
rekurentně zvláštním případem předpisu (p). 

a) Definice. Buď dána uspořádaná p-tice reálných Čísel (ctx, ..., ctp), přičemž 
předpokládáme otp ^ 0, p ^ 1. Ke každé uspořádané p-tici reálných Čísel 
(%,..., ap) přiřadíme posloupnost {xn}^x definovanou rekurentně předpisem 

xx = % , . , , xp =- ap, xp+v == ctxxp+v-x + . . . + ctpxv (p*) 

pro v = 1,2,3, ... . 
Posloupnost {xn} nazýváme speciální lineární posloupností, která, je určena 

uspořádanou p-ticí reálných čísel (ax, ..., ap) a předpisem (p*). 
b) Označíme M* množinu všech speciálních lineárních posloupností, které 

jsou určeny všemi uspořádanými p-ticemi reálných čísel a přepisem (p*). 
Je zřejmé, že všechny úvahy provedené pro obecné lineární posloupnosti 

lze provést i pro speciální lineární posloupnosti, takže všechna tvrzení o obec
ných lineárních posloupnostech platí i pro speciální lineární posloupnosti. 

c) Věta. Buď {zn}n=.x posloupnost komplexních čísel, která je určena uspořáda
nou p-ticí komplexních čísel {zn}n„i a předpisem (p*). Nechť zn = xn + iyn pro 
každé n e P. Posloupnosti {xn}n=ll a {yn}n„i jsou reálné posloupnosti z M* a jsou 
určeny uspořádanými p-ticemi reálných čísel {xn}%„x resp. {yn}^ j a předpisem 
(P*). 

Důkaz. Je 
zp+v = ctxzp+v-x + . . . + ctpzv 
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neboli 

Sp+r + iyP+v = a i (» P + v - i + iyP+v-x) + ••• + a„(av + '*#.,) = 
= (a1.cp +.„-1 + . . . + a^',,) -f i(aiž/7,+v-i + ••• + ocpxv). 

Z rovnosti komp lexních čísel usuzujeme, že platí 

Xp+v = *lXp+v-l + ••• + OtpXv 

a 
/yp+1, = ocxyp+v~x + •. • + ocpyv pro p = 1, 2, 3 

takže {xn}, {yn} e M* a jsou určeny uspořádanými £>-ticemi {•£„}„• t resp. {«/„}£ ( 

a předpisem (p*). 
d) Definice. Bud {x„} e Jí*,. {x.„} = {0} a nechť platí {xn}n xsé — s . {xn}n_ x, 

kde s E B. Posloupnost {xn}n^ nazýváme vlastní posloupností v zobrazení sé'. 
e) Věta. Je-li {x„} e M* vlastní posloupnost v zobrazení stf, potom je s kořenem 

tzv. charakteristické rovnice 

sp — ocxs
p~l — . . . — ocp = 0. (r) 

D ů k a z . J e l i {xv} e M* v lastní posloupnost v zobrazení sé, p o t o m je 
{xn}n xsá = s .{xn}n^x neboli {xn+x}n„x = s . {xn}n^x. T a t o rovnost n a s t a n e , 
vzhledem k v ě t á m 2.d. a 3 .a , platí-li rovnost i xi+x = sxi pro i = 1, 2, . . . . 
p, k d e xp+1 = ocxxp + . . . + apx1. O d t u d pos tupně d o s t á v á m e : x2 = sxx, 
x3 = s2xx, . . . , xp = s^ - 1 ^! a konečně a^Pa^ + . . . + a ^ = spxx. 

Anulujeme-Ii poslední rovnost, vidíme, že s hoví rovnici xx(sp — a ^ " 1 — 
— . . . — ocp) = 0. Protože xx + 0, hoví s charakteris t ické rovnici (r). 

f) Věta. Bud s0( ^0) jednoduchý reálný kořen chrakteristické rovnice 

sp — a ^ 1 — . . . — ocp = 0. a„ + 0, (r) 

•potom geometrická posloupnost {<So-1}»»iÍe vlastní posloupnost v M* v zobrazení sé'. 
D ů k a z . U k á ž e m e napřed, že posloupnost (SQ~1} je z M*. Znásobíme-li 

rovnici (r) činitelem svl(=£0), dos taneme po úpravě rovnic i 

8P+V-I -= XISP+V-2 -f . . . + apS'"-1. (6.1) 

Dosadíme-li do rovnice (6.1) za s kořen s0. přejde rovnice v rovnost . Označí-
me-li .So""1 = xn, p o t o m pro n= 1, 2, . . . , p je xn = s^r a P r o ^ = V 2, 3, . . . je 

XP+V = sl^"1 = ocxsl+v'^ + . . . + a^sg"1 = a^-i-^-! + . . . + a^. , . Posloupnost 
{SQ~1} je tedy určena uspořádanou p-ticí {s%-1}P=1 a předpisem (p*), t e d y 
[srl}eM*/ 

Dále snadno nahlédneme, že {«o-1}»-i«^ = (so}« i = 5o • { ^ í i ^ n i - takže 
posloupnost {«o-1} je v zobrazení ,s/ vlastní. 

<7) Věta. Biřď s 0 (7^0) jednoduchý komplexní kořen charakteristické rovnice 

sp — a ^ P " 1 — . . . — a p = 0, ocp ^ 0, (r) 

potom reálné posloupnosti {| s 0 j " - 1 cos (TO — 1 arg s0)}n = = 1. {! s0 \"~l sin (TO.— 
— 1 arg s0)}n-i i-so^ posloupnosti z M*. 
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D ů k a z . Znásobíme-li rovnici (r) činitelem s*1-1 (+0)> dostaneme po úpravě 
rovnici 

sp+v l = x^P+v-Z _|_ . . . 4_;fljpS»-l< (6.2) 

Dosadíme-li do rovnice (6.2) za s kořen Ó'0. přejde rovnice v rovnost, k terou 
můžeme n a p s a t v t é t o ú p r a v ě 

I s0 | p + ' , , _ 1 (cos p + v — 1 arg s0 + i sin p + v — 1 arg s0) --

= <xl\ s0 \P+V~Z (cos p + v — 2 arg Ó'0 + i sin p + v — 2 arg s0) + 

+ . . . + xp | s0 f - ^ c o s v — 1 arg s 0 + i sin v — 1 arg s0). 

T a t o rovnost je splněna, právě když jsou splněny následující dvě rovnosti 

| SQ |p+*-i C O S ^ + V — 1 arg s0 = 

: «il *o ! p + r ~2 c o s p + v — 2 a i"g sQ + . . . + ap\ s0 I 1 ' 1 cos v — 1 arg sQ 

\ s0 \P+V-1 sin p + v •— 1 arg s0 = 

= a j s 0 I" f " 2 sin p + v — 2 arg s 0 + . . . + ctv \ s0 \v~y sin v - 1 arg s0. 

Označíme-li | s0 I " - 1 cos n — 1 arg s0 = £c ln, p o t o m je pro n = 1, 2, . . . . p 

*'IT( = I so \n~x c o s ^ — 1 a I 'g so 

a pro v = 1, 2, 3, . . . je 

2+,+v = I «o ! P + V ^ c o s p + »' — 1 arg s0 = 

= aT |.s0 |P+•''-- cos p + v — 2 arg s0 + . . . + <xp \ s0 \v~l cos v — 1 arg s0 -• 

= a1a:1;,+,,-.1 + . . . + <x,vxx. 

Posloupnost {I 6'0 |
n _ 1 cos n — l a r g s 0 } * = 1 je t e d y určena uspořádanou p-ticí 

{! so l"'1 c o s n—l arg s 0}^i a předpisem (p*), t e d y je z M*. 
Podobně postupujeme i ve d r u h é m př ípadě. 
/^) Věta\ Buď s0 k-násobný kořen charakteristické rovnice 

SP __ a i S P - i - . . . . - 0 , , = 0. a p + O, (r) 

potom posloupnosti {s*-1}.* >i > {n — 1*"-1}*-i > •••> \ n — P " l s o _ 1 } n i J80U P°~ 
sloupnosti z M*. 

D ů k a z . Použi jeme známého vzorce z diferenčního počtu: 

f(t + n) = (1 + Aff(t). 

Buď O ^ j — k — 1. Plat í t y t o rovnosti 

( ; p + v—iy = (V— 1 + p)* = 
= (-> — i)? + (?) /t(r - i y + (j) ň\v — i.)? + . . . + (j) A"(v— iy: 
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(p + v — 2)' = (v — 1 + p — l)i = 
= (v — 1)> + (V) __(» — l)í + ( V ) __*(* — I)* + .. . + 
+ (j£l) J*--(» — l)'s 

^ = (v — i + ly = 
= (V—l)/ + (l)zl(v—l)i, 

(* — 1)< = ( v — iy . 

Znásobíme-li první rovnost sg"1"""-1, druhou —a15§+r-2 předposlední 
—<XP~I8Q a poslední — a ^ o - 1 a secteme-li je, dostaneme rovnost 

(p + v — 1)'* _$+*-- — a^p + v — 2)?' sP^'-2 — ... — 

—Op-.-iitfS — ap(v — \y s r 1 = 0, (6.3) 

neboť činitel u Af'(v— 1)> pro i = 0, 1, .... fc — 1 na pravé straně je roven 
nule; vskutku, je 

afi-W) «5 - ^ ' T 1 ) ^ r 1 - • •. - «p-ť(!) 4] = 

= «5--^(-{) 8g- - o ^ V ) «5-*-- - ... — a,_ť] = - ^ í l pff)(«0), 

kde P je levá strana charakteristické rovnice a P ( i ) značí její i-tou derivaci, 
která je pro i = 0, 1, ..., fc— 1 v bodě s0 rovna nule. 

Ze (6.3) plyne 

(P + v __ i)/ ^-v-i. = ^ + ., __ 2y s%+*-* + ... + 

+ ap_1r^5 + ap(v — 1)' sg"1 

pro v = 1, 2, 3, ..., takže {n — Í'*o_1}n-i G M*, když jsme položili p + v — n. 
i) Poznámka. Poněvadž charakteristická rovnice (r) má reálné koeficienty, 

tak vždy spolu s fc-násobným komplexním kořenem s0 = st + is2 má i k-ná-
sobný konjugovaný komplexní kořen š0 = s1 — is2. 

Na základě věty 6.c. usuzujeme, že platí následující věta. 
j) Věta. Každé dvojici konjugovaných komplexních kořenů charakteristické 

rovnice (r) násobnosti k odpovídá k dvojic reálných posloupností z množiny M*. 
Je-li tedy s0 k-násobný komplexní kořen charakteristické rovnice (r), potom 

reálné posloupnosti 

{] s0 I*-1 cos n — 1 arg s,,}^, (| s0 i"-1 sin n — 1 arg s0}^x, 

{n —- 1 | s0 I""1 cos n — í arg _„}"_!, 

(» —- 1| «0 | "-1 sin n — 1 arg s0) *.,_ , ... , {n — I*"1! s01"-1 cos n — 1 arg SQ}^ . 

{n ~ 1 * - - | 50 I*"1 sin «, — 1 arg s0}*'„i 

jsem posloupnosti z M*. 



7. DALŠÍ VĚTY O SPECIÁLNÍCH LINEÁRNÍCH POSLOUPNOSTECH 

a) Věta. Nechť charakteristická rovnice 

8P _ a__,p-i __ ... — a_ — o, aT -£ 0, (r) 

wwí mx-násobný kořen sx, m2-násobný kořen s2, . . . , mk-násobný kořen sk, přiéemí 
mx + ... + ?% = p, kde s{ (i = 1, ..., &) jsow navzájem různé reálné kořeny. 
Potom posloupnosti 

K-1}^!, ČT^K- 1 }^. , ..., {^=l"h-^-^. l5..., 

pařr1* clo ifeř* a jsow lineárně nezávislé. 
Důkaz. První tvrzení je zřejmé a plyne přímo z věty 6.h. Důkaz o nezá

vislosti řešení provedeme sporem. Předpokládejme naopak, že uvedené po
sloupnosti jsou závislé, tedy, že existují čísla c_, ..., cp ne všechna rovna nule, 
že platí 

Ci • M-%-1 + c2 • { i-^lař-%-! + • • • + omi .{n~^l^-^~^x + 
+ C-.+ . . .+*__.+l • W""1}!?-! + C™i+- • .+»*-!+- ' í™ — ls2~1}«-l + ' •' + 

+ cp . {» — l - - 1 ^ - 1 } * - , - {0}P=1. 

Položíme-li w — 1 = m, m = 0, V 2, ..., p — 1, máme po úpravě 
{sf(c_ + c2m + ... + c^m"1'-1) + ... + 5^(cOTl+... +»___+_ + 

+ cW l + . . .+Mfc_1+2m + ... + cpm
m^}l-Jb = {oy&b • 

Položíme-li dále 
P_ == d + czm + ... + cmim

mi-\ ..., P_ = cOTl4 . ..+„»__.+_ + cW l 4 .. .+Bll_l+2m + 
+ ... + cpm™*-\ máme {s_»P_(ro) + ... + a?P_(«n)}£á - {0}^J

0. 

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládat, že mnohočlen Pk(m) má aspoň 
jeden koeficient různý od nuly; jeho stupeň je nejvýše p — 1. Pro každé 
m = 0, ..., p — l máme 

s f P 1 ( m ) + ... +6fP;,(m) = 0. 

Dělíme-li obě strany předchozí rovnosti sf (#0), dostaneme 

™+Ш' p.(m) = 0. 

Utvořme nyní při kroku 1 diferenci řádu m_ levé i pravé strany této rovnosti. 
Předně dostáváme, že ňm^Px(m) — 0 a diference dalších členů na levé straně 
nám po úpravě dají 

* / . 

kde činitelé Qť exponenciálních funkcí v m jsou nové mnohočleny týchž stupňů 
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jako dosavadní mnohočleny Pť (viz p o z n á m k u n a konci důkazu) . D o s t á v á m e 
t a k novou rovnost . 

шr* (m) 

Zřejmě mnohočlen Qk(m) m á aspoň jeden koeficient různý od nuly. 
Pokračujeme-li v t o m t o procesu tvoření diferencí, při jdeme nakonec k rov

nosti 

(-£)"*(..>-o. 

Protože p - 0, nemůže b ý t předchozí rovnost splěna, neboť mnohočlen 
s
P-i 

R/(m), k t e r ý je s tupně jako Pf{m), m á aspoň jeden koeficient různý od nuly 
a nemůže b ý t t e d y nula pro každé m = 0, 1, . . . , p — 1; a to je spor. 

Poznámka. P r o i = 2, . . . . k je 

,1 (ILY p.(m) =. í^l\mn p.{m 4. i) _.. /ilj"'>.(m) = 

- | ^ ) " ' f f Pi{m + ]) - P ' ( W ) J = ( " ^ ) " f t ( m ) ' 
kde Qi{m) je téhož s tupně jako P,(m), což se snadno vidí, neboť—- ^ 1. 

6) Věta. Má-li charakteristická rovnice sr> — ot1s
?)~~1 — . . . — ap — 0, a p ^ 0, 

reálné různé kořeny s1, s2, ..., 5 p , potom geometrické posloupnosti 
í Qn i\ <» ( „n - ] í w ( „n - 1 1 » 
1*1 /n 1 • V S 2 / n i ' •••.•\°|» )n 1 

jsow vlastní posloupnosti z M* v zobrazení sé a jsou lineárně nezávislé nad tělesem 
W 1?. 

D ů k a z . Věta je speciálním př ípadem věty 7.a. Tvrzení, že posloupnosti jsou 
vlastní v zobrazení sé', plyne z věty B.f. 

c) Položme si nyní otázku, jak vypadaj í všechny od { 0 } ^ různé posloupnosti 
{xn}n=i E 31*. k teré jsou vlastní v zobrazení sá v případě, že charakter is t ická 
rovnice t o h o t o zobrazení m á reálné různé kořeny? 

Aby t o m u t a k bylo, m á pla t i t 

{xj*^sé = a . {xn}^u s #0. (7.1) 

Podle věty 6.e. víme, že s je v t o m t o př ípadě kořenem charakterist ické rovnice 
lineárního zobrazení sé. V našem případě m á charakter is t ická rovnice reálné 
různé kořeny, označme je s{, i = 1, 2, . . . , p, a pro ně t e d y plat í xn+l — s{xn 

pro n — 1. 2, 3, . . . . O d t u d soudíme, že vlastní pos loupnosti musí b ý t reálné 
geometrické posloupnosti s kvocienty s±, s2, . . . , sp. 

Přihlédneme-li k předchozí větě 7.b. a k větě 3.c, můžeme říci, že 
právě jen geometrické 

iX11s1 }rt=1, .. ., {xplsp" }n = 1, 

kde xn, ..., xpl <= R, jsou vlastní posloupnosti v M * v zobrazení sé'. 
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8,vO S O U Č T E C H Č L E N Ů S P E C I Á L N Í C H L I N E Á R N Í C H P O S L O U P N O S T Í 

a) Buď d á n a uspořádanáp-t ice reálných čísel {ajf=1, ap ^-0,p 2; 1 takových* 
že rovnice sp — a ^ - 1 — ... — ap = 0 m á reálné různé koíenj sx, . . . , sp. 
Buď dále d á n a p-tice reálných čísel {ajf=1. 

Uvažujme nyní posloupnost {.rn}"=1, k t e r á je definována uspořádanou p-fÁcí 
{a,-}?, Í a předpisem 

czj = « ! , . . . , „•„ = _„, •_•„+.. = aj*. ,-^-! + • • • + a ^ r (P*) 

pro v — 1, 2, 3, . . . . 
Je-li p — \, p o t o m pos loupnost {#„}*„, je geometrická posloupnost a w-tý 

člen pos loupnosti je d á n předpisem 

xn = axa\~x, 

neboť, kořenem charakterist ické rovnice s — ax = 0 je číslo ax. Číslo ax je 
t e d y kvocientem geometrické posloupnosti s prvním členem ax. 

Je-li p > 1, p o t o m posloupnost.{«„}*= l 5 j ak víme, se dá vyjádři t jako lineární 
kombinace geometrických posloupností { s T - 1 } ^ , {*2-1}r=i5 •••> {5p-1}n-i v e 

t v a r u 
K C i = K • M-^ti + • - • + K • K'1}-1 > 

k d e podle vzorce v důkazu věty 4.h. dos táváme pro X; vyjádření ve tvaru 
1 1 . . . 1 ax\ ... y 

i = 1,2 p. (8.1) 

1*1 • • • s- * | 
6) Věta. Součet an prvních n clenu geometrické, posloupnosti {xn}n^x = 

— { t t ia"" 1 }^ ! (případ p = 1) je áem vzorcem 

ff- = °'T-í (8-2) 

Stt předpokladu, ze otx + 1 , 
a součet an prvních n členu speciální lineární posloupnosti {xn}n^x (případ 
p > 1) Je í/áw vzorcem 

' . - " . - r
= T - + - + -,-r=^ ( 8 - 3 > 

2a předpokladu, ze si =č 1 £>ro ?" = 1, 2, ...,p. Koeficienty k;, i = 1, ...,p, 
jsou dány vzorci (8.1). 

D ů k a z . Vzorec (8.2) je dobře z n á m ý . Vzorec (8.3) dostaneme, použijeme-li 
p-krát vzorec (8.2), neboť v t o m t o př ípadě m á m e 

ffn = ^ + ... + xn = (^ + ... + AP) + (Ax*! + ... + .yg + 
+ . . . + (xxs\-x + . . . + v"-1) = î(i + -i +.. . + ̂ r1) + 

+ . . . + ip(\ + Sp + . . . + ̂ --) = ^ 4 ^ 7 - + ••• + ÁPTEJ~-
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c) Poznámka. Jestliže v předchozí větě S.b. je některý kořen charakteristické 
rovnice roven 1, potom příslušná geometrická posloupnost přejde ve stacionární 
posloupnost, a součet an prvních n členů té posloupnosti je roven 7i-násobku 
prvního členu té posloupnosti. 

d) Věta. Jestliže kvocient ctx geometrické posloupnosti {a^*-1}*^ splňuje 
nerovnost \ otx\ < 1, potom příslušná posloupnost částeÓných součtů {an}n„x, 
kde an = ax + axocx + ... -f aia?"1, konverguje. Poloííme-li a = lim ani je 

a = = a 1 (8.4) 
l _ _ a i 

Jestliže reálné různé kořeny sx, ...,sp charakteristické rovnice sp — a^p - 1 — 
—-... — ctp = 0, ctp ^ 0, splňuji nerovnosti \sx\ < 1, ..., \sp\ < 1, potom 
k speciální lineární posloupnosti {xn}n^x, která je určena uspořádanou p-tici 
{an}n~i a předpisem (p*) příslušná posloupnost částečných součtů {an}n^x, kde 

a. = Xl + ... + x. = *.-Í-=J + ... + i,\=£, 
1 sx 1 — sp 

konverguje. Položíme-li a = lim <xm, je 

0,4,_L_+... + í , _ J _ . (8.5, 

Přitom koeficienty A{, i =-= 1, 2, .... p, jsoit dá?M/ vzorci (8.1). 
Důkaz. Tvrzení jsou zřejmá; vzorec (8.4) plyne ze vzorce (8.2) a vzorec 

(8.5) ze vzorce (8.3) limitováním. 
e) Příklad. Buď (a1? a2) uspořádaná dvojice reálných čísel a nechť a2 ^ 0, 

l~\ -f a2 > 0. Ka každé uspořádané dvojici reálných čísel (a, h) přiřaďme 

posloupnost {xn}n^i definovanou následujícím předpisem takto: 

(p*) xx = a, x2 = b, x2+v = ctxxx+v 4- a2.cv pro v = 1, 2, 3, ... . 

Vidíme, že posloupnost {#„}*= i patří do množiny speciálních lineárních po
sloupností, které tvoří lineární prostor dimense 2. Bází tohoto prostoru jsou dvě 
geometrické posloupnosti, neboť charakteristická rovnice 

sž — ctxs — a2 = 0 

má za uvedených předpokladů dva reálné různé kořeny 

ÜL 
'2 •m*-\ -*-nm'+*]-

Geometrické posloupnosti lze zapsat ve tvaru 

K"1}!?-!. K~x}«-i. 

Posloupnost {#,,}*_._ definovanou předpisem (p*), můžeme tedy vyjádřit jako 
lineární kombinaci geometrických posloupností ve tvaru 

W í - l = h . K_1}n-1 + h • K""X}n=] , 
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přičemž koeficienty Al5 A2 určené z rovnic 

A]. + A2 == a 

M i + M 2 = b 

lze vyjádři t pos tupně t a k t o : 

к = 

1 ří 11 
\ь ч\ 
11 1 

1*1 *2І 

1 a 

* 1 6 

11 1 | 

k 5 2 ; 

, — 6 a a a x — 26 

ì |/af + 4a2 

» — asx aocx — 26 a 

_ — Si 2 |/af + 4a2
 2 

Vyšetřeme ještě o tázku konvergence přís lušné pos loupnosti částečných 
součtů {0vJn-i> k d e <rw = a?-, + . . . + arn. Pod le v ě t y 8.d. bude konvergence 
zaručena, když pro k o ř e n y s l 3 s2 charakterist ické rovnice b u d o u p lat i t nerov
nosti \s1\ < 1, I - a ! < 1- To nas tane, budou-li sp lněny nerovnost i 

! a. + ]/(cĄ + 4q2) I I q . — V(al + 4q2) 
! 2 ' 2 < 1, 

přičemž ot\ + 4a 2 > 0. 

9. M O C N I N N Á ŘADA, J E J Í Ž K O E F I C I E N T Y T V O Ř Í S P E C I Á L N Í 
L I N E Á R N Í P O S L O U P N O S T 

a) Uvažu jme mocninnou ř a d u 

I a*& (9-1) 
* = 0 

a předpokládejme, že posloupnost koeficientů {~y}*-0 - ^I*> t j . , že je defino
v á n a t a k t o : koeficienty a 0 , a l 3 . . ., «7, x jsou d á n y a pro v = 0, 1, 2, . . . jsou 
koeficienty ap+v definovány předpisem 

ap+v = a 1a i ; + r,_ 1 + . . . + Opav. (p0) 

Nechť Jf 0 je množina všech mocninných řad, jejichž koeficienty tvoř í po
sloupnosti z J I * . Jestl iže charakter i s t ická rovnice 

sf> — ocxsP'1 — . . . — ocp _= 0, a?, =_ 0. (r) 

m á reálné různé kořeny s l 5 . . . , sp, potom, jak víme, existují geometrické 
posloupnosti 

K}-0,...,W^0, (9.2) 
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které patří do M* a mocninné řady 

X s\xv, ..., X sv
px

v. 
v = 0 »-=0 

které zřejmě patří do M0. 

Poloměr konvergence každé mocninné řady £ s\xv je r; = -:—y- pro každé 

i = 1, 2, ..., p, neboť lim sup ]/| 5.- | = j s{ \. 
Poněvadž posloupnost koeficientů mocninné řady (9.1) se dá vyjádřit jako 

lineární kombinace geometrických posloupností (9.2) s koeficienty A,- (i = 
= 1, 2, ..., p), určenými vzorci (8.1), máme 

av = Xxs\ + ... + Áps; 
pro každé v = 0, 1, 2, . . . . 

Mocninnou řadu (9.1) lze ted}' postupně upravit takto: 

2 avx
v = YJ (hs\ + ••• + lps

vp) xv = X (hxs\xv + ... + Xps
v
px

v) = 
)• = <) r = 0 K = 0 

= A. £ s\xv + ... + Ap 2
 5 '̂"-

Odtud usuzujeme, že konvergence mocninné řady (9.1) je zaručena aspoň 

v intervalu (—r, r), kde r = min I - , ..., - —-• 1 . Jestliže je Ať # 0 pro 
\ I rSi î  i sp i / 

každé * = 1, 2. .... p, potom mocninná řada (9.1) konverguje právě v inter
valu (—r, r), což je zřejmé. 

10. L I N E Á R N Í D I F E R E N Č N Í R O V N I C E S K O N S T A N T N Í M I 
K O E F I C I E N T Y 

a) Věta. Buď dána. lineární diferenční rovnice s konstantními koeficienty (bez 
pravé strany) 

f(x + p) — ocJ(x + p — 1) — ... — <xpf(x) = 0, ocp + 0. (d) 

Všechna řešeni této rovnice definovaná na množině přirozených čísel P jsou právě 
jen posloupnosti z M*. 

Důkaz. Budf(x) řešení diferenční rovnice (d) na množině přirozených čísel P. 
Položíme-li xn = f(n) pro n = 1, 2, 3, ..., máme pro v = 1, 2, 3, . . . . 

*P+* = /(p + v) = <xj(p + v — 1) + ... + ap/(y) = 
= ocxxp+v-x + ... + <xpxv. 

přičemž xx = f(\), ..., xp = f(p). 
Vidíme, že posloupnost {a:n}*=1 je určena uspořádanou £»-tieí {x,,}?^, kde 

x„ = f(n) a předpisem (p*), tedy {xn} e M*. 

66 



Buď naopak {xn}*=leM*, tj. posloupnost, která je určena uspořádanou 
p-ticí {#n}£=1 a předpisem (p*). Potom platí pro každé v == 1. 2. 3, . . . rovnost 

V+i" = " I ^ P + V - I + ••• + -VV-

Položíme-li /(ri) = xn pro n — 1, 2, 3. . , . , máme pro v — 1, 2, 3, . . . 

/(> -f p) — «i/(v + p — 1) — . • • — a-./ív) =- <>. 

Odtud soudíme, že / je řešení diferenční rovnice (d) na množině přirozených 
čísel P. 

L І T E R A T U R A 

A. O. Geljond: Diffeгenzonr chnung, DVW Berlin, 1958 
Л. И. Maлцeв: Oeнoвы линeйнoй aлreбpы, OГľíЯ ÍVloeквa, 1948 

Z u s a m m o u f a s s u n g 

L I N E A R E F O L G E N 

Miroslav Laitoch 

In diesem Artikel verstehen wir unter linearen Folgen die Elemente einer gewissen 
Untermenge der Monge aller Folgen der reellen Zahlen und zwar solche Folgen, die in 
der Definition 2.a. rekurrent durch die Vorschrift (p) bestimmt sind. Es wird gezeigt, 
dass diese Folgen einen linearen Raum über dem Körper der reellen Zahlen bilden. Insbe
sondere wird die Untermenge der sogenannten speziellen linearen Folgen untersucht 
und es wird auch eine p-wisse lineare Abbildung dieser Folgen in sich behandelt. Die 
charakteristische Gleichung der linearen Abbildung ermöglicht dann die Bedeutung der 
ftip -i 'lomente des linearen Raums zu zeigen. Als Eigenelemente kommen hier gewisse 
geometrische Folgen vor, die auch die Basis des linearen Raums bilden. 

Die Menge aller speziellen linearen Folgen ist gerade die Menge aller Lösungen einer 
gewissen linearen homogenen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, die 
auf e]er Monge aller nati flicht i \ ihlen definiert sind. 
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