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1971 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE O L O M U C E N S I S 
F A C U L T A S R E R U M N A T U R A L I U M — T O M 33 

Laboratoř optiky přírodovědecké fakulty 
Vedoucí laboratoře: prof RNDr. et DrSc. Bedřich Havelka 

G E O M E T R I S C H - O P T I S C H E BERECHNUNG 
DER S Y N C H R O N I S A T I O N S R I C H T U N G E N DER ERSTEN 

UND ZWEITEN H A R M O N I S C H E N F R E Q U E N Z 
IN NICHTLINEAREN A N I S O T R O P E N KRISTALLEN 

P A V E L C H M E L A 
(Eingelangt am 4. 3. 1970) 

I. E I N L E I T U N G 

Beim Durchgang von intensiver Laser-Strahlung durch optische Kristalle, die kein 
Inversionszentrum besitzen, entsteht die zweite harmonische Frequenz, d. h., eine 
durch das nichtlineare Medium laufende elektromagnetische Welle der Frequenz ca 
bringt die elektromagnetische Welle mit der Frequenz 2co hervor. Diesen Effekt 
entdeckte zum erstenmal im Jahre 1961 P. A. Franken [2], der die Entstehung der 
ultravioletten Strahlung 2 = 3 470 Ä beim Durchgang der Strahlung des Rubin
lasers X = 6 943 Ä durch Quarz beobachtet hatte. 

Die Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz ist ein spezieller Fall der 
Enstehung der Summe- oder Differenzfrequenz cov + co2 oder o)t — w 2 bei der 
Wechselwirkung zweier Wellen mit Frequenzen ct^ und co2. 

In diesem Artikel beschränken wir uns auf das Studium der Synchronisation der 
Phasen bei der Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz, d. h. auf den Fall, 
wenn zwei Wellen der Grundfrequenz co eine Welle mit der zweiten harmonischen 
Frequenz 2co hervorbringen. 

Die Wechselwirkung zweier Wellen mit der Grundfrequenz co und einer Welle mit 
der zweiten harmonischen Frequenz 2co beschreiben vier Differentialgleichungen 
[5, 7, 8]: 

- 3 7 - - ~<*tQ2Q3 sin 0, (1) 

dö 2 - _ = ^ff2QiQ3 sin 0, (2) 

-—- = <r3<?i(?2 sin 0, (3) 
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Dabei gilt der Energiesatz 

UA + A) + A = koasL (5) 
2 \<Ti c r 2 / ^3 

Hier haben wir nachstehende Bezeichnungen verwandt: /i0 ist die magnetische 
Permeabilität des Vakuums im Sl-System, 

4 . ( 0 = 0 1 ( 0 ^ 

^ ( 0 = 0 2 ( 0 ^ 
sind die komplexen Amplituden beider Grundfrequenzwellen und 

-4 3 ( 0 = Q,(Oei(p^\ 

ist die komplexe Amplitude der zweiten harmonischen Frequenzwelle; 

co2fi0K (JL>2/I0K 

\ky | cos <5, cos ß\ | k2 | cos ö2 cos ß 2 

_ 4co2n0K 

| /c3 j cos <53 cos ß 3 

wo 

^ = y l eiiXijfc(w = 2co - co) e3je2k = 

Z e2kXkji(<* = 2 ß ) ~ W)eijeli = 
fcji 

2 Z e3/Xjífc(2ct) = co + Q>)elř(?2i 

2 

Jrt 

/ = 1,2,3, 

j'= 1,2,3, 

k = 1,2,3, 

ist, e,, e 2 sind die Schwingungseinheitsvektoren der Grundfrequenzwellen, e 3 ist der 
Schwingungseinheitsvektor der zweiten harmonischen Frequenzwelle und X(2co = 
= co + tu), x(to = 2 p — co) sind die Tensoren der nichtlinearen Suszeptibilität der 
zweiten Ordnung, 

0 = A*C + <p3(Q - <p2(Q ~ <pt(0. 

Mit Öu ö2, ö3 haben wir die Winkel zwischen den Wellenvektoren kuk2, k3 und 
den entsprechenden Richtungen des Poyntingschen Vektors fu f2, f3 und mit ß[, 
ß'2, ß'3 die Brechungswinkel der Strahlenrichtungen bezeichnet. 

Die Wellenvektoren kuk2,k3 sind wie folgt gegeben: 

kj(co) = — n,(co, S i ) s l 5 
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ki(^) = — nj(co,s2)s2, (6) 

. . , 2co f N 
fc3(2^) = — -nk(2co,s3)s3, 

i = I, II, 

j = I, II, 

k = I, II, 

wo mit «((to, s,), «,•(&>, s2), nk(2co, s3) die Brechungsindizes des anisotropen Mediums 
in den Normalenrichtungen sl9 s2, s3 bezeichnet sind. 

Das Hauptkoordinatensystem £, ?/, C ist so orientiert, daß die (-Koordinate die 
Normale an der Grenzebene zwischen dem linearen und nichtlinearen Medium 
bildet. 

Für die Komponenten der Wellenvektoren gilt im Hinblick auf Bedingungen der 
Stetigkeit an der Grenze [7, 8] 

kH(co) + k24(co) = k34(2to), 

kln(co) + k2n(co) = k3n(2co), (7) 

Ak = kH(2co) - k2l;(co) - kH(co). 

Die allgemeine Lösung der Gleichungen (1-4) ist durch das elliptische Integral 

wHQ 

r + 1 f ^W2)  
~2(Maxa2a3f f 2 / 4 , 2 . / As 2\

2~|± 
v 1 2 3' w2(vv4 - 2w2 + a) - I 2T - — w2 1 

w-(0) -- ^ 7 J 

gegeben, wo 
g3_ 

(Ma3) 
W = ~ -,_ 

gз(0) 

м - i fgî(Q) | g-(Q)1 | gi(Q) 
2 L <Гi ^ J o-з ' 

- - | Є l ( 0 ) Q2(0) cos [ç>з(0) - ę2(0) - ç,,(0)] + 1 M 5 . A/cJ , 
2M3/Vi^2ťт3) 

в _= g-(o)gi(Q) 
M2axa2 

Afc 
As = 

(Mala2a3)
if2 

bezeichnet ist. 

Man kann zeigen, daß es zum systematischen nichtperiodischen Energiewechsel 
zwischen der ersten und zweiten harmonischen Frequenz nur unter folgenden Voraus-
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Setzungen kommen kann: 
Ak = 0, 

0,(0) =- Q2(ö) = Q0, Q,(0) = 0. 

Wenn also alle drei Wellen räumlich unbegrenzt sind, kommt es unter diesen 
Bedingungen zum systematischen Energiewechsel und die Veränderung aller drei 
Amplituden in der Abhängigkeit von der Normalenentfernung von der Grenze C 
beschreiben folgende Funktionen: 

BtQ0 QÁ0 = 

QÁ0 = 

cosh CQ0Ç 

B2Qa 
cosh CQ0C 

Q3(Q * Bзø0 tgh CбoC 

•-HҶ.v.үïP 
°-Ш^)T 
-Ш^)T 
•Ш^)T 

(9) 

(10) 

(11) 

B 

bezeichnet haben. 
In dieser Arbeit werden wir uns mit der Bestimmung der Synchronisations

richtungen beschäftigen, d. h. der Richtungen, für die 

oder 
Ak = 0, 

Пt(w, s t) s, + Пj(æ, s2) s2 = 2nk(2æ, s3) s}, (12) 

/ = I, II, 

j = I, П, 

k = I, II, 

ist. Weiter beschäftigen wir uns mit der genauen Berechnung der zur Synchroni
sationsrichtung zugehörigen Strahlenrichtungen und Schwingungsrichtungen. Am 
Ende des Artikels nehmen wir die Apertureffekte in Betracht, die in konkreten 
Experimenten vorkommen. 

:<st; 



Obr. I. Doc. PhDr. Bohumil Hacar (Foto dr. Jan Kunzfeld) 





II. ALLGEMEINE LÖSUNG DES PROBLEMS DER SYNCHRONISATION 

In einem anisotropen Medium entsprechen im aligemeinen Falle jeder Normalen
richtung s zwei Brechungsindizes «,($), nu(s). 

Wir Bezeichnen mit nu n2, n3 die Hauptbrechungsindizes des Kristalls. Die, 
Brechungsindizes «,($), «„($) können wir im Hauptkoordinatensystem des Kristalls x, 
y, z entweder explizit ausdrücken [1] 

1 _ J_ 
u: " 2 K + — ) cos2 ax + ( — + — ) cos2 a, 

"2 " з / n ц Vnз " i / 

(rѓ) cos a. ± 

+ (G2 + G2

2 + Gj~ 2GlG2 - 2G,G3 - 2G2G3)
 /2 (13) 

(das Zeichen + entspricht dem Index I, das Zeichen — enspricht dem Index II), 
wo wir cos ax, cos cty, cos az die Richtungskosinusse der Normalenrichtung s und 

V n2 n\) 

G2 = ( — r-JCOS2^, 
\n\ n\) 

G3 = ( - T - T ) c o s 2 a z , 
V"? n\) 

bezeichnet haben, oder wir können den Brechungsindex mit der Fläche vierten 
Grades [1] 

F(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)f - i - L + - ^ + - i L ) -
Vn2n2 n2«2 «2«2 j 

definieren. Beide Definitionen sind äquivalent. 
Wegen Vereinfachung treffen wir für weitere Anwendung folgende Bezeichnungen: 
Die Hauptbrechungsindizes der Grundfrequenz co bezeichnen wir mit kleinen 

Buchstaben: 
n^co) = nx, 

n2(co) = n2, 

n3(co) = n3, 

und ählich die Brechungsindizes der Grundfrequenz co in der Normalenrichtung s: 

nx(co, s) = «,($), 
nn(co, s) = «„($). 
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Die Hauptbrechungsindizes der zweiten harmonischen Frequenz 2co bezeichnen wir 

mit großen Buchstaben: 

nx(2co) = Nl3 

n2(2co) = A;
2, 

n3(2co) = N3, 

und ähnlich die Brechungsindizes der zweiten harmonischen Frequenz in der Nor-

malenrichtung s: 

#1,(20), s) = N,(s), 

,̂ «„(2a), s) = N„(s). 

Das Hauptkoordinatensystem x, y, z orientieren wir so, daß es gilt: 

«3 > n2 > « j , 

N3 > N2 > Nj. 

Wenn wir die Richtungen bestimmen wollen, in denen es zur Synchronisation der 
Phasen kommt, ist es nötig, solche Kombinationen der Wellenvektoren kt(co), 

k2(co), k3(2co) festzustellen, für die die Synchronisationsbedingung (12), d. h. 

«,•(«.)*. + « / s 2 ) s 2 = 2N fe(s3)s3 (15) 

i = I, II, 

j = UI, 
k = r, II, 

erfüllt ist. 
Wir nehmen an, daß die Dispersion normal ist und für das ganze Frequenzgebiet, 

das wir betrachten, gelten die Drudeschen Dispersionsformeln. Für die Haupt
brechungsindizes gilt also: 

Nt(s) > «,(s) (16) 

/ = I, lh 

und für die ßrechungsindizes im Hinblick auf (13): 

«„($)> «,(s), 
-v„(f) r>-v,(s). ( 

Auf Grund der Relationen (16) und (17) stellen wir dann durch ein einfaches 

Verfahren fest, daß die Synchronisationsbedingung (15) nur in zwei Fällen erfüllt 

werden kann, und zwar für 

«„(Sj) sj + nu(s2) s2 = 2N,(s3) s 3 , (18) 

und 
«,(*,) sj + nu(s2)s2 = 2N , ( s 3 ) s 3 , (19) 

(s. Abb. 1. und Abb. 2.). 
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Die genaue explizite Bestimmung der Richtungen $., $2, s3, die irgendeine der 
Synchronisationsbedingungen (18) und (19) erfüllen, können wir leider nicht durch
führen. Es ist bloß möglich, die allgemeinen Bedingungen festzustellen, die die 
Synchronisationsrichtungen erfüllen müssen. Auf Grund dieser Bedingungen wäre es 
möglich, die Synchronisationsrichtungen mit Hilfe der approximativen Methoden 
auf der Rechenmaschine zu bestimmen. 

Abb. 1. Synchronisation der Phasen bei der Bedingung 
«„(sj) s. + nn(s2) s2 = 2N|(s3) s3 . 

An dem inneren Teil der Indexfläche N;(2co) wählen wir einen Punkt A(x0, y0, z0), 
für dessen Koordinaten gilt 

x0 = N[($3) cos ct3x, 
y0 = N,($3)cosa3v, (20) 

z0 = N[($3) cos a3z. 

Wir betrachten einen Büchsel der durch den Punkt A gehenden Abszissen mit den 
Endpunkten B(x1, yu zx), C(x2, y2, z2) so, daß gilt 



x, = x0 + r cos yx, x2 = x0 — r cos y*, 

>;i = Yo + r cos yy, >>2 = v0 - r cos yy, 

Zj = z0 + r cos yz, z2 =• z0 — r cos yz • 

Die Endpunkte B und C dieser Abszissen liegen auf der Indexfläche n(co) (14) 

damals, wenn 

F(co, x1,y1,z1) = Ej(co, r, cos Y*, COS Yy> c o s Yz) = 0, (21) 
und 

E(co, x2, >'2, z2) = E2(o>, r, cos Y.K, cos yy, cos Yz) = 0, (22) 
gilt. 

Abb. 2. Synchronisation der Phasen bei der Bedingung 
»i( s i) s i + «H<S2) s2 = 2/V7(s3) s 3 . 

Die Richtungskosinusse cos yx, cos yy, cos yz erfüllen die Bedingung 

cos2 Yx + cos2 Yy + cos2 Yz = I • ^23) 

So haben wir drei Gleichungen für vier Parameter r, cos yx, cos yy, cos yz. 

Wenn es uns also gelingt, solche Parameter r, yx, yy, yz zu finden, die gleichzeitig 

die Gleichungen (21), (22), (23) erfüllen, dann gibt es zwei durch die Endpunkte 
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B(x1,y1,zl)) C(x2,yz,z2) bestimmte Normalenrichtungen der Grundfrequenz OJ 

$J, s2 und eine durch den Punkt A(x0, y0, z0) bestimmte Normalenrichtung der 

zweiten harmonischen Frequenz 2co s3, wobei diese Richtungen irgendeine von den 

Synchronisationsbedingungen (18) und (19) erfüllen. 

Entsprechende Strahlenrichtungen und Schwingungsrichtungen kann man auf 

Grund der Formeln feststellen, die wir in IV. Kapitel dieser Arbeit anführen. 

Eine besondere Bedeutung haben solche Fälle, wenn alle drei Normalenrichtungen 

$,, s2, s3, für die die Synchronisationsbedingung erfüllt ist, übereinstimmen, d. h. 

SJ(CУ) = S2(Ú)) = s3(2eo) = s. (24 ï 

Für einen solchen Fall erhalten die Synchronisationsbedingungen (18) und (19) 

die Form 

nu(s) = N,(s), (25) 

und 

«,(s) + nu(s) = 2/V,(s). (26) 

Der erste Fall (25) entspricht der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit 

einer zweiten harmonischen Frequenzwelle und hat für praktiscche Anwendung 

besonders große Bedeutung. 

Mit beiden Fällen der Synchronisation (25) und (26) werden wir uns im folgenden 

Kapitel ausführlich beschäftigen. 

III. SYNCHRONISATION BEI DER ÜBEREINSTIMMUNG 
DER NORMALENRICHTUNGEN 

Wir nehmen an, daß die Normalenrichtungen aller drei Wellen übereinstimmen. 

Jetzt suchen wir in einem anisotropen 

Kristall solche Normalenrichtung s, für die 

eine von den Synchronisationsbedingungen 

(25), (26) erfüllt ist. 

Für die Bestimmung der Synchronisa

tionsrichtungen in zweiachsigen Kristallen 

ist es vorteilhaft, die Polarkoordinaten e und 

cp einzuführen (s. Abb. 3.): 

cos ax = sin є cos ę 

cos a = sin e sin <p 

Abb. 3. Zur Einführung der Polarkoor
dinaten. 

cos a. = cos e. 

Weiter bezeichnen wir folgende Größen: 



1 . 2 i 2 1 1 í 
.4, - - _ s m c/> + -— cos tp + — - — - — , 

Wj n 2
 w 3 ťři « i 

1 2 2 
W, W 2 

1 4 I • 4 I 2 . 2 

,\f j = _ - cos tp -I — sm (p + •— + — sm <p cos" <p 
П ? W i W Í 

2 . 2 2 2 

—-— sin ę — - cos </>, 
ПjП* w,w. 

'•-(Л-Л)2. •' 
\n\ n\j 

O, - - cos 2 ę + - sin 2 </? - - - - ( — •- )(cos 2 ę ~ sin2 ç>), 
W, ПJ Wp?2 /?з V я 1 И 2 j 

• • 2 1 2 1 I 1 

ß,=Л + Л. 
N2 Nf 
1 4 1 . 4 1 2 . , 

M ? — —-- cos </> + — sin </> + + - - SIП (ОCОS ф — 
N4 N4 iVj N2N2 

2 
—— - sin cp - — - — - cos </?. 
N|N32 N2N3

2 

P l = ( J 

«•-; 

Ní)'. 
2 1 - 2 1 1 / 1 I \ 2 . 2 . 

- cos </? + - sin" </> — - — -- [ •— }(cos cp — sin co). 

i -v} lv2N2 /v2U? " i / 
Beide Brechungsindizes der Grundfrequenz w,(a>), wu((w) in der NormaJenrichtung 

s(e, </>) können wir jetzt durch einfache Formeln 

nhU(co) ~ yj2[Al sin2 e + B, + (At, sin4 e - 2 g i sin3 e + P^'2]''12 (28 

und den Brechungsindex der zweiten harmonischen Frequenz Nr(2co) in derselben 

Normalenrichtung durch die Formel 

N,(2a>) = v!2 [A2 sin2 e + B2 + (M2 sin4 E - 2 0 2 sin2 e + P2)
l/2]~lfl (29) 

ausdrücken. 

Mit Hilfe der Formeln (28), (29) werden wir jetzt die Synchronisationsbedingunge« 

(25) and (26) studieren. 



A. Synchronisation der Phasen bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle 
mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle 

Die Synchronisationsbedingung (25) entspricht der Wechselwirkung einer Grund-
frequenzweiie mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle. Wenn wir den Einfluß 
der Dispersion auf die Veränderung der Schwingungsrichtungen vernachlässigen, 
handelt es sich in solchem Falle um Wechselwirkung zweier Wellen mit Frequenz to 
und 2co, deren Schwingungsrichtungen senkrecht sind. 

Die Synchronisationsrichtungen, die durch die Bedingung (25) bestimmt sind, 
bilden die Synchronisationskurve, die als Schnittkurve der Indexfläche n{m) und 
N(2(o) bestimmt ist. 

Für zweiachsige Kristalle führt die Bedingung (25) zu einer Gleichung dritten 
Grades 

ax2 + hx2 + ex + d = 0, (30) 

- / M 
-Ţ(2u) 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 

Abb. 4. /V"3 : n3 : N2,: n2 : /V, : n{ == 1,6 : 1,47 : 1,35 : 1,26 : 1,17 : 1,1. 
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wobei folgende Bezeichnungen gelten: 

E = arc sin yjx, 

a - 4[(A, - A2f ~~ Mx~ M2] [(At ~ A2) (R, - B2) + ß , + ß2] + 

+ 8M,ß2 + 8M2ß,, 

h = 4[(A, - A2) (Bt - B2) + ß , + ß 2] 2 + 

+ 2[(A, - A2)
2 - Mx - M2] [(Bt - B2)

2 - P, - p2] -

- 4 M , p 2 -4M2i>, - I6ß ,ß 2 , 

f = 4[(A, - A2) (Rt - B2),+ ß , + ß2] [(B, ~ B2f - P t - P2] + 

+ ZQxPi + 8ß2F,, 

r/ = [(fl, - B2)
2 - Px ~P2f ~4PtP2. 

Die Gleichung (30) hat nur dann eine reelle Lösung, wenn 

»3 2= N„ (31) 

: V : 

ðO 

Ў0Ą 

,. 

ет 

40 

эo 

20 

101 

Q 

•SK. 

• 7(o)) 
*J{2u) 

~W 3? 30 40 50 ÏЮ Jo 80 90 
l — P 

Abb. 5. N3 : nъ : N2 : Nt : n2 : nt - 1,76 : 1,47 : 1,35 : 1,26 : 1,17 : 1,1. 
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Eine praktische Berechnung der Gleichung (30) kann man mit Hilfe der Rechen
maschine durchführen. Wir haben hier als Beispiele vier wesentliche Fälle berechnet: 

1. N3 > «3 > N2 > n2 > N, > «,. 

Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhängigkeit von e und (p im 
Intervale (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 4. 

Die Winkel d£} u n d 4 ? die die Synchronisationsrichtungen in der x, z-Koordi-
natenebene (q> = 0) bestimmen, sind durch die Formeln 

; ' • ' ) 

gegeben. 

nъ ІNІ- -n\ 
ШN2 v » i - -»г 
;„ ^ з Inl-- Лľî 

" 2 V N* - N2
t 

2. N3 > n3 > N2 > N, > n2 > л, 

0 70 20 ,30 40 50 60 70 80 90 

Abb. 6. N3 : !V2 : м 3 : « 2

 : -̂ i : " ì = 5 '76 : 1,6 : 1,47 : 1,35 : 1,26 : 1,1. 
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Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhängigkeit von e und <p im 
Interval (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 5. 

Den Winkel exz, der die Synchronisationsrichtung in der x, z — Koordinaten
ebene (q> = 0) bestimmt, gibt die Formel (32) und den Winkel eyz, der die Synchroni
sationsrichtung in der y, z — Koordinatenebene (<p = 90°) bestimmt, gibt die Formel 

N,\l „\. (34) 

3. N3 > N2 > «3 > 'h > Ni > nx. 

Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhängigkeit von e und <p im 
Interval (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 6. 

Der Winkel EXZ, der die Synchronisationsrichtung in der x, z-Koordinatenebene 
(ip — 0) bestimmt, ist durch die Formel (33) und der Winkel <pxy, der die Synchro
nisationsrichtung in der x,y-Koordinatenebene (e = 90°) bestimmt, durch die Formel 

90 

80 

60 

50 H 

40 

30-

20-

104 

0 

'S.K. 

•Ш 

-Г(2ù» 

10 30 40 0 10 20 

Abb. 7. ZV3 : N2 : « 3 : N, : n2 : «i 

70 80 50 60 70 80 90 

1,95: 1,6: 1,47 : 1,35: 1,26: 1.1. 

"T— f 
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<P.ry ' 
lv, 

(35) 

gegeben. 
4. N3 > N2 > n3 > Nj > n2 > n{. 

Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhängigkeit von s und </> im 
Intervale (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 7. 

Den Winkel eyz, der die Synchronisationsrichtung in der y, z-Koordinatenebene 
(<p = 90°) bestimmt, gibt die Formel (34) und den Winkel (pxy, der die Synchroni
sationsrichtung in der x, j;-Koordinatenebene (e = 90°) bestimmt, gibt die Formel 
(35). 

Für einachsige Kristalle, in denen die Indexfläche ein Rotationsellipsoid und eine 
Kugelfiäche ist, erhalten wir: 

Für positive Kristalle, für die 

ne = «3, n0 — ni = n2. 

Q.A. 

n (a>) 

N (2Cü) 

Abb. 8. a) b) Synchronisation in einachsigen a) positiven, b) negativen Kristallen. 
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Ne = N3, N0 = Nt = N7, 

ist, folgt aus (30) die Formeln für den Winkel S0 zwischen der Synchronisationsrich-
tung und der optischen Achse des Kristalls 

n^ ІNІ - nl 
1 -V„ V nl - nł 

Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung 

N0 = ne, 
eingeschränkt, die aus (31) folgt. 

Für die negativen Kristalle, für die 

(36) 

Í3'7) 

Ne = Ni, 
n0 = n2 = n3, 
N0 = N2 = N3, 

O.A. 

n(o) 
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ist, folgt aus (30) die Formel für den Winkel >90 zwischen der Synchronisationsrich
tung und der optischen Achse des Kristalls 

v90 = arc sin 
Ne I n2 - N2 

n0 V N2 - N2 (38) 

Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung 

Ne£n0i (39) 
eingeschränkt, die aus (31) folgt. 

B. Synchronisation der Phasen bei der Wechselwirkung Zweier Grundfrequenz
wellen mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle 

Die Synchronisationsbedingung (26) entspricht der Wechselwirkung zweier auf-
einnander senkrecht polarisierten Grundfrequenzwellen und einer zweiten harmo
nischen Frequenzwelle, deren Schwingungsrichtung mit der Schwingungsrichtung 
einer von den Grundfrequenzwellen fast übereinstimmt. 

S.K. 

fш 
Ţ(2ШÌ 

50 60 70 ð0 90 

1,65 : 1,6 : 1,5: 1,45 : 1,35 : 1,3. 

-r— V 
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Die Synchronisationskurve kann man leider nicht explizit bestimmen, wie man das 
im Falle der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmo
nischen Frequenzwelle getan hat. Verhältnismäßig gut kann man dies aber mit Hilfe 
der Rechenmaschine z. B. durch die Halbierungsmethode auf Grund der Formeln 
(26), (28) und (29) berechnen. In der Abb. 9. und Abb. 10. zeigen die fetten Linien S. K. 
den Verlauf der Synchronisationskurven in Abhängigkeit von e und q> in zwei ge
wählten Beispielen für zweiachsige Kristalle. 

90 

80 

70-

60-

50 

40 

30-

20-

10 

SX 
Г(ш) 
Г(2öú) 

20 ~~~Г 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

Abb. 10. Лtз : nъ : N2 : n2 : lV, : nx = 1,7 : 1,6 : 1,55 : 1,45 : 1,4 : 1,3. 

~r—f 

Für die erste Orientation kann man die allgemeinen Bedingungen bestimmen, 
unter denen die Synchronisationskurve irgendeine Koordinatenebene des Haupt
koordinatensystems x, y, z durchschneidet. 

Aus den Formeln (26), (28) und (29) folgt: 
Die x, z-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in acht Punkten 

durchgeschnitten, wobei je vier Punkte um beide Koordinatenachsen x, z symmetrisch 
sind, wenn die Relationen 
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" '+ " * a-w„ 
(40) 

erfüllt sind. Wenn nur eine von den Relationen (40) erfüllt ist, dann schneidet die 
Synchronisationskurve die x, z-Koordinatenebene bloß in vier Punkten. 

Die x, ^-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in vier um 
beide Koordinatenachsen x, y symmetrischen Punkten durchgeschnitten, wenn 
gleichzeitig die Relationen 

"'+"» &Ar„ 
(41) 

^±^ZN2, 

erfüllt sind. 

Die y, z-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in vier um 
beide Koordinatenachsen y, z symmetrischen Punkten durchgeschnitten, wenn gleich
zeitig die Relationen 

(42) 

2 
erfüllt sind. 

Falls es in keiner Koordinatenebene des Hauptkoordinatensystems x, y, z Synchro
nisationsrichtungen gibt, dann gibt es im zweiachsigen Kristall keine Synchroni
sationsrichtungen überhaupt. 

Für einachsige Kristalle erhalten wir: 

Für positive Kristalle folgt aus (26), (28) und (29) die Formel für den Winkel 3 0 

zwischen der Synchronisationsrichtung und der optischen Achse des Kristalls 

2n„ / N0(NC - n„) 
9 o - . r c , . n T S ^ — - j / • . . - _ . (43) 

Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung 

na + n„ ^ „ 

eingeschränkt. 
Für negative Kristalle ist der Winkel B0 implizit gegeben: 

n0 + ( —r cos2 D0 + - - sin2 $0 ) = 2 ( —- cos2 3 0 + —- sin2,90 ) 
\ n„ n; } \N0 Ne I 

.--

(45) 

.... 



und die Existenz der Synchronisationsrichtungen ist durch die Bedingung 

n0 + ne Ł lvќ 
(46) 

eingeschränkt. 

VI. BESTIMMUNG DER ZUR SYNCHRONISATIONSRICHTUNG 
ZUGEHÖRIGEN STRAHLENRICHTUNGEN UND 

SCHWINGUNGSRICHTUNGEN 

In einem anisotropen Medium stimmt die Normalenrichtung s mit der Strahlen
richtung f (der Richtung des Poyntingschen Vektors) nicht überein [1]. 

Die Formel (13) bestimmt zu jeder Normalenrichtung s(cos ax, cos ay, cos az) 
zwei Brechungsindizes n{(s), w,,(s), die den zwei aufeinander senkrecht polarisierten 
elektromagnetischen Wellen entsprechen. Beide diese Wellen breiten sich mit den 
Phasengeschwindigkeiten 

Die zur Normalenrichtung s zugehörigen Strahlenrichtungen ft(s), fn(s) konstru
ieren wir so, dass wir in den Punkten der Indexfläche n^s), nn(s) die Tangentialebenen 
führen. Die Fußpunkte, in denen die vom Mittelpunkt des Hauptkoordinaten
systems geführten Senkrechten beide Tangentialebenen schneiden, bestimmen dann 
die Strahlenrichtungen f^s), fn(s) und die Entfernungen der Fußpunkte vom Mittel
punkt des Hauptkoordinatensystems bestimmen die Strahlenindizes. 

Für die Bestimmung der Strahlenrichtungen f,(cos ßu, cos ßly, cos ßlz), f„(cos ßllx, 
cos ßu cos ßUx) in der Abhängigkeit von den Komponenten der Normalenrichtung 
s(eosax, cos ay, cos az) im Hauptkoordinatensystem wurden vom G, Szivessy [ll 
folgende Formeln abgeleitet: 

cos ßix(co) n(co) 
nf(ш)Pf(ш) 

cos ßiy((o) = nri(ш) 

cos ßiz(ш) = nri(ш) 

J__ _J_ 
n\(ш) nf(ш) 

nf(ш)Pf(ш) 

cos ax 
ni((o) 

J 1 
n\((o) nf((o) 

nf(co)Pf((o) 

nf(ш) 
(47) 

1_ 
n\(co) 

1 щ(ш) 

i = T, 1L 

ľ , 



(48) 

wo mit nrl(co\ nrll(0j) die Strahlenindizes 

n^co) nt(co) 

L - ~ - ~ ^ ~ ~ +n2
n(co)P?l(co), 

»riiH n n H 
und 

F?H, U|H"1 tfH"JI^.lH " inJ I lH ~ ^ H J 
i i 

"iH «JH 

P-- i -ir L --L.ir i i J 
P2(cô  _ L ü|H_ »JHJ. L_w.|H »?.H J L " I H »SM J 

i i 
«,2,(Ö)) nf(co) 

bezeichnet sind. 
Die Ergebniße der Berechnung der zur Synchronisationsrichtung zugehörigen 

Strahlenrichtungen für die Wer angeführten Beispiele zeigen in der Abhängigkeit von 
den Polarkoordinaten e und cp die Abb. 4 - 7 und Abb. 9-10. 

Die Winkel <5,(üj), 8n(co) und <3,(2a>), die die einzelnen Strahlenrichtungen f^cu), 
fu(co) und fn(2cü) mit der Synchronisationsrichtung s einschließen, kann man im 
Hauptkoordinatensystem nach der Formel 

cos S^co) — cos ax cos ßix(co) + cos ay cos ßiy(co) + cos az cos ß{z(co) (49) 

bestimmen. 
Die Schwingungsrichtungen ey(oj), en(co), e,(2ci>), die den Polarisationszustand 

einzelner Wellen bestimmen, können wir nach der Formel 

oder in Komponeten nach den Formeln 

cos ßix(co) — cos ax 

» = 
N/2 - 2[cos ßix(co) cos ax + cos ßiy(co) cos av + cos ßiz((o) cos a_] 

e , , __ cos Pjy(aj) - cos V ^ ^ ^ ^ , - , ^ , (50b) 

V2 ~ 2[cos pix(co) cos a* + cos piy(co) cos av + cos /*.*(co) cos az] 

cos /JkH — cos a2 

**(<») = V2 - 2[cos ßix(co) cos ax + cos ßiy(co) cos a>, + cos ßü(co) cos az] 
berechnen. 



Für den Ausdruck der Schwingungsrichtungen in Polarkoordinaten e und <p kann 
man die Transformation (27) benutzen. 

Wie aus der allgemeinen kristalloptischen Theorie und auch aus Abb. 4-7 und 
Abb. 9 - 1 0 folgt, gibt es im allgemeinen Falle weder in zweiachsigen, noch in einach
sigen Kristallen Synchronisationsrichtungen, in denen alle drei entsprechenden 
Strahienrichtungen übereinstimmen. Diese Tatsache ist von großer Bedeutung, weil 
in konkreten Experimenten nicht räumlich unbegrenzte Wellen, sondern räumlich 
abgegrenzte Wellen zusammenwirken. 

Die Strahlenrichtungen bestimmen die Richtung der Ausbreitung der geometrischen 
Strahlen und demnach ist Folge der Divergenz einzelner Strahlenrichtungen die 
Divergenz einzelner Strahlenbuhdel. 

Alle drei Strahlenrichtungen können nur in einigen speziellen Fällen überein
stimmen und zwar: 

Bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmonischen 
Frequenzwelle stimmen die Strahlenrichtungen fu(co) und f,(2o>) mit der Synchro-
nisationsnormalenrichtung $ dann überein, wenn in einem zweiachsigen Kristall eine 
von den Bedingungen 

n3 = N2, 

n, = N, , 

n2 = N, , 

sowie in einem einachsigen positiven Kristall die Bedingung 

« * = !V0, 

und endlich in einem einachsigen negativen Kristall die Bedingung 

«o = !V 
erfüllt ist. 

Bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit einer zweiten harmo
nischen Frequenzwelle stimmen die Strahlenrichtungen f^co), fn(<o) und f,(2co) mit 
der Synchronisationsnormalenrichtung s dann überein, wenn in einem zweiachsigen 
Kristall eine von den Bedingungen 

«2 + ĽI - !v2. 2 - !v2. 

"1 + 
2 

fì± = lv,, 

1. + " з IV. 

sowie in einem einachsigen positiven Kristall die Bedingung 

"• + "• = N., 
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und endlich in einem einachsigen negativen Kristall die Bedingung 

^ + n<-Ne, 
2 

erfüllt ist. 
Für alle diese speziellen Fälle stimmt die Synchronisationsrichtung mit einer 

Koordinatenachse überein. 

V. EINFLUSS DER APERTU R E FFEKTE 

Die Differetialgleichungen (1 —4), die die Wechselwirkung zweier Grundfrequenz
wellen mit der zweiten harmonischen Welle beschreiben, setzen voraus, daß es zur 
Wechselwirkung unter den räumlich unbegrenzten Wellen kommt. 

In der Tatsache stehen immer in Wechselwirkung die von der Blendöffnung be
schränkte Wellen, bei denen noch dazu eine bestimmte Intensitätsverteilung in der 
Aperturebene betrachtet werden muß. 

Beim Studium der Wechselwirkung zweier abgegrenzten Grundfrequenzwellen mit 
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle muß man von einem allgemeinen System 
der Differentialgleichungen für komplexe Amplituden At(w), A2(co), A3(2a)) ausgehen 
[5, 7, 8, 10]: 

($, . f.Mf, • grad At) = i^f-jAtA.e'^, 

(s2.f2)(f2. g r a d / l 2 ) - . ^ 2 X .<*.< --'-*-2 | k2 | 

(., . U){U • grad A3) = i^~A,A2e>**\ 

wobei einige Grenzbedingungen für komplexe Amplituden A,(£, r\, 0), Az(^, t], 0), 
A3(£,ti,0) gelten. 

Im allgemeinen Falle wurden diese Gleichungen noch nicht gelöst. 
Einen speziellen Fall der Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle 

mit einer außerordentlichen zweiten harmonischen Frequenzwelle in einem einach
sigen negativen Kristall beim Normaleneinfallen in der Synchronisationsrichtung 
hat. V. V. Kaner u a. [10] gelöst. 

Wenn wir in (1—4) 

\/2 

Q3(2(ü) = Qe(2w), 

legen und vorauszetzen, daß die Abweichung öe(2u>) der Stahlenrichtung von der 
Normalenrichtung des außerordentlichen Strahls klein ist, dann beschreiben die 
Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer außerordentlichen 
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zweiten harmonischen Frequenzwelle beim Normaleneinfallen in der Synchroni
sationsrichtung mit Rücksicht auf Apertureffekte zwei Differentialgleichungen 

g g ^ ) + ag.(2o,)= ; 

wo wir 
ß0cw2K 

ß= tgÖe(2oj) 

bezeichnet haben. Das Koordinatensystem £,rj, C haben wir so orientiert, daß die 
C - Koordinatenachse die Normale an der Grenzebene bildet und der außeror
dentliche Strahl in der (, ?? — Koordinatenebene liegt. 

Kaner [10] hat die Grenzbedingungen in der Form 

Qe(Z, ,h 0) - 0, 

^ ? . 0 ) - Ao 
l + a^~ 

vorausgesetzt. 
Für diese Grenzbedingungen haben die Gleichungen (51) folgende Lösung: 

Qo(o)= — 

(i +aV)1/2[i +An 
(52) 

r .Ao2..(.. or\ 1 

a2/i2C2 cos h v + I (a2Al - a2/!2) ' 

Qe(2w) = 

<j[l + a2(j? - ßi)2~\\ coshv + 

WO 

•-«'"rWh-^W'.W , inh"] 
±tíľľj?it 

i2] cos h V + —---Җ-— — sin h V 
L («r2Aj - * W 2 J 

(a2A2
0-a

2ß2)r 
v = _ ag • [arc tg a>7 - arc tg afa - 0C)J 

bezeichnet ist. 
Die Gleichungen (52) beschreiben die Veränderung der Amplituden beider Frequen

zen Q0(O)), Qe(2o)) in der Abhängigkeit von Koordinatenachsen ^, (, d. h. für jede 
Normalenentfernung C bestimmen sie die entsprechende Verteilung Q0(a)), Qe(2<o) 
m der i] — Koordinate. 

Bei genauer Diskussion der Ausdrücke (52) kann man zeigen, daß die Verteilung 
der Amplituden Q0(o)), QJ2O)) in der ^ — Koordinate von der Größe 
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abhängt. Wenn wir den Koeffizienten der Umwandlung der Leistung der Grend-
frequenz in die Leistung der zweiten harmonischen Frequenz definieren 

J Q2
eK2(o) árj 

í Qo(p) àЦ 
m) 

erhalten wir die Abhängigkeit des Koeffizienten JLL von der reduzierten Länge C *-
= C(aA0 + aß) für verschiedene Werte r, wie in Abb. 11. gezeigt. 

1 -

03-

1 -

03- Г* 00 / 
/> = 70 ^ ^ ^ ^ 

0,6-
/> = 70 ^ ^ ^ ^ 

0Л-

0,2-

/У^zil 
У\r r 0,5 

0 - т — " i i i - I т r» , ~ Ç 

Abb. 11. Verlauf des Koeffizienten /i in der Abhängigkeit von der reduzierten 
Länge £ — C(f^0 + ocß) für verschiedene Werte r. 

Aus der Abb. 11. ist es klar, daß für große Werte r der Koeffizient ß sich dem 
idealen Fall der Wechselwirkung zweier räumlich unbegrenzten Wellen nähert. Für 
kleine Werte r verläuft der Energiewechsel zwischen der ersten und zweiten harmo
nischen Frequenz hinsichtlich der Normalenentfernung von der Grenze C wesentlich 
langsamer, als im Falle der unbegrenzten Wellen. 

Vom geometrisch — optischen Standtpunkt kann man nur den Koeffizienten a 
beeinflussen und zwar so, dass man die Blendöffnung des optischen Systems vergrös-
sert. Die Möglichkeiten der Beeinflußung des Koeffizienten a sind jedoch sehr gering. 

Den Koeffizienten ß kann man bei den einachsigen Kristallen überhaupt nicht 
beeinflussen, denn die Abweichung öe der Strahlenrichtung von der Normalenrichtung 
des außerordentlichen Strahls vollkommen festgelegt ist. Die Beeinflußung des 
Koeffizienten ß wäre im Falle der zweiachsigen Kristalle möglich, aber nicht viel 
mehr als um 10 %. 

Aus Abb. 11. ist es weiter klar, daß es auch, wenn für verschiedene Werte r der 
Koeffizient ß verschieden ist, bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit 
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle, die von Apertur eingeschränkt sind, zum 
systematischen, nichtperiodischen Energiewechsel kommen kann (s. Abb. 12a., 12b.). 

Wesentlich andere Ergebniße erhalten wir aber beim Studium der Wechselwirkung 
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zweier Grundfrequenzwellen mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle, die von 
Apertur eingeschränkt sind. 

Eine genaue mathematische Lösung dieses Problems wurde für diesen Fall noch 
nicht gemacht. Auf den ersten Blick ist es aber klar, daß der Raum der Wechsel
wirkung vom Winkel der Divergenz beider Grundfrequenzstrahlenbündel einge
schränkt ist (s. Abb. 12c). 

%((*» CeM 

<?l(2ù» 

Abb. 12. Zur Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz. 
a) Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer außerordentlichen zweiten 

harmonischen Frequenzwelle. 
b) Wechselwirkung einer außerordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer ordentlichen zweiten 

harmonischen Frequenzwelle. 
«) Wechselwirkung einer ordentlichen und einer außerordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer 

außerordentlichen zweiten harmonischen Frequenzwelle. 

Wir gehen von der geometrischen Interpretation aus (Abb. 12c). Die Länge / der 
Wechselwirkung einer ordentlichen und einer außerordentlichen Grunfdrequenzwelle 
Ist durch den Ausdruck 

/: tg ^ H j 
(54) 

gegeben, wo a der Durchmesser der Apertur ist. Für { > / kommt es zu keinem 
Energiewechsel zwischen der ersten und zweiten harmonischen Frequenz mehr. 

In der Tatsache ist die Länge der Wechselwirkung im Hinblick auf Diffraktions
erscheinungen und Verteilung der Intensität in der Apertur ein wenig von der durch 
(34) gegebenen Länge verschieden. 

In weiterem Kapitel zeigen wir, daß es die Möglichkeit gibt, die Länge der Wechsel
wirkung zweier Grundfrequenzstrahlenbündel praktisch unbegrenzt so zu verlängern, 

278 



daß ähnlich wie bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten 
harmonischen Frequenzwelle der Koeffizient /i eine nichtperiodische Funktion von £ 
ist, die von der Größe der Apertur und vom Winkel zwischen der Strahlenrichtung 
der zweiten harmonischen Frequenz und der Strahlenrichtung der Grundfrequenz 
abhängig ist. 

VI. VERLÄNGERUNG DER LÄNGE DER WECHSELWIRKUNG 
ZWEIER GRUNDFREQUENZSTRAHLENBÜNDEL 

Die Länge der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzsttahlenbündel kann 
praktisch ins Unendliche verlängert werden, wenn es uns gelingt, eine solche Syn
chronisationsweise zu finden, bei der die Strahlenrichtungen beider Grundfrequenz
wellen übereinstimmen. 

Die Lösung dieses Problems ist für den allgemeinen Fall der zweiachsigen Kristalle 
sehr kompliziert und wir werden sie hier nicht durchführen. Wir werden hier nur das 
Prinzip der Lösung andeuten. 

Nach den von Szivessy [1] abgeleiteten Formeln kann man die Normalenrichtung 
$i als Funktion der Strahlenrichtung f, ausdrücken 

s. = - m i = I,U. 

Die Forderung, daß die Strahlenrichtungen beider Grundfrequenzwellen identisch 
waren, kann man durch eine einfache Bedingung 

f.(a>) = f2(ü)) = f, 

ausdrücken. Die Synchronisationsbedingung (15) wird dann erfüllt, wenn der End
punkt des Vektors 

«i(fWf) + «n(fH(0 

an der Indexfiäche (14) 

liegen wird. 

2 

E(2cu, x, >-, z) = 0, 

Die Grundfrequenzstrahlenbündel, die diese Bedingung erfüllen, kann man in der 
Praxis durch geeigneten Ausschliffswinkel und geeigneten Einfallswinkel realisieren. 

Genaue Berechnung führen wir für einachsige Kristalle an. 
In einem einachsigen Kristall stimmt die Normalenrichtung des ordentlichen 

Strahls $0 mit der Strahlenrichtung des ordentlichen Strahls f0 überein. Die Normalen
richtung des außerordentlichen Strahls se schließt aber mit der Strahlenrichtung des 
außerordentlichen Strahls fe einen kleinen Winkel ö (s. Abb. 13.). Es ist also nötig 
eine solche Strahlenrichtung f0 = fe zu finden, deren entsprechende Normalen
richtungen se und $0 = f0 die Synchronisationsbedingung (15) erfüllen. Dieses 
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Problem lösen wir nur in der Hauptschnittebene des einachsigen Kristalls, in der die 
Synchronisationsrichtung durch den Winkel q> bestimmt ist, den die mit der optischen 

Achse des Kristalls einschließt. 
Das Hauptkoordinatensystem x, z orien

tieren wir so, daß die z — Koordinateachse 
mit der optischen Achse des Kristalls iden
tisch ist. 

Der der Grundfrequenz entsprechende 
Brechungsindex des außerordentlichen Strahls 
ist durch die Beziehung 

I 1 cos2
 e + — sin2

 e (55) 

und der Strahlenindex durch die Beziehung 

w2 = n0 cos2 <pe + ne sin2 (pe, (56) 

gegeben [1], wo wir mit 0e den Winkel zwi
schen der Normalenrichtung des außeror
dentlichen Strahls und der optischen Achse 
und mit (pe den Winkel zwischen der Strahlen
richtung des außerordentlichen Strahls und 
der optischen Achse bezeichnet haben. 

Die Komponenten der Grundfrequenzwellenvektoren sind im x, z - Koordinaten
system wie folgt gegeben: 

(57) 

Abb. 13. Strahlenbündel der ersten und 
zweiten harmonischen Frequenz bei der 
Übereinstimmung der Strahlenrichtungen 

beider Grundfrequenzwellen. 

Ü U -

U« ) = — П0 SІП ę0. c 

*«м 0) 
— — n0 cos q>0, c 

«м = — n( e) sin e, c 

«w -= ~n( e)cos e 

Zu jeder Normalenrichtung se kann man nach bekannten Formeln eindeutig eine 
Strahlenrichtung fe feststellen [1], d. h. jedem Winkel Qe entspricht ein Winkel <pe, 
der die der Normalenrichtung se entsprechende Strahlenrichtung fe bestimmt. 

Wir drücken jetzt den Winkel 0e und den Brechungsindex n als die Funktion des 
Winkels q>e aus. Nach [1] gilt: 

1 + Г ^ ( n 0

2 - n e

2 ) s i n 2 < p Л 2 l . (59) 



Aus (55), (56) und (59) ergibt sich nach der Berechnung: 

ИÍ cos2 </>e + n* s in 2 pe 

n0 cos2 Фe 

nt cos2 Фe + ne s i n 2 
фe 

n0 cos2Фe . + ne 
s i n 2 Ф e 

• 2 ^ Пe SІП 2 Ф e . ,_. 

sin2

 e = ^ 7TT7- • 6̂0) 

(61) 

(62) 
«o cos <2>e + ne sin $ e 

Die Komponenten des Wellenvektors ke(o>) kann man jetzt als Funktionen des 
Winekels (pe ausdrücken: 

o> « 2 s in <Pe 
c \ n 2 c o s 2 tf> + n 2 s in 2 * . l 1 / a ' 

2 * ( 6 3 ) 

/ \ w '{o cos #<, 
" ~ "c" j>f cos2 <Z>e + n f s i n 2 i J ^ ' 

Die Forderung, daß die Strahlenrichtungen des ordentlichen und außerorden
tlichen Strahls übereinstimmen, drücken wir einfach so aus, daß wir 

Ф = ф0 = фe (64) 

in die Formeln (57) und (63) legen. 
Jetzt definieren wir die Größe 

2 ^ P » + U 4 

læ 

(65) 

Þ » + KгШ 

Wenn die Synchronisationsbedingung (12) oder (15) erfüllt werden soll, müssen 
die Größen x, z die Gleichung für den Brechungsindex der zweiten harmonischen 
Frequenz erfüllen. 

A. Für positive Kristalle, für die 
ne > «0, 

ist, kann unter der Wechselwirkung einer ordentlichen und einer außerordentlichen 
Grundfrequenzwelle eine dem ordentlichen Strahl entsprechende zweite harmonische 
Frequenzwelle generiert werden. In der Synchronisationsrichtung müssen also die 
Größen x, z eine Gleichung des Kreises erfüllen: 

x 2 + z2 = N2
0. (66) 
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Durch Einsetzen der Werte x, z in (66) und nach der Berechnung erhalten wir eine 

Gleichung dritten Grades für cos2 <P, wo <P der gesuchte Synchronisationswinkel ist: 

a cos6 <P + b cos4 <P + c cos2 0 + r/ = 0. 

Die Koeffizienten in der Gleichung (67) sind wie folgt gegeben; 

a = 4f?2(tt2 — H 2 ) 3 , 

b -= (,?
2 - , , 2) 2 [4/i4 + n4 - 8n2n2 - 8/V2(w2 + 2nz - 2N2)] , 

c = 2n2(«2 - n 2 ) [3n 2 « 2 - 2n0
4 - /;4 + 4/Y2(3n2 + In] - 4N 2)] , 

c/ = «4[(«P
2 - n2

0f + 8N2(2/Y2 - n2 - n 2)] . 

Die Gleichung (67) hat eine reelle Lösung </> dann, wenn die Bedingung 

n0 + ne 
- > !V„ (68) 

erfüllt ist. 

Ausschiiffsebene 

Abb. 14. Zur Verlängerung der Länge der Wechselwirkung in einachsigen positiven Kristallen. 
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B. Für negative Kristalle, für die 

• ne < no, 

ist, kann unter der Wechselwirkung einer ordentlichen und einer außerordentlichen 
Grundfrequenzwelle eine dem außerordentlichen Strahl entsprechende zweite 
harmonische Frequenzwelle generiert werden. In der Synchronisationsrichtung 
müssen also die Grössen x, z eine Gleichung der Elipse erfüllen: 

X\ + 4 = l. (69) 
N2 N2 

Durch Einsetzen der Werte x, z in (69) und nach der Berechnung erhalten wir eine 
Gleichung vierten Grades für cos2 &: 

a cos8 <P + h cos6 <P + c cos4 4> + <icos2 <P + e = 0. (70) 

Die Koeffizienten in der Gleichung (70) sind wie folgt gegeben: 

a = [n2
0(n

2
o-n

2)(N2
e - /V2)]2. 

b = 2n2(n2 - n2){(N2
e - N2)[N2(n4

0 - 2n2n2
e - O + 

+ N2n2
0(n

2 + n2
e) - 4N2N2

e(n
2 - n2)] - 2(N2n2 - N2n2)2}, 

c = [N2(nt - 2n2n2
e - n4) + N2

en
2
0(n

2
o + n2) - 4N2N2(n2 - n2)]2 + 

+ 2N2n0n
2

e(n
2 - n2)(N2 - N2)(n2 + n2 - 4N2) -

- 4n2n2
e(N

2
en

2 ~ N2n2) [N2n2 + N2(2n2 - 3«2)], 

d = 2N2n2{(n2 + n2 - 4N2) [N2(n* - 2n2n2
e - nA

e) + 

+ N2n2(n2 + n2) - 4N2N2(nj - «2)] -

- 2n2n2
e[n2(N2 + 2N2) - 3/¥2n2]}, 

e = Ntnt[(n2 - n2)2 + 8/V2(2/V2 - «2 - n2)]. 

Die Gleichung (70) hat eine reelle Lösung <P dann, wenn die Bedingung 

n0 + ne 
Ł Ne, (71) 2 

erfüllt ist. 
Für die positiven Kristalle zeigt den Fall der Synchronisation Abb. 14., für die 

negativen Kristalle Abb. 15. 
Die hier beschriebene Weise der Synchronisation kann durch einen geeigneten 

Ausschliffswinkel t/t und durch einen geeigneten Einfallswinkel e realisiert werden. 
Wir gehen von der Abb. 14. für die positiven Kristalle aus. Mit / bezeichnen wir den 

Einheitsvektor an der Grenze zwischen dem linearen Medium und dem einachsigen 
nichtlinearen Kristall. Der Stetigkeitsbedingung entsprechend müssen die Tangen-
tialkomponenten der Wellenvektoren aller Wellen in der Grenzebene gleich sein. 
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Daraus folgt für den Ausschliftswinkel W: 

koz(w) - ke2(co) 
cos if/ •• (72) 

j k0(co) - ke(co) | ' 

Nach der Berechnung ergibt sich für den Ausschliffswinkel \j/ für die positiven 

Kristalle: 

ф = arc cos •{ — { n0(nr — n0) cos Ф ì 

\n0n
2

r(n0 - 2nr) + n^ cos2 Ф + nt s i n 2 Ф ] 1 / 2 J ' 

(73) 

ZBO.A. 

Abb. 15. Zur Verlängerung der Länge der Wechselwirkung in einachsigen negativen Kristallen. 

2 84 



wo wir mit 
nr = [n2 cos2^ + n2 sm2 <£]'", 

den Strahlenindex des außerordentlichen Strahls bezeichnet haben. 
Der Einfallswinkel e ist dann durch den Ausdruck 

e = arc sin [n0 sin («A + #)L (74) 
gegeben (s. Abb. 14.). 

Für die negativen Kristalle erhalten wir sehr ähnliche Formeln: 

no(no - nr) cos 0> ) . , _ 
arc cos l £ i - 2 —r - ^. —Ä T~~TT- > . (15) 

K«2(n0 - 2«,) + nj cos2# + n4
e sin2^] /2 j 

e = arc sin [n0 sin (j/t + 4>)]. (76) 

VII. ABSCHLUß 

Von den in dieser Arbeit beschriebenen Methoden der Synchronisation hat für die 
Praxis die größte Bedeutung die Synchronisation bei der Wechselwirkung einer 
Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle. 

Die Synchronisation bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit 
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle setzt nährnlich die Kristalle mit sehr 
kleiner Frequenzdispersion voraus, damit die Bedingungen (39), (40), (41), bzw. (43) 
und (45) erfüllt werden könnten. Z. B. bei dem in der nichtlinearen Optik sehr oft 
angewandten Kristall KDP ist nicht die Bedingung (45) erfüllt, so daß also die 
Synchronisation bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit einer 
zweiten harmonischen Frequenzwelle in diesem Kristall nicht möglich ist. 

In dieser Arbeit haben wir die Wechselwirkung unter den ebenen elektromagne
tischen Wellen vorausgesetzt, wobei wir die Divergenz innerhalb der Strahlenbündel 
und Struktur der Amplituden und Phasen im Querschnitt des Strahlenbündels 
vernachlässigt haben. Diese Fragen wurden sehr gründlich von russischen Physikern 
A. I. Kovrigin, N. K. Podsotskaja und A. P. Suchorukov [11] diskutiert, die die 
günstigste Fokusierung für das Erreichen der hohen Wirksamkeit der Umwandlung 
der Gi undfrequenzenergie in die Energie der zweiten harmonischen Frequenz 
studiert haben. 

In dieser Zeit nähert sich der Koeffizient der Energieumwandlung ~30 %, was 
sehr breite Anwendung der Generierung der zweiten harmonischen Frequenz zum 
Studium anderer nichtlinearen Vorgänge ermöglicht, wie z. B. der parametrischen 
Verstärkung, der parametrischen Generierung, der erzwungenen Kombinations
streuung, u. s. w. 

,У.:". 
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Shrnutí 

GEOMETRICKO-OPT1CKÝ VÝPOČET S Y N C H R O N I Z A Č N Í C H 
SMĚRŮ PRVNÍ A D R U H É H A R M O N I C K É F R E K V E N C E 

V N E L I N E Á R N Í C H AN i ZOTROP NÍ C H KRYSTALECH 

P A V E L C H M E L A 

V této práci je studována synchronizace fází první a druhé harmonické frekvence 
v anizotropních jednoosých a dvojoosých krystalech, a to jak při vzájemném působení 
jedné vlny základní frekvence s jednou vlnou druhé harmonické frekvence, tak při 
vzájemném působení dvou vln základní frekvence s jednou vlnou druhé harmonické 
frekvence. Je proveden přesný geometricko-optický výpočet synchronizačních směrů, 
výpočet příslušných paprskových směrů a kmitosměrů. V poslední části práce je 
ukázán způsob prodloužení délky vzájemného působení dvou vln základní frekvence 
na příkladu jednoosých krystalů. Při vhodném úhlu výbrusu a vhodném úhlu dopadu 
mohou paprskové směry obou vln základní frekvence spolu splývat, při čemž je 
současně splněna synchronizační podmínka (12). 
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Резюме 

ГЕОМЕТРИ Ч Е С К О - О П Т И Ч Е С К О Е В Ы Ч И С Л Е Н И Е 

Н А П Р А В Л Е Н И Й С И Н Х Р О Н И З М А П Е Р В О Й И ВТОРОЙ 

ГАРМОНИКИ В Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х А Н И З О Т Р О П Н Ы Х 

КРИСТАЛЛАХ 

ПАВЕЛ ХМ ЕЛА 

В настоящей работе изучается синхронизация фаз первой и второй гармоники 
в анизотропных одноосных и двухосных кристаллах как при взаимодействии 
одной исходной волны и одной волны второй гармоники, так и при взаимо
действии двух исходных волн и одной волны второй гармоники. Приводится 
точное герметрическо-оптическое вычисление направлений синхронизма, вы
числение соответствующих лучевых направлений и направлений поляризации 
волн. В последней части работы показывается способ увеличения длины взаимо
действия двух исходных волн на примере одноосных кристаллов. При под
ходящем угле шлифования и подходящем угле падения лучевые направления 
обеих исходных волн могут быть идентичными, причем одновременно выпол
няется синхронизационное условие (12). 

8шптагу 

А С О М Р и Т А Т Ю М ОР 8 У К С Н К О Ш 2 А Т Ю К ^ I I ^ Е С Т I О N 8 

ОР ТНЕ Р1К8Т АКО 8 Е С О К Б - НАКМОЫ1С 

РКЕ0ТТЕКС1Е8 ТЫ И О Ы - Ь Ш Е А К А Ш 2 0 Т Я 0 Р 1 С СКУ8ТАЕ8 

АССОКЛЗШС ТО ТНЕ ОЕОМЕТЯ1САЕ ОРТ1С8 

РАУЕЕ СНМЕЕА 

1п хЫв рарег \уе 81ис1у а рпазе та1сгпп§ сопсННоп Гог 1Ье йгз! ап<1зесопё — пагто-

т с й ^ и е ж и е з т ашготгорю иш'ах1а1 апё Ыах1а1 сгу81а18 ипс!ег 1Ье оНегасНоп оГ 1пе 

Ъа81е-Н^иепсу \уауе \УПП 1пе 8есопс1 — Ьагтошс Ггеяиепсу ууауе апс! ипйег гЬе 

ш{егас1юп оГ 1\УО Ъавю — Гшшепсу \*^ев УУНЬ 1Ъе зесопс! — Ь а г т о т с ууауе, Ап 

ехас! с о т р и Ш ю п оГ аупепготгайоп спгесИопз Ъазес! оп §еотегпса1 орнсз 18 

сагпес! оит. аз \уе11 а8 а сотригайоп оГ соггезропсИп^ сЦгесНопз оГ Ъеатз апс! 

уШгайоп Шгеегдопз. А1 1пе епё а теигод. 18 зпоуга епаЬНп§ е1оп§аПоп оГ т.гш 1еп§Н, 

оГ шТегасиоп оГ ш о Ьазю — пэдиепсу ууауез Гог ишах1а1 сгу81а1з. Рог ЪоШ, 

зиПаЫе ап§1е о{" сит., апс! ап§1е оГ тс]с!епсе иге сигес1юп8 оГ Ъеатз оГ ооНа Ъазю — 

Г^е^иепсу \уауез т а у с о т с И е а( гЬе з а т е Н т е ГиШШпё Ше рпазе та1сЫп§ соп-

сНгюп (12). 
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