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GEOMETRISCH-OPTISCHE BERECHNUNG
DER SYNCHRONISATIONSRICHTUNGEN DER ERSTEN
UND ZWEITEN HARMONISCHEN FREQUENZ
IN NICHTLINEAREN ANISOTROPEN KRISTALLEN

PAVEL CHMELA
(Eingelangt am 4. 3. 1970)

I. EINLEITUNG

Beim Durchgang von intensiver Laser-Strahlung durch optische Kristalle, die kein
Inversionszentrum besitzen, entsteht die zweite harmonische Frequenz, d. h., eine
durch das nichtlineare Medium laufende elektromagnetische Welle der Frequenz
bringt die elektromagnetische Welle mit der Frequenz 2w hervor. Diesen Effekt
entdeckte zum erstenmal im Jahre 1961 P. A. Franken [2], der die Entstehung der
ultravioletten Strahlung A = 3470 A beim Durchgang der Strahlung des Rubin-
lasers A = 6 943 A durch Quarz beobachtet hatte.

Die Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz ist ein spezieller Fall der
Enstehung der Summe- oder Differenzfrequenz @, + w, oder o, — w, bei der
Wechselwirkung zweier Wellen mit Frequenzen w; und w,.

In diesem Artikel beschrianken wir uns auf das Studium der Synchronisation der
Phasen bei der Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz, d. h. auf den Fall,
wenn zwei Wellen der Grundfrequenz @ eine Welle mit der zweiten harmonischen
Frequenz 2w hervorbringen.

Die Wechselwirkung zweier Wellen mit der Grundfrequenz @ und einer Welle mit
der zweiten harmonischen Frequenz 2w beschreiben vier Differentialgleichungen
[5,7, 8]
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dig = —0.0,035in O, (48]
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Dabei gilt der Energiesatz
(et 03\, & i
5 (»— + ==+ N = konsL. )
Hier haben wir nachstehende Bezeichnungen verwandt: y, ist die magnetische
Permeabilitit des Vakuums im SI-System,
4,(0) = 0,() €™,
A,(0) = 02(0) 79,
sind die komplexen Amplituden beider Grundfrequenzwellen und
A5(0) = 05(0) ¢,

ist die komplexe Amplitude der zweiten harmonischen Frequenzwelle;

2 2
[0 ¢ 0 po K
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|k, |cos d, cos B} | k, | cos &, cos
40’ poK
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B fk, | cos &5 cos B3 ’
wo
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K= 5 Z eifip(w =20 ~ w) ejey =
ijk
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=5 Z ezklkji(w =2w - w) €3j€y; =
2 G

1
== e3itun(20 = 0 + ) eey
2 &

i=1,23,
Ji=1273,
k=123,

ist, e,, e, sind die Schwingungseinheitsvektoren der Grundfrequenzwellen, e, ist der
Schwingungseinheitsvektor der zweiten harmonischen Frequenzwelle und (2w =
= o + w), X(w = 2» — w) sind die Tensoren der nichtlinearen Suszeptibilitat der
zweiten Ordnung,

O = AL + ¢3(0) — 20 — 9,(0).

Mit 6,, 6,, 0; haben wir die Winkel zwischen den Wellenvektoren k,, k,, k; und
den entsprechenden Richtungen des Poyntingschen Vektors fi, f,, f, und mit f{,
B3, B3 die Brechungswinkel der Strahlenrichtungen bezeichnet.

Die Wellenvektoren k. k,. k; sind wie folgt gegeben:

[
ky(w) = —c‘".'(‘“, $1)S;,
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ko(0) = Zn(0.5,)5,, ®

ky(2w) = 2—:0— (20, s3) 3,

i=1Ii
Jj=LII,
k=11,

wo mit niw, s,), n{w, s,), n(2w, s;) die Brechungsindizes des anisotropen Mediums
in den Normalenrichtungen s,, s,, s; bezeichnet sind.

Das Hauptkoordinatensystem &, #, { ist so orientiert, daB die (-Koordinate die
Normale an der Grenzebene zwischen dem linearen und nichtlinearen Medium
bildet.

Fiir die Komponenten der Wellenvektoren gilt im Hinblick auf Bedingungen der
Stetigkeit an der Grenze [7, 8]

ki) + kyy(w) = k3y(2w),
ky(@) + kyy(w) = ky,(2w), @
Ak = k3 2w) — kyw) — ky(w).

Die allgemeine Losung der Gleichungen (1 —4) ist durch das elliptische Integral

w2(t) )
. 1 d(w
(=t | - ®
AMa,0:0,)* [wz(w“ —2w? 4+ a) — (ZF - _A-Swz)z]*
w2(0) 2
gegeben, wo
= &
(Mo)?
oL [afm) . 92(0)] L 8O
2 oy [ o3
25(0) { 1 00 }
M= -——2"t - 0) 2,(0) cos 0) — ¢,(0) — ¢,(0)] + 5- —— Ak},
(o000 2,(0) 22(0) cos [¢3(0) — ¢2(0) — ¢4(0)] + 5 o
_ i(0)e5(0)
M?6,0,
Ak

As=—— T
(Mo ,0,03) &
bezeichnet ist.

Man kann zeigen, daB es zum systematischen nichtperiodischen Energiewechsel
zwischen der ersten und zweiten harmonischen Frequenz nur unter folgenden Voraus-
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setzungen kommen kann:
Ak =0,
21(0) = ¢2(0) = 0o, 25(0) = 0.
Wenn also alle drei Wellen rdumlich unbegrenzt sind, kommt es unter diesen
Bedingungen zum systematischen Energiewechsel und die Verinderung aller drei

Amplituden in der Abhingigkeit von der Normalenentfernung von der Grenze {
beschreiben folgende Funktionen:

_ By
0(0) = m . ©)
T
00 = ptor (1)
03(0) = Bgo tgh Cool (n

wo wir

c= [_‘!E_ (_1_ + L ]
2 oy o,

bezeichnet haben.
In dieser Arbeit werden wir uns mit der Bestimmung der Synchronisations-
richtungen beschaftigen, d. h. der Richtungen, fiir die
Ak =0,
oder
niw, 8,) 8, + nw, s;) 8, = 2m 2w, s3) 83, (12)
' i=1L1,
J=LIL
k=111,

ist. Weiter beschaftigen wir uns mit der genauen Berechnung der zur Synchroni-
sationsrichtung zugehorigen Strahlenrichtungen und Schwingungsrichtungen. Am
Ende des Artikels nehmen wir die Apertureffekte in Betracht, die in konkreten
Experimenten vorkommen.
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Obr. 1. Doc. PhDr. Bohumil Hacar (Foto dr. Jan Kunzfeld)






II. ALLGEMEINE LOSUNG DES PROBLEMS DER SYNCHRONISATION

In einem anisotropen Medium entsprechen im allgemeinen Falle jeder Normalen-

richtung s zwei Brechungsindizes n,(s), n,,(s).
Wir Bezeichnen mit n,, n,, ny die Hauptbrechungsindizes des Kristalls. Die,

Brechungsindizes 7,(s), 7,(s) kénnen wir im Hauptkoordinatensystem des Kristalls x,
v, z entweder explizit ausdriicken [1]
L. —l-[(l . r)cosza +<--l— + -l—-)cos’a +
nty 2 [\n2 i EI‘E:'V:! ny  ni Y

1 1

+ (—z + »~2—) cos’a, +
ny ny
+ (G} + G + G2 - 2G,G, — 2G,G; — ZGEGJ)"’] (13)

(das Zeichen + entspricht dem Index I, das Zeichen — enspricht dem Index II),
WO Wir cos a,, cos a,, cos «, die Richtungskosinusse der Normalenrichtung s und

1
G, = (—7 - 1;) cos® a,,
ny n;

bezeichnet haben, oder wir konnen den Brechungsindex mit der Fliche vierten
Grades [1]
2 2 z) y: ?
F(x,y,z) = (x> + y* + 2%)[ - + =+ 5]
( it
1 | 1 1
~ (2 + —;)xz - (—5- + —'2—)}:2 - (-—Z + J;)zz +1=0, (14
n3 n3 ni n3 n3 A

definieren. Beide Definitionen sind dquivalent.
Wegen Vereinfachung treffen wir fiir weitere Anwendung folgende Bezeichnungen:

Die Hauptbrechungsindizes der Grundfrequenz o bezeichnen wir mit kleinen

Buchstaben:

ny(w) = ny,
ny(w) = ny,
ny(w) = ny,

und ahlich die Brechungsindizes der Grundfrequenz w in der Normalenrichtung s:
n, s) = ny(s),
np(@, s) = ny(s).



Die Hauptbrechungsindizes der zweiten harmonischen Frequenz 2w bezeichnen wir
mit groBen Buchstaben:
nQw) = Ny,
n,(2w) = N,,
n,(2w) = N,
und ahnlich die Brechungsindizes der zweiten harmonischen Frequenz in der Nor-
malenrichtung s:
(2w, s) = N((s),
LR, s) = Ny(s).

Das Hauptkoordinatensystem x. ), z orienticren wir so, dal es gilt:
ny > ny > ny,
Ny > N, > N,.
Wenn wir die Richtungen bestimmen wollen, in denen es zur Synchronisation der

Phasen kommt, ist es notig, solche Kombinationen der Wellenvektoren k,(w).
k,(®). k3(2w) festzustellen, fiir die die Synchronisationsbedingung (12), d. h.

ni(s;) sy + ni(s) s, = 2Ni(s3) 82 (15)
i=1L1I
J=1L
k=11l

erfillt ist.

Wir nehmen an, dal die Dispersion normal ist und fiir das ganze Frequenzgebiet,
das wir betrachten, gelten die Drudeschen Dispersionsformeln. Fiir die Haupt-
brechungsindizes gilt also:

N{s) > ny(s) (16)
=11

und fiir die Brechungsindizes im Hinblick auf (13):

ny(s) = ny(s),

Ny(s) = N(s). (17

Auf Grund der Relationen (16) und (17) stellen wir dann durch ein einfaches
Verfahren fest, daf} die Synchronisationsbedingung (15) nur in zwei Fallen erfiillt
werden kann, und zwar fiir

ny(sy) sy + nuls;y) s, = 2N\(s3) s3, (18)
und
m(s;) s+ ny(s;) s, = 2N|(s3) 53, 19

(s. Abb. 1. und Abb. 2.).
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Die genaue explizite Bestimmung der Richtungen s,, s,, s;, die irgendeine der
Synchronisationsbedingungen (18) und (19) erfiillen, konnen wir leider nicht durch-
fiihren. Es ist bloB mdglich, die allgemeinen Bedingungen festzustellen, die die
Synchronisationsrichtungen erfiillen miissen. Auf Grund dieser Bedingungen wire es
moglich, die Synchronisationsrichtungen mit Hilfe der approximativen Methoden
auf der Rechenmaschine zu bestimmen.

\. kuf2w)
V2

\kglw)

Abb. 1. Synchronisation der Phasen bei der Bedingung
ny(sy) sy 4 ny(sy) s = 2Ny(s3) s5.

An dem inneren Teil der Indexfliche N,(2w) wihlen wir einen Punkt A(x,, yo. 2y).
fiir dessen Koordinaten gilt

x, = Ny(s;3) cos oz,
Yo = N(s;) cos a3, (20)
zy = N\(s3) cos ay. .

Wir betrachten einen Biichsel der durch den Punkt 4 gehenden Abszissen mit den
Endpunkten B(x,, y,, z,), C(x,, y,, z,) so, daB gilt



X, = Xo + rCOS Yy, X; = Xg — FCOS Vxs

Yy = Yo + rcosy,, Y2 = Yo — rcos
Zy =2y + rcosy,, Zy = Zog — IcCosY:.

Die Endpunkte B und C dieser Abszissen liegen auf der Indexfliche n(w) (14)
damals, wenn

F(w, x,, y1,2,) = Fy(. r, cos y,, cos y,, cos 1) = 0, 20
und

F(o, X3, 5. 2;) = Fy(w, r, cos y,, €os v,, cos vz) = 0, (22)
gilt.

Abb. 2. Synchronisation der Phasen bei der Bedingung
ny(sy) sy -+ nylsy) s, = 2N (s3) s5.

Die Richtungskosinusse cos y,, cos y,, cos y, etfiillen die Bedingung

cos? y, + cos® y, + cos®y, = 1. (23)

So haben wir drei Gleichungen fiir vier Parameter r, cos y,, €os 7, €0S 7.
Wenn es uns also gelingt, solche Parameter r, y,, y,, 7. zu finden, die gleichzeitig
die Gleichungen (21), (22), (23) erfiillen, dann gibt es zwei durch dic Endpunkte
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B(x,, 1. 21)s C(x2, 2, 25) bestimmte Normalenrichtungen der Grundfrequenz o
s;. s, und eine durch den Punkt A(xo. Yo, zo) bestimmte Normalenrichtung der
zweiten harmonischen Frequenz 2o sy, wobei diese Richtungen irgendeine von den
Synchronisationsbedingungen (18) und (19) erfiillen.

Entsprechende Strahlenrichtungen und Schwingungsrichtungen kann man auf
Grund der Formeln feststellen, die wir in IV. Kapitel dieser Arbeit anfiihren.

Eine besondere Bedeutung haben solche Fille, wenn alle drei Normalenrichtungen
s,. s,. 8. fir die die Synchronisationsbedingung erfiillt ist, Gibereinstimmen, d. h.

s (@) = s,(0) = 5320) = s. (24)

Fiir einen solchen Fall erhalten die Synchronisationsbedingungen (18) und (19)
die Form
ny(s) = Ny(s), (25)
und
ns) + ny(s) = 2N(s). (26)

Der erste Fall (25) entspricht der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle und hat fir praktiscche Anwendung
besonders grofle Bedeutung.

Mit beiden Fillen der Synchronisation (25) und (26) werden wir uns im folgenden
Kapitel ausfiihrlich beschiftigen.

II. SYNCHRONISATION BEI DER UBEREINSTIMMUNG
DER NORMALENRICHTUNGEN

Wir nehmen an, dafl die Normalenrichtungen aller drei Wellen iibereinstimmen.
Jetzt suchen wir in einem anisotropen
Kristall solche Normalenrichtung s, fiir die
eine von den Synchronisationsbedingungen
(25), (26) erfiillt ist.

Fir die Bestimmung der Synchronisa-
tionsrichtungen in zweiachsigen Kristallen
ist es vorteilhaft, die Polarkoordinaten & und
¢ einzufithren (s. Abb. 3.):

€os o, = sin ¢ cos @

€os o, = sin € sin @ (27)
y €Os o, = COS &.
Abb. 3. Zur Einfohrung der Polarkoor-
dinaten. Weiter bezeichnen wir folgende GroBen:
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1

4, = L sin g + cos® ¢ + - -
A4y = s s - -
ni n3 TH n nt
i |
By = — + —,
E T
1 4 [ 2 2
M= cost g+ —rsin®o 4 4 o 3 sm-@cost ¢ —
ny ny ny nin;
2
P02 2
- —— sin’ ¢ — — - cos’ .
nin3 3
I 2
ni ns
! |- 1 1 { 1 .
0y = ,cosp+ —sintg— o o ( 5= - 2—)((:032(/)—81(12(;)),
ny n3 nin3 ny \ ny ns
o, o, I |
A4, = -—sin“ @ + cos” o + - -
T TON? N2 N2 N2 N2
1 1
Br= Gt
Ny N2
M ! cos* ¢ + ! sin* g + ! 2 sin?g cos?
= - — 8 _ S sint @ eosT @ —
PNt N EH
2
12 2
— e sin? @ — ———— cos” @,
N3IN3 NiN3
2
PZ :< : - !)
NI N3
1 T, { L/t | , ,
Q, = -— cos’ ¢ + Sin“ @ — —— — -~ - — — - J(cos” ¢ — sin” ).
ot N NiNG NN NS

Beide Brechungsindizes der Grundfrequenz ny(w), ny,(w) in der Normalenrichtung
s(e. @) konnen wir jetzt durch einfache Formeln

np (@) = 2[4 sin? e + B, + (M, sin*¢ — 2Q, sin® ¢ + P)"") "2

und den Brechungsindex der zweiten harmonischen Frequenz N,(2w) in derselben
Normalenrichtung durch die Formel

Ni2w) = /2 [, sin® & + B, + (M, sin* s — 20, sin? ¢ + Py)'?]™ '

ausdriicken.

Mit Hilfe der Formeln (28), (29) werden wir jetzt die Synchronisationsbedingungen

(25) und (26) studieren.
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A. Svnchronisation der Phasen bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle
mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle

Die Synchronisationsbedingung (25) entspricht der Wechselwirkung einer Grund-
frequenzwelle mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle. Wenn wir den Einflull
der Dispersion auf die Verinderung der Schwingungsrichtungen vernachldssigen.
handelt es sich in solchem Falle um Wechselwirkung zweier Wellen mit Frequenz w
und 2w, deren Schwingungsrichtungen senkrecht sind.

Die Synchronisationsrichtungen, die durch die Bedingung (25) bestimmt sind,
bilden die Synchronisationskurve, die als Schnittkurve der Indexfliche n(w) und
N(Q2w) bestimmt ist.

Fiir zweiachsige Kristalle fiihrt die Bedingung (25) zu einer Gleichung dritten
Grades

ax® + bx* 4 ex +d =0, (30)
€
90
SK.
80 I
— flw)
o - —= f(2v)

a T T T ¢
0 10 20 30 4 50 60 0 80 90

Abb. 4 Ny:ny:Nyiny:Nping = 1,6: 1,471 1,35: 1,26 1 1,17 @ (1.
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wobei folgende Bezeichnungen gelten:

;= arc sin \/x.
a=4[(A4, — A, = M, — My][(4; — A;) (B, — By) + @y + Q,] +
+ 8M,Q, + 8M,Q,,
b= 4((Ai = Aj) (BI - Bz) + 0 + Qz]2 +
+ 2[4, = A4)° = M, = M) (B — By)* — P, — Py -
— 4M\P, — 4M2P| - l6Qle-
¢ =44, — A)(By = B+ Q1 + Q5] (B — By)® — Py — Py] +
+ 80P, + 8Q,P,.
d={B, ~ B, — P, — P,]* — 4P,P,.

Die Gleichung (30) hat nur dann eine reelle Losung, wenn

ny = Ny, . (31
ist.
¢
90
—SK.
80— o T(W)
————— few)
70+ !

»
"0 1o 20 30 40 50 60 7o 80 9
Abb. 5. Ny:ing:Ny:Nyiny:in = 1,76:1,47:1,35:1,26: 1,17 : 1,1.
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Eine praktische Berechnung der Gleichung (30) kann man mit Hilfe der Rechen-
maschine durchfiihren. Wir haben hier als Beispicle vier wesentliche Fille berechnet:

I. Ny >ny > Ny >n, >Ny >ny.

Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhingigkeit von ¢ und ¢ im

Intervale (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 4.

Die Winkel &'t und 2 die die Synchronisationsrichtungen in der x, z-Koordi-

natenebene (¢ = 0) bestimmen, sind durch die Formeln

‘N2 2
M _ aresin 13 N; —nj
e = arcsin - J o
2V o} —n?
e
. N ny — N
£2) = arcsin —> 7--22», ,;A,‘i R
my, VNI - N?

gegeben.

2. Ny >n3 > Ny > Ny >ny > ny.

80

70

60

50

40

30

20

10

0 T T T T T T T T
-0 10 20 .30 40 50 60 70 80

Y
90

Abb. 6. Ny : Ny:iny:ny:Nying=1,76:1,6:1,47:1,35: 1,26 : 1,1.

(32)

(33)
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Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhéngigkeit von ¢ und ¢ im
Interval (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 5.

Den Winkel ¢, der die Synchronisationsrichtung in der x,z — Koordinaten-
ebene (¢ = 0) bestimmt, gibt die Formel (32) und den Winkel ¢, . der die Synchroni-
sationsrichtung in der y, z — Koordinatenebene (¢ = 90°) bestimmt, gibt die Formel

S
6, = arcsin > \/va ki (34)

NiN nd—nd

3Ny >Ny, >ny>ny >N >ny.

Den Verjauf der Synchronisationsrichtungen in Abhéngigkeit von ¢ und ¢ im
Interval (0%, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 6.

Der Winkel ¢,.. der die Synchronisationsrichtung in der x, z-Koordinatenebene
(¢ = 0) bestimmt, ist durch die Formel (33) und der Winkel ¢,,. der die Synchro-
nisationsrichtung in der x, y-Koordinatenebene (¢ = 90°) bestimmt, durch die Formel

— SK.
— W)
- ——fl2w)
20

10

0

T T T T T T T ¢
0 0 20 30 40 50 60 70 80 90
Abb. 7. Ny Nying:Nyinmying = 1,95:1,6:1,47:1,35:1,26: 1.1.
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N, [ NI-n?
¢,, = arcsin 7:~ \/ sz - I\}% (35)
- 2 1

gegeben.
4. Ny > Ny >ny > Ny >n, >n,.

Den Verlauf der Synchronisationsrichtungen in Abhingigkeit von & und ¢ im
Intervale (0°, 90°) zeigt die fette Linie S. K. in der Abb. 7.

Den Winkel ¢, der die Synchronisationsrichtung in der y, z-Koordinatenebene
(¢ = 90°) bestimmt, gibt die Formel (34) und den Winkel ¢, der die Synchroni-
sationsrichtung in der x, y-Koordinatenebene (¢ = 90°) bestimmt, gibt die Formel
(35).

Fiir einachsige Kristalle, in denen die Indexfliche ein Rotationsellipsoid und eine
Kugelflache ist, erhalten wir:

Fiir positive Kristalle, fiir die

ne = nj, Hg = Ny = Ny,

No <<Ng

n(w)
— — N(2w)

Abb. 8. a) b) Synchronisation in einachsigen a) positiven, b) negativen Kristallen.
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Ne=Ns, No = Ny = N,,

ist, folgt aus (30) die Formeln fiir den Winkel 9, zwischen der Synchronisationsrich-
tung und der optischen Achse des Kristalls

N2 _ 2
.on N; —n

9o = arcsin N' \/__;._.A,,; . (36)
o n, — ny,

Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung
No £ n,, (37)
eingeschrinkt, die aus (31) folgt.
Fiir die negativen Kristalle, fiir die

n, =

N, = Ny, Ny = N, = N;,

ny, ny = ny, = ny,

o™ Ne
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-

wst, folgt aus (30) die Formel fiir den Winkel 3, zwischen der Synchronisationsrich-
tung und der optischen Achse des Kristalls

2 2
. . n, — N,
9, = arcsin —"—0— T\I_{v—iN‘f' . (38)
Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung
N. = no. 39)

eingeschrankt, die aus (31) folgt.

B. Synchronisation der Phasen bei der Wechselwirkung Zweier Grundfrequenz-
wellen mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle

Die Synchronisationsbedingung (26) entspricht der Wechselwirkung zweier auf-
einnander senkrecht polarisierten Grundfrequenzwellen und einer zweiten harmo-
mischen Frequenzwelle, deren Schwingungsrichtung mit der Schwingungsrichtung
emer von den Grundfrequenzwellen fast iibereinstimmt.

¢
80
80 ——S_.K.
— f W)
- —— fl2w)
101
0 T U LR T T T T T ?
0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90,

Abb. 9. Ny :ny: Nyiny i Nyomp == 165: 1,6:1,5:1,45:1,35: 1,3,
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Die Synchronisationskurve kann man leider nicht explizit bestimmen, wie man das
im Falle der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmo-
nischen Frequenzwelle getan hat. VerhiltnismidBig gut kann man dies aber mit Hilfe
der Rechenmaschine z. B. durch die Halbierungsmethode auf Grund der Formeln
(26), (28) und (29) berechnen. In der Abb. 9. und Abb. 10. zeigen die fetten Linien S. K.
den Verlauf der Synchronisationskurven in Abhéngigkeit von & und ¢ in zwei ge-
withlten Beispielen fiir zweiachsige Kristalle.

c
90-
80-
70
60-
50
40
30
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0 0 20 30 40 50 60 70 80 90

Abb. 10. N3 iny i Nyimpy i Nytmg = L7:1,6:1,55: 1,45 1,4 : 1,3,

Fiir die erste Orientation kann man die allgemeinen Bedingungen bestimmen,
unter denen die Synchronisationskurve irgendeine Koordinatenebene des Haupt-
koordinatensystems x, y, z durchschneidet.

Aus den Formeln (26), (28) und (29) folgt:

Die x, z-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in acht Punkten
durchgeschnitten, wobei je vier Punkte um beide Koordinatenachsen x, z symmetrisch
sind, wenn die Relationen
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(40)

erfiillt sind. Wenn nur eine von den Relationen (40) erfiillt ist, dann schneidet die
Synchronisationskurve die x, z-Koordinatenebene bloB in vier Punkten.

Die x, y-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in vier um
beide Koordinatenachsen x, ) symmetrischen Punkten durchgeschnitten, wenn
gleichzeitig die Relationen

ny o+ ony

1\%

Ny,
@n

ny +ny

A

N,,

erfillt sind.

Die y, z-Koordinatenebene wird von der Synchronisationskurve in vier um

beide Koordinatenachsen y, z symmetrischen Punkten durchgeschnitten, wenn gleich-
zeitig die Relationen

ny +n,

St

A

N,.
(42)
n +ny

3 Nis

v

erfillt sind.

Falls es in keiner Koordinatenebene des Hauptkoordinatensystems x, y, z Synchro-
nisationsrichtungen gibt, dann gibt es im zweiachsigen Kristall keine Synchroni-
sationsrichtungen iiberhaupt.

Fiir einachsige Kristalle erhalten wir:

Fiir positive Kristalle folgt aus (26), (28) und (29) die Formel fiir den Winkel 3,
zwischen der Synchronisationsrichtung und der optischen Achse des Kristalls

. 2n NN, —n,)
80 = Arc $in st oANe 7 o) 4
90 = arc sin BN, =) Wt (43)
Dabei ist die Existenz der Synchronisationsrichtungen durch die Bedingung
Bl 2N, )

eingeschrinkt.
Fiir negative Kristalle ist der Winkel 3, implizit gegeben:

1 (I e [ e
n, + (—2— cos® Y, + o sin’ :)0) = Z(Ni cos® §, + N sin? .’40) (45)

v o e

271



und die Existenz der Synchronisationsrichtungen ist durch die Bedingung

n, + n,

3 N, (46)

v

eingeschrankt.

VL. BESTIMMUNG DER ZUR SYNCHRONISATIONSRICHTUNG
ZUGEHORIGEN STRAHLENRICHTUNGEN UND
SCHWINGUNGSRICHTUNGEN

In einem anisotropen Medium stimmt die Normalenrichtung s mit der Strahlen-
richtung f (der Richtung des Poyntingschen Vektors) nicht iiberein [1].

Die Formel (I3) bestimmt zu jeder Normalenrichtung s(cos a,, cos «,, cos «,)
zwei Brechungsindizes n,(s), n,,(s), die den zwei aufeinander senkrecht polarisierten
elektromagnetischen Wellen entsprechen. Beide diese Wellen breiten sich mit den
Phasengeschwindigkeiten

c c
U= . by = ——
ny ny
aus.

Die zur Normalenrichtung s zugehorigen Strahlenrichtungen f(s), f(s) konstru-
ieren wir so, dass wir in den Punkten der Indexfliche ny(s), n,,(s) die Tangentialebenen
fihren. Die FuBpunkte, in denen die vom Mittelpunkt des Hauptkoordinaten-
systems gefiihrten Senkrechten beide Tangentialebenen schneiden, bestimmen dann
die Strahlenrichtungen f(s), f,,(s) und die Entfernungen der FuBpunkte vom Mittel-
punkt des Hauptkoordinatensystems bestimmen die Strahlenindizes.

Fiir die Bestimmung der Strahlenrichtungen f(cos f8,,, cos f;,, cos fy,), fu(cos By,
cos fiy,,. cos f,.) in der Abhingigkeit von den Komponenten der Normalenrichtung
s(cos o, cos «,, cos ¢.) im Hauptkoordinatensystem wurden vom G, Szivessy [1]
folgende Formeln abgeleitet:

2 2 E
cos (o) = n )| 1 - —HAIHL) o0t
| ) i) ]
0s fi(@) = n,(w) '] - ”’;&*)ﬁgg%"' %‘ “n
L i) i) ]
- 2 5 2
cos fi(w) = n(w)| 1 — ——L;'(—w)figoll“ (;:')(S;)' s
[ W) i) ]
i= 1,0
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wo mit #,(®), n,(w) die Strahlenindizes
LI
ni(w) ( )
1
s = e 4 nj(w) Pi(w)

ni(w) nf.(w)

oy Lt~ o |t~ L0~ )

+ ni(w) Pi(w),
(48)

und

s

L
@) i)

Piw) = L@ nif@) A_,"z,g ,_,,J'!lg‘,"),,h,,"}(‘.‘i)u, i) |
m(w)  nj(w)

bezeichnet sind.

Dic ErgebniBe der Berechnung der zur Synchronisationsrichtung zugehorigen
Strahlenrichtungen fiir die hier angefiihrten Beispiele zeigen in der Abhingigkeit von
den Polarkoordinaten ¢ und ¢ die Abb. 4—7 und Abb. 9—10.

Die Winkel (), 5,,(w) und §,(2w), die die einzelnen Strahlenrichtungen fy(w),
fu(w) und f;(2w) mit der Synchronisationsrichtung s einschlieBen, kann man im
Hauptkoordinatensystem nach der Formel

€08 8{@) = cos a, cos fi;(w) + €0s &, cos f(w) + cos «, cos f,(w) (49)

bestimmen.
Die Schwingungsrichtungen e(w), e, (w), €,(2w), die den Polarisationszustand
einzelner Wellen bestimmen, kdnnen wir nach der Formel

_f(w)—s
[fi(w) -]’

oder in Komponeten nach den Formeln

e(w) = i=LII, (50a)

e (w) = .io_s,ﬁéai);gl__*_‘::;’::‘

N/ 2[cos ﬁ,,( ) cos a, + €0s B () cos a, + cos i(w) cos

(w) = I ,gs fwﬁﬂ) —cosx, — ., (50b)
v N /2 - 2[c0s /3,,((0) cos o, + €08 fy(w) cos a, + cos /f.z(w) cos oc,]

__cos Piw) — cosa,

e (w — = —
) = \/ 2 - 2[c0s ﬁ,,(w) cos %, + COS Biy() cos a, + cos Piw) cos ]
berechnen.
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Fiir den Ausdruck der Schwingungsrichtungen in Polarkoordinaten ¢ und ¢ kann
man die Transformation (27) benutzen.

Wie aus der allgemeinen kristalloptischen Theorie und auch aus Abb. 4-7 und
Abb. 910 folgt, gibt es im allgemeinen Falle weder in zweiachsigen, noch in einach-
sigen Kristallen Synchronisationsrichtungen, in denen alle drei entsprechenden
Strahlenrichtungen tibereinstimmen. Diese Tatsache ist von groBer Bedeutung, weil
in konkreten Experimenten nicht raumlich unbegrenzte Wellen, sondern raumlich
abgegrenzte Wellen zusammenwirken.

Die Strahlenrichtungen bestimmen die Richtung der Ausbreitung der geometrischen
Strahlen und demnach ist Folge der Divergenz einzelner Strahlenrichtungen die
Divergenz einzelner Strahlenbiindel.

Alle drei Strahlenrichtungen konnen nur in einigen speziellen Fillen itiberein-
stimmen und zwar:

Bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmonischen
Frequenzwelle stimmen die Strahlenrichtungen f,(®) und f,(2) mit der Synchro-
nisationsnormalenrichtung s dann iiberein. wenn in einem zweiachsigen Kristall eine
von den Bedingungen

ny = Ny,
ny = Ny,
n, =Ny,

sowie in einem einachsigen positiven Kristall die Bedingung
n, = Ny,
und endlich in einem einachsigen negativen Kristall die Bedingung

ny = N,.
erfillt ist.

Bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit einer zweiten harmo-
nischen Frequenzwelle stimmen die Strahlenrichtungen fi(w). f(®@) und f(2w) mit
der Synchronisationsnormalenrichtung s dann iiberein, wenn in eincm zweiachsigen
Kristall eine von den Bedingungen

n, + ny

N,.
ny +n, N
T
ny + ny
LT = Ny,

2

sowie in einem einachsigen positiven Kristall die Bedingung

n, +n,
- —==N,,
3 o
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und endlich in einem einachsigen negativen Kristall die Bedingung

n, +n,
—==N,,
3 e

erfiillt ist.
Fiir alle diese speziellen Fille stimmt die Synchronisationsrichtung mit einer
Koordinatenachse iiberein.

V.EINFLUSS DER APERTUREFFEKTE

Die Differetialgleichungen (1 —4), die die Wechselwirkung zweier Grundfrequenz-
wellen mit der zweiten harmonischen Welle beschreiben, setzen voraus, dall es zur
Wechselwirkung unter den raumlich unbegrenzten Wellen kommt.

In der Tatsache stehen immer in Wechselwirkung die von der Blendéffnung be-
schrinkte Wellen, bei denen noch dazu eine bestimmte Intensititsverteilung in der
Aperturebene betrachtet werden muf3.

Beim Studium der Wechselwirkung zweier abgegrenzten Grundfrequenzwellen mit
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle mufl man von einem allgemeinen System
der Differentialgleichungen fiir komplexe Amplituden 4 ,(w). A,(w), A;(20) ausgehen
[5.7, 8, 10]:

2
(s, - f)(f, . grad 4,) = i o K Aidyem i,
2] k|
2
(sy. f2)(F, . grad 4,) = if‘_"w K ATAJe-i.\kz.
20k, |
duow*K

(s5 - f3)(fs . grad A43) = “ﬂk}—l A A ™

wobei einige Grenzbedingungen fiir komplexe Amplituden A,(¢, . 0), A,(€, 1, 0),
A3(&, n, 0) gelten.

Im allgemeinen Falle wurden diese Gleichungen noch nicht geldst.

Einen speziellen Fall der Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle
mit einer auBerordentlichen zweiten harmonischen Frequenzwelle in einem einach-
sigen negativen Kristall beim Normaleneinfallen in der Synchronisationsrichtung
hat. V. V. Kaner u a. [10] gelost.

Wenn wir in (1-4)
20(©)

J2

2;20) = 0.w),

01(0) = 0y(w) =

legen und vorauszetzen, daB die Abweichung 8.(2w) der Stahlenrichtung von der
Normalenrichtung des aufBerordentlichen Strahls klein ist, dann beschreiben die
Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer auflerordentlichen

275



zweiten harmonischen Frequenzwelle beim Normaleneinfallen in der Synchroni-

sationsrichtung mit Riicksicht auf Apertureffekte zwei Differentialgleichungen

t’_Q%S’Q = _agu(u)) Qe(2w).
00.(2 00,(2
¢g«(%_‘f) + pledzw) Qe( w) = o02(w),
wo wir
JoCw K N
= fot® 7 B = tgd,(2w)

(51

bezeichnet haben. Das Koordinatensystem &, n, { haben wir so orientiert, daf die
{ — Koordinatenachse dic Normale an der Grenzebene bildet und der auBeror-

dentliche Strahl in der {, n — Koordinatenebene liegt.
Kaner [10] hat die Grenzbedingungen in der Form

08, 1,0 =0,

Ay
0o(&on, 0) = -
1+ o%p?
vorausgesetzt.

Fiir diese Grenzbedingungen haben die Gleichungen (51) folgende Losung:

efw) = SR morrrenen
(1 + 2202 21+ o2 = pOY*Y [coshv + @ 2,42
222 coshy + [(02/4‘2) w2 )l/a X *B2n(n — ﬁC)
020) = : : ’ 4
o[t + «*(n — BO) ][Loshv + (— ZAZOtMﬁVI [11)‘/7 sin h v]
wo

(a AO -
O(
bezeichnet ist.

zﬁ )[drc tgom — arc g o(n — BL)]

2 A sinh v:l
£ (52)

/]smhv

Die Gleichungen (52) beschreiben die Verinderung der Amplituden beider Frequen-
zen 00(0), 0(20w) in der Abhingigkeit von Koordinatenachsen #, {, d. h. fir jede
Normalenentfernung { bestimmen sie die entsprechende Verteilung oo(w), 0.(2w)

in der n — Koordinate.

Bei genauer Diskussion der Ausdriicke (52) kann man zeigen, daB3 die Verteilung

der Amplituden gy(w). ¢.(2m) in der n — Koordinate von der Grofie

r =(";ﬁo>‘
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abhangt. Wenn wir den Koeffizienten der Umwandlung der Leistung der Grund-
frequenz in die Leistung der zweiten harmonischen Frequenz definieren

= ILS\Z(?_)&’ (53)
feX(w)dn

erhalten wir die Abhiingigkeit des Koeffizienten u von der reduzierten Lange { <

= {(6A4, + ap) fiir verschiedene Werte r, wie'in Abb. 11. gezeigt.

&
1 4
08 {r=co

r=10
0,6
04 4 r=1
r=05

0.2 1
0 =1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abb. 11. Verlauf des Koeffizi s in der Abhingigkeit von der reduzierten

Linge § = L'(rer -+ afd) fiir verschiedene Werte r.

Aus der Abb. 11. ist es klar, daB fiir groBe Werte r der Koeffizient y sich dem
idealen Fall der Wechselwirkung zweier rdumlich unbegrenzten Wellen néhert. Fiir
kleine Werte r verlduft der Energiewechsel zwischen der ersten und zweiten harmo-
nischen Frequenz hinsichtlich der Normalenentfernung von der Grenze { wesentlich
langsamer, als im Falle der unbegrenzten Wellen.

Vom geometrisch — optischen Standtpunkt kann man nur den Koeffizienten «
beeinflussen und zwar so, dass man die Blendoffnung des optischen Systems vergros-
sert. Die Moglichkeiten der BeeinfluBung des Koeffizienten « sind jedoch sehr gering.

Den Koeffizienten f kann man bei den cinachsigen Kristallen iiberhaupt nicht
beeinflussen, denn die Abweichung &, der Strahlenrichtung von der Normalenrichtung
des auBerordentlichen Strahls vollkommen festgelegt ist. Die BeeinfluBung des
Koeffizienten f§ wire im Falle der zweiachsigen Kristalle mdglich, aber nicht viel
mehr als um 10 9.

Aus Abb. 11. ist es weiter klar, dafl es auch, wenn fiir verschiedene Werte r der
Koeffizient u verschieden ist, bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle, die von Apertur eingeschrinkt sind, zum
systematischen, nichtperiodischen Energiewechsel kommen kann (s. Abb. 12a., 12b.).

Wesentlich andere Ergebnifle erhalten wir aber beim Studium der Wechselwirkung
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zweier Grundfrequenzwellen mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle, die von
Apertur eingeschrankt sind.

Eine genaue mathematische Losung dieses Problems wurde fiir diesen Fall noch
nicht gemacht. Auf den ersten Blick ist es aber klar, daB der Raum der Wechsel-
wirkung vom Winkel der Divergenz beider Grundfrequenzstrahlenbiindel einge-
schriinkt ist (s. Abb. 12c¢.).

t

¢
Golw) ¢ (w) dw  ¢w

)
Ghl2w) ¢°r2w) c’(zw)
R aira NI

c)

Abb. 12. Zur Entstehung der zweiten harmonischen Frequenz.
a) Wechselwirkung einer ordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer auBerordentlichen zweiten
harmonischen Frequenzwelle.
b) Wechselwirkung einer auBlerordentlichen Grundfrequenzwelle mit einer ordentlichen zweiten
harmonischen Frequenzwelle.
€) Wechselwirkung einer ordentlichen und einer auflerordentlichen Grundfrec lle mit einer
auBlerordentlichen zweiten harmonischen Frequenzwelle.

Wir gehen von der geometrischen Interpretation aus (Abb. 12c.). Die Lange / der
Wechselwirkung einer ordentlichen und einer auBerordentlichen Grunfdrequenzwelle
ist durch den Ausdruck

_ a

T (@),
gegeben, wo a der Durchmesser der Apertur ist. Fiir { >/ kommt es zu keinem
Energiewechsel zwischen der ersten und zweiten harmonischen Frequenz mehr.

In der Tatsache ist die Lange der Wechselwirkung im Hinblick auf Diffraktions-
erscheinungen und Verteilung der Intensitit in der Apertur ein wenig von der durch
(54) gegebenen Liinge verschieden.

In weiterem Kapitel zeigen wir, dal3 es die Mglichkeit gibt, die Linge der Wechsel-
wirkung zweier Grundfrequenzstrahlenbiindel praktisch unbegrenzt so zu verlingern,

4
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daB ahnlich wie bei der Wechselwirkung einer Grundfrequenzwelle mit einer zweiten
harmonischen Frequenzwelle der Koeffizient u eine nichtperiodische Funktion von (
ist, die von der GroBe der Apertur und vom Winkel zwischen der Strahlenrichtung
der zweiten harmonischen Frequenz und der Strahlenrichtung der Grundfrequenz
abhingig ist.

VL. VERLANGERUNG DER LANGE DER WECHSELWIRKUNG
ZWEIER GRUNDFREQUENZSTRAHLENBUNDEL

Die Linge der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzswahlenbiindel kann
praktisch ins Unendliche verlingert werden, wenn es uns gelingt, eine solche Syn-
chronisationsweise zu finden, bei der die Strahlenrichtungen beider Grundfrequenz-
wellen iibereinstimmen.

Die Losung dieses Problems ist fiir den allgemeinen Fall der zweiachsigen Kristalle
sehr kompliziert und wir werden sie hier nicht durchfithren. Wir werden hier nur das
Prinzip der Losung andeuten.

Nach den von Szivessy [1] abgeleiteten Formeln kann man die Normalenrichtung
s, als Funktion der Strahlenrichtung f; ausdriicken

s; = s{f). i=LIL

Die Forderung, daB die Strahlenrichtungen beider Grundfrequenzwellen identisch
wiren, kann man durch eine einfache Bedingung

fi(@) = fy(w) = f,

ausdriicken. Die Synchronisationsbedingung (15) wird dann erfiillt, wenn der End-
punkt des Vektors

n(f) si(f) + nu(f) su(f)
s

an der Indexflache (14)
FQw, x,y,2) =0,
liegen wird.

Die Grundfrequenzstrahlenbiindel, die diese Bedingung erfiillen, kann man in der
Praxis durch geeigneten Ausschliffswinkel und geeigneten Einfallswinkel realisieren.

Genaue Berechnung fiihren wir fiir einachsige Kristalle an.

in einem einachsigen Kristall stimmt die Normalenrichtung des ordentlichen
Strahls s, mit der Strahlenrichtung des ordentlichen Strahls f, iiberein. Die Normalen-
richtung des auBerordentlichen Strahls s, schlieBt aber mit der Strahlenrichtung des
auBerordentlichen Strahls f, einen kleinen Winkel é (s. Abb. 13.). Es ist also notig
cine solche Strahlenrichtung f, = f, zu finden, deren entsprechende Normalen-
richtungen s, und s, = f, die Synchronisationsbedingung (15) erfiillen. Dieses
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Problem lésen wir nur in der Hauptschnittebene des einachsigen Kristalls, in der die
Synchronisationsrichtung durch den Winkel ¢ bestimmt ist, den die mit der optischen
Achse des Kristalls einschlieBt.

Das Hauptkoordinatensystem x, z orien-
tieren wir so, daB die z — Koordinateachse
mit der optischen Achse des Kristalls iden-
tisch ist.

Der der Grundfrequenz entsprechende

T

/ Brechungsindex desauBerordentlichen Strahls
ist durch die Beziehung
/.(2(.;) 7 L) e, + L sine (55)
4 fw)= flw)=f n? n? Co n? X ¢

und der Strahlenindex durch die Beziehung

n? = n?cos® ¢, + nlsin*e,,  (56)

gegeben [1], wo wir mit @, den Winkel zwi-

Abb. 13. Strahlenbiindel der ersten und  Schen der Normalenrichtung des auBeror-

zweiten harmonischen Frequenz bei der dentlichen Strahls und der optischen Achse

Ubereinstimmung der Strahlenrichtungen  und mit ¢, den Winkel zwischen der Strahlen-

beider Grundfrequenzwellen. richtung des auBerordentlichen Strahls und

der optischen Achse bezeichnet haben.

Die Komponenten der Grundfrequenzwellenvektoren sind im x, z — Koordinaten-

system wie folgt gegeben:

kor(@) = % no sin ¢,
(57)
ko) = if n,cos @,.
und
kox(®) = i:— n(®,)sin @,.
(58)
ko) = Uci n(@,)cos O,.
Zu jeder Normalenrichtung s, kann man nach bekannten Formeln eindeutig eine
Strahlenrichtung f, feststellen [1], d. h. jedem Winkel ©, entspricht ein Winkel ¢,.
der die der Normalenrichtung s, entsprechende Strahlenrichtung f, bestimmt.

Wir driicken jetzt den Winkel @, und den Brechungsindex » als die Funktion des
Winkels ¢, aus. Nach [1] gilt:

2
n* = n? {1 + [—2% (n2 = n?)sin 2%] } (59)

nr
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Aus (55), (56) und (59) ergibt sich nach der Berechnung:

a2
. n, sin® @,
sin? 0, = '7—2723’“ ‘4“4 25 (60)
n, cos” ¢, + n, sin° @,
4 2
n, cos” @,
cos? o, = % **;L “Vf‘. 2 , ©n
n, cos” @, + n, sin” P,
. ©2

Die Komponenten des Wellenvektors k(w) kann man jetzt als Funktionen des

Winekels ¢, ausdriicken:
2.
w n, sin @,
ko) = — e Al
- ¢ [n2 cos’ @, + n?sin’ @]

2 (63)
w N, cos @,

kew)=—-2— 2t —
“ ¢ [nlcos’®, + nlsin’e,]'"

Die Forderung, daB die Strahlenrichtungen des ordentlichen und auBerorden-
tlichen Strahls iibereinstimmen, driicken wir einfach so aus, daB wir

b =@, =0, (64)

in die Formeln (57) und (63) legen.
Jetzt definieren wir die Gréfe

x = 5 [ha(®) + k()]
(65)

¢
w

[kox(@) + k()]

[N

Wenn die Synchronisationsbedingung (12) oder (15) erfiillt werden soll, miissen
die Grollen x, z die Gleichung fiir den Brechungsindex der zweiten harmonischen
Frequenz erfiillen.

A. Fiir positive Kristalle, fir die
n, > ng,

ist, kann unter der Wechselwirkung einer ordentlichen und einer auflerordentlichen
Grundfrequenzwelle eine dem ordentlichen Strahl entsprechende zweite harmonische
Frequenzwelle generiert werden. In der Synchronisationsrichtung miissen also die
GréBen x, z eine Gleichung des Kreises erfiillen:

x> + 22 = N.. (66)
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Durch Einsetzen der Werte x, z in (66) und nach der Berechnung erhalten wir eine
Gleichung dritten Grades fiir cos? @, wo @ der gesuchte Synchronisationswinkel ist:

acos® @ 4 bcos* @ + ccos? P+ d=0. (67)

Die Koeflizienten in der Gleichung (67) sind wie folgt gegeben:

a = 4n}(n? — nl).

b= (n2 — n2)?[4n} + n¥ — 8nlnl — 8NX(n} + 2n} — 2ND)],

¢ =2n2(n? = n2)[3n2n? — 20} — nd + ANZ(3nl + 20l — AND)].
d = ni[(n2 — n2)? + SN2(2N2 — nl — nd)].

Die Gleichung (67) hat eine reelle Ldsung @ dann, wenn die Bedingung

n, 4 n,
-t

N (68)

"

v

erfillt ist.

Ausschliffsebene
"\

z:0A

Abb. 14. Zur Verlingerung der Linge der Wechselwirkung in einachsigen positiven Kristallen.
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B. Fiir negative Kristalle, fiir die
n, < Hy,
ist, kann unter der Wechselwirkung einer ordentlichen und einer auflerordentlichen
Grundfrequenzwelle eine dem aufBerordentlichen Strahl entsprechende zweite
harmonische Frequenzwelle generiert werden. In der Synchronisationsrichtung
miissen also die Grossen x, z eine Gleichung der Elipse erfiillen:

2 2
et (69)

Durch Einsetzen der Werte x, z in (69) und nach der Berechnung erhalten wir eine
Gleichung vierten Grades fiir cos? @:

acos® @ 4 hcos® @ + ccos* & + decos? @ + e = 0. (70)
Die Koeffizienten in der Gleichung (70) sind wie folgt gegeben:
a = [ny(n = nd)(NZ = NDJ’.
b= 2032 — n2) (N2 — N3Nt = 2n2n? — ) +
+ NZn2(n2 + n2) — 4N2INX(n2 — n2)] — 2(N2n] — NIn2)*},
¢ = [N3(ng = 2nin — ul) + Ninj(ng + nZ) = 4NINZ(ng — nd)]* +
+ 2N2n2nl(n} — n2)(N? — N2)(n? + n? — 4N2) -
— dnZn2(NZnl — NI2)[NZnZ + N2(2n} — 3n2)].
d = 2NZn2{(n? + n} — 4N2)[NX(n} — 2n2n} — n?) +
+ NZni(ng + nl) = ANINZ(ng — n3)] —
— 2n2n2[n2(N2 + 2N2) — 3N2n2]).
Nini[(n2 = n2)* + 8N2(2N? — n2 — n})].

€ e

I

Die Gleichung (70) hat eine reelle Losung @ dann, wenn die Bedingung

n, +n,
: 2

[\%

N., (1)

erfullt ist.

Fiir die positiven Kristalle zeigt den Fall der Synchronisation Abb. [4., fiir die
negativen Kristalle Abb. 15.

Die hier beschriebene Weise der Synchronisation kann durch einen geeigneten
Ausschliffswinkel ¥ und durch einen geeigneten Einfallswinkel ¢ realisiert werden.

Wir gehen von der Abb. 14. fiir die positiven Kristalle aus. Mit I bezeichnen wir den
Einheitsvektor an der Grenze zwischen dem linearen Medium und dem einachsigen
nichtlinearen Kristall. Der Stetigkeitsbedingung entsprechend miissen die Tangen-
tialkomponenten der Wellenvektoren aller Wellen in der Grenzebene gleich sein.
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Daraus folgt fiir den Ausschlifiswinkel ¥:

For(®) = k()

[k(@) — k(@)
Nach der Berechnung ergibt sich fiir den Ausschliffswinkel ¥ fiir die positiven

Kristalle:

cosy = (72)

n,(n, — n,) cos ¢
= arc cos —— e e - (73)
' ) {["a"f("., - 2n,) + nj cos’ @ + n} sin® @] /*}
Ausschliffsebene % -
X
k(w)
e k(2w)
2

z=0A.

Abb. 15. Zur Verlingerung der Linge der Wechselwirkung in einachsigen negativen Kristallen.
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wo wir mit
n, = [n} cos>® + nlsin’@]'",
den Strahlenindex des auBerordentlichen Strahls bezeichnet haben.
Der Einfallswinkel ¢ ist dann durch den Ausdruck
& = arcsin [ng sin (¥ + )], (74)

gegeben (s. Abb. 14.).
Fiir die negativen Kristalle erhalten wir sehr ahnliche Formeln:

n,(n, — n,) cos®
¥ = arccos { ——- 2L v (75)
[nn2(n, — 2n,) + n? cos? @ + n?sin*@]"?
& = arc sin [ng sin (Y + P)]. (76)

VII. ABSCHLUB

Von den in dieser Arbeit beschriebenen Methoden der Synchronisation hat fiir die
Praxis die groBte Bedeutung die Synchronisation bei der Wechselwirkung einer
Grundfrequenzwelle mit einer zweiten harmonischen Frequenzwelle.

Die Synchronisation bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit
einer zweiten harmonischen Frequenzwelle setzt ndhmlich die Kristalle mit sehr
kleiner Frequenzdispersion voraus, damit die Bedingungen (39), (40), (41), bzw. (43)
und (45) erfiillt werden konnten. Z. B. bei dem in der nichtlinearen Optik sehr oft
angewandten Kristall KDP ist nicht die Bedingung (45) erfiillt, so daB also die
Synchronisation bei der Wechselwirkung zweier Grundfrequenzwellen mit einer
zweiten harmonischen Frequenzwelle in diesem Kristall nicht méglich ist.

In dieser Arbeit haben wir die Wechselwirkung unter den ebenen elektromagne-
tischen Wellen vorausgesetzt, wobei wir die Divergenz innerhalb der Strahlenbiindel
und Struktur der Amplituden und Phasen im Querschnitt des Strahlenbiindels
vernachlissigt haben. Diese Fragen wurden sehr griindlich von russischen Physikern
A. I. Kovrigin, N. K. Podsotskaja und A. P. Suchorukov [11] diskutiert, die die
giinstigste Fokusierung fiir das Erreichen der hohen Wirksamkeit der Umwandlung
der Guundfrequenzenergie in die Energie der zweiten harmonischen Frequenz
studiert haben.

In dieser Zeit nihert sich der Koeffizient der Energieumwandlung ~30 %, was
sehr breite Anwendung der Generierung der zweiten harmonischen Frequenz zum
Studium anderer nichtlinearen Vorginge erméglicht, wie z. B. der parametrischen
Verstiarkung, der parametrischen Generierung, der erzwungenen Kombinations-
streuung, u. s. w.
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Shrnuti

GEOMETRICKO-OPTICKY VYPOCET SYNCHRONIZACNICH
SMERU PRVNi A DRUHE HARMONICKE FREKVENCE
V NELINEARNICH ANIZOTROPNICH KRYSTALECH

PAVEL CHMELA

V- této praci je studovana synchronizace fazi prvni a druhé harmonické frekvence
v anizotropnich jednoosych a dvojoosych krystalech. a to jak pfi vzijemném plsobeni
jedné viny zakladni frekvence s jednou vlnou druhé harmonické frekvence, tak pfi
vzajemném plsobeni dvou vin zakladni frekvence s jednou vinou druhé harmonické
frekvence. Je proveden piesny geometricko-opticky vypocet synchronizanich sméra,
vypodet piisluinych paprskovych sméri a kmitosmérd. V posledni &asti prace je
ukéazan zpisob prodlouZeni délky vzijemného plsobeni dvou vin zakladni frekvence
na pfikladu jednoosych krystald. Pfi vhodném thlu vybrusu a vhodném tihlu dopadu
mohou paprskové sméry obou vIn zakladni frekvence spolu splyvat, pfi cemZ je
soudasné splnéna synchronizaéni podminka (12).
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Pesione

FEOMETPUYECKO-ONTUYECKOE BBIYUCIEHUE
HATMPABJIEHUM CUHXPOHW3MA MEPBON U BTOPOW
FAPMOHUKW B HEJUHEVWHBIX AHU30TPOIHBI X
KPUCTAJUJIAX

MABEJI XMEJA

B nacTosiieii pabote nyuaercsi CHHXpOHH3aLmst a3 NepBOi M BTOPO# FrapMOHHKH
B @HU3OTPONHBIX OIHOOCHBIX M JIBYXOCHBIX KPHCTA/UlaX KaK NP B3aHMOAEHCTBHMK
OIHOH MCXOJIHOM BOJIHBI W OJIHOH BOJIHbI BTOPOH I'dPMOHMKHM, TaK M NPH B3auMoO-
JeHCTBAM JIByX MCXOHBIX BOJH M OJHOM BOMHbL BTOPOH rapMonuku. IlpuBoantes
TOYHOE TEPMETPUUECKO-ONTUYICCKOE BbIYHUCIICHUE uanpasneuuﬁ CHHXPOHM3MA, Bbl-
YUCJICHHEe COOTBETCTBYIOLIMX JIyUCBBIX HAMpaBJIeHUii 1 HANpPABJICHUI MONSIPU3ALMUY
BONH. B mocneaneii yactu paboThl noka3piBaeTCst Cnocob yBennyeHna ANMHBI B3aUMO-
JICHCTBUST JIBYX MCXOAHBIX BOJIH Ha OpHMepe OAHOOCHbIX Kpucranios. Ilpu moa-
XOAsieM yrae uum(j)osanux U MOAXOAALEM YIfi€ NMaJCHUsT Jy4YeBbl€ HanpaBICHUSA
06enX HCXOAHBIX BOJIH MOTYT OBITh HACHTHUHBIMH, MPUYEM OIHOBPEMEHHO BBIMOJ-
HSIeTCA CHHXpOHM3aUMOHHoe yciosue (12).

Summary

A COMPUTATION OF SYNCHRONIZATION DIRECTIONS
OF THE FIRST AND SECOND — HARMONIC
FREQUENCIES IN NON-LINEAR ANIZOTROPIC CRYSTALS

- ACCORDING TO THE GEOMETRICAL OPTICS

PAVEL CHMELA

In this paper we study a phase matching condition for the first and second —harmo-
nic frequencies in anizotropic uniaxial and biaxial crystals under the interaction of the
basic-frequency wave with the second —harmonic frequency wave and under the
interaction of two basic—frequency waves with the second —harmonic wave. An
exact computation of synchronization directions based on geometrical optics is
carried out as well as a computation of corresponding directions of beams and
vibration directions. At the end a method is shown enabling elongation of the lengh,
of interaction of two basic—frequency waves for uniaxial crystals. For both,
suitable angle of cut, and angle of incidence the directions of beams of both basic—
frequency waves may coincide at the same time fulfilling the phase matching con-
dition (12).
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