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UBER EINE NICHTLINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG

JOSEF HOSEK
(Eingegangen am 20. September 1972)

In dieser Mitteilung werden wir die Differentialgleichung (im weiteren Dgl.)

x" + g(x', x") + h(x) = Q1) M

betrachten, mit g(x’, x"), A(x) und Q(¢) stetig fiir alle Werte ihrer Argumente. Weiter
werden wir die Existenz solcher positiver Konstanten a, b, M, Q, voraussetzen, daf}

1) |ax" + bx" — gx", x") | = M fiir alle x’, x”,
2) |hx)| £ H fiir alle x,
3) 10| £ Qo fiir alle ¢.

Satz 1: Unter den Voraussetzungen 1), 2), 3) existieren alle Losungen der Dgl. (1) auf
einer Halbgeraden und es gibt eine Konstante D so, da f8 fiir jede Losung der betrachteten
Dgl. folgende Relationen gelten:

lim sup | x'(£) | £ D, limsup | x"(¢) | < D, [lim sup | x""(t) | £ D].

t=+ o0 t—=+ o0 t=+o0

Beweis: Wir betrachten zwei Dgln.
V+ay+by=0 @
Y+ @y + by = p(t) | (20)

mit p(z) stetig fiir alle z. Wir wollen mit y,(¢) die allgemeine Losung der Dgl. (2)
bezeichnen und weiter mit y,(¢) die Lésung derselben Dgl., die den Anfangsbedin-
gungen

¥0(0) =0, y5(0) =1

geniigt. Die allgemeine Losung der Dgl. (2a) kann man dann in der Form
t
(&) = 3,0 + [ yolt ~ v) p(v) dv ?3)
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schreiben. Wir greifen nun eine beliebige Losung x(¢) der Dgl. (1) heraus, die wir im
weiteren festhalten wollen und bezeichnen

x(to) = Xo, x'(to) = X, x"(to) = X3
Wenn wir x(¢) in (1) einsetzen, so erhalten wir
x" 4+ ax" + bx" + h(x) = Q(t) + ax” + bx" — g(x', x") 4

identisch fiir alle ¢ e Iy, wo Iy das Existenzintervall der betrachteten Losung x(r)
bedeutet. Schreiben wir fiir t € Iy

@) = x'(t) ' )
und weiter ' »
p(t) = Q@) + ax"(t) + bx'(£) — glx'(t), x"(1)] — h(x(2)), (6)

so konnen wir die Identitéit auf die Form (2a) bringen. Wenn wir im weiteren mit y ()
diejenige Losung der Dgl. (2) bezeichnen, die den Anfangsbedingungen

yi(to) = xp, yito) = X0,

geniigt, so erhalten wir nach (3), (5), (6) fiir die erste Ableitung der Losung x(#) die
Formel

x'(t) = yi(0) + [ yo(t — v) [Q() + ax"(v) + bx'(v) —
— g(x'(v), x"(v)) — h(x(v))] dv; )

hiervon bekommen wir mittels 1), 2), 3) schon die Abschitzung

IXOT S 1nO1 + (Qo + M+ H)f|yo(v) | dv ®

fiir alle t = ¢4, t € Iy. Da zu den Funktionen y;(¢) (( = 0, 1) immer eine Majorante
in der Form Ne™* (N > 0, A > 0) zu finden ist, folgt aus (8) die Abschitzung

[X'@)] <1y()| + (Qo + M + H)A™'Ne g = Blt). )
Aus (9) folgt fiir die Lésung x(¢; x,, X, xp) der Dgl, (1) mit Hilfe des Mittelwertsatzes
[ x()] = 1 x(to) | + B(to) (t — to),

fir t = 15, tely. Aus dem Existenzatze fiir Systeme von Dgln. (vgl. [1], S. 135,
Satz 2) folgt nun unmittelbar daB I, = <{¢t,, + o) ist. Wen wir uns also auf ¢z, = 0
beschrinken, erhalten wir aus (9) fiir ¢ € {¢,, + )

X)) <13+ (Qo + M + H)A™'N. ‘ (10)
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Da aber lim |y, (1)| = 0 gilt, muB fir jedes 7 = #,(xy, x3) = t, die Ungleichhtie

=+ w

| X ()| £ B=A""N(Qy + M+ H) + 1. (11)
gelten.
Wir betrachten weiter die linearen Dgln.
2 =aqz=0 (12)

z' + az = p(t), (12a)

wo p(1) stetig fiir alle ¢ ist. Fir die allgemeine Losung von (12a) haben wir wieder

z(t) = 21(1) + jzo(t — v) p(v) do

wo z,(r) die allgemeine und zy(r) die partikulire (zo(0) = 1) Losungen von (12)
bedeuten. Wir formen wieder die Identitit (4) in

X"+ ax" = Q1) + (ax” + bx' — g(x', x")) — bx" — hx (13)
um und setzen

z(t) = x"(1)

p(1) = Q1) + [ax"(1) + bx'(1) — g(x'(1), x"(N)] — bx'(t) —

— h(x(1)). (14)

Die Identitit (13) nimmt dadurch die Form (I12a) an. Wir wéhlen nun fir z,(¢)
diejenige Losung der Dgl. (12), fir welche z,(z,) = x"(¢,); dann ist die zweite Ablei-
tung der Losung x(¢) durch die Formel

t
x"(t) = z,(t) + fzo(t — ) {O(v) + [ax"(v) + bx'(v) —
ty
— g(x'(v), x" ()] = bx'(v) — h(x(v))} dv
gegeben. Wenn wir 1), 2), 3), (11) benutzen, kommen wir zu der Abschitzung

X' =1z +a Qo + M + H + bB)

giiltig fiir alle r = ¢,. Da aber z,(¢) - O fiir t = + oo ist, kommen wir schlieBlich zu
folgendem Resultate:

| x| £A=a"(Qo + M+ bB+ H)+ 1, C(15)
welches fiir jedes ¢ = ¢, = t, richtig ist.

Es bleibt uns jetzt noch die Beschriankheit der dritten Ableitung zu beweisen. Aus
(4) folgt unmittelbar

X" = 1@+ [ax"() + bx'(1) — g(x'(), x"(0) | +
+alx"O]+b1x01+ h(x®)
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und daraus folgt, wenn wir noch 1), 2), 3), (11), (15) erwigen,
| x"(t)| £ A4, = Qo+ M+ H + ad + bB.

Diese Abschitzung ist fiir alle ¢ = ¢, richtig. Setzen wir D, = max (B, 4, Ay), so
miissen also fiir alle ¢ > #,(xg, xg) folgende Ungleichheiten richtig sein

X0 =Dy, |1x® =Dy, [x"]= Dy,

womit der Satz bewiesen ist.
Um auch die Beschrinktheit der Losung x(¢) zu beweisen, miissen wir lber i(x)
und Q(t) wietere Voraussetzungen machen.

Satz 2: Die Voraussetzungen 1), 2), 3), seien erfiillt und dariiber mogen die Funktionen
h(x), Q(t) noch folgende Eigenschaften besitzen: Es gibt eine Konstante h > 0 so, daf3

h(x) sgn x = M fiir jedes | x| = h 0 <M< H), (16)
t
| QW) dv| £ Q, fiir jedest (0 < Q; = Konst.). (17)
0
Dann ist jede Losung x(t) der Dgl. (1) beschrankt.

Beweis: Wir betrachten eine beliebige Losung x(¢) der Dgl. (1) und nehmen an,
daB x(¢) in einem Intervalle (¢,, t,), (t, £ t; < t, < + ), der Ungleichheit

| x@)| > h (18)
genligt. Aus (4) folgern wir fiir unsere Losung x(¢) die Identitat

bx'(t) = Q) + [ax"(t) + bx'(1) — g(x'(1), X" (1))] — h(x(1)) —
— ax'(1) — x" (1), ' - (19)

die wir zwischen den Grenzen ¢, ¢ integrieren und durch die Konstante sgn x()
multiplizieren. Mit Hilfe von (16), (18) kommen wir zu der Identitat

bix(t) — x(¢,)] sgn x(¢) = sgn x(¢) | Q(v) dv — jt[h(x(v)) +

+ g(x'(v), x"(v)) — ax"(v) — bx'(v)] sgn x(v) dv —
— asgn x(?) [x'(£) — x'(¢,)] — sgn x(¢) [x"(t) — x"(¢,)]. _ (20)

Wir kénnen also x(¢) folgendermaBien abschitzen
t
blx(t) — x(t)| S 1f Q@) dv| + a| x'(1) — x'(t;) | +
ty
+ | x"(1) = x"(ty) |
und daraus nach (17)

b|x(t) — x(t,)| £2(Q1 +a sup |[X'()|+ sup |xX"()]=N.

tedty,t2) tecty,tz)
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Daraus folgt fiir jedes ¢ aus dem betrachteten Intervalle
| x()) | < | x(t,)| + Nb™'. @1y
Fiir t, = + oo ist | x(¢) | > h fiir jedes ¢t > ¢, und die Losung x(¢) ist also nach (21)
beschrankt. Wenn aber 7, < + o0 ist, muB} es natiirlich fiir jedes ¢ > ¢,
| x(1)| £ h + Nb~*
sein. Der Satz 2 ist damit bewiesen.
Wenn wir die Voraussetzung iiber /(x) noch verstiarken, kénnen wir zu der kiinfti-
gen Beschrianktheit der Losungen der betrachteten Dgl. gelangen.
Satz 3: Wenn die Voraussetzungen 1), 2), 3), (17) erfiillt sind und dariiber noch

lim inf h(x) sgn x > M, (22)

|x|= + o
gilt, so gibt es eine Konstante D so, dafs fiir jede Losung der Dgl. (1) die Ungleichheiter

limsup | x(t) £ D, limsup | x'(¢)| £ D, limsup | x"(t)| £ D,

t—=+ o0 t—+ o0 t=+ o0

[lim sup | x"(t) | £ D]. A (23)

t—+ o0

gelten.
Beweis: Wir halten eine beliebige Losung x(¢) der Dgl. (1) fest; laut Satz 1 gibt
es eine Zahl T = 1, mit der Eigneschaft, daB firaller = T

| x| €D+ 1, [ x"()| D + 1 24y
ist. Aus (22) folgt die Existenz solcher postiver Zahlen /i, § dal

h(x)sgnx = M + & 25y
fur jedes | x | = & gilt. Wenn es nun fir jedes t > T

[x() | = h (26)

gilt, kdnnen wir wieder die Identitiit (20), mit 7 an der Stelle von 7, schreiben. Setzen
wir zur Abkiirzung

g(x'(1), x"(1)) — ax"(1) — bx'(1) = (1),

so konnen wir die Funktion unter dem Integralzeichen an der rechten Seite von (20}
in der Form

h(x(v)) sgn x(v) + @(v) sgn x(v)

schreiben. Mit Hilfe von 1), (25), (26) kann man also folgende Abschitzung aufstellen:

[t [h(x(v)) + @(v)] sgn x(v) dv = §(t — T), 27y

T
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die uns zur Abschitzung von x(¢) beitriagt. Fiir jedes + = T folgt namlich aus den
Voraussetzungen des Satzes und aus (24), (26), (27)

blx(t) = x(T)| £ 2Q, + (a+ DD+ 1) =t~ T),
d. h. auch
x| =1 x(T)| + 21)“(Q, + @+ DD+ ) =35t —1). (28)

Aus (28) folgt aber flir genligend grofies 1 — T ein Widerspruch und deshalb kann die
Ungleichheit (28) nicht flr jedes r = T gelten. Wir schlieBen daraus, daB fir jede
Losung der Dgl. (1)

liminf| x(0)| £ h (29)

t—+ o0

sein muB. Fiir « > 0 kénnen also nach (29) nur folgende zwei Fille auftreten:

a) Es gibtein 7 > Tsé, daB fir ¢t = 7 stets | x(7) | < h + « bleibt. In diesem Falle
ist also der Satz bewiesen.

b) Es gibt eine wachsende, divergente Folge {7,}, 7, > T mit x(7,) = h + o fir
n=12,...

In diesem Falle giit nach (28) in denjenigen Intervallen (7,, 7, ,), in denen | x(¢) | >
> h + o ist, die Relation

| x()| < (h + o) +267(Q, + (@ + 1) (D + 1)),

welche demzufolge durch alle Losungen der Dgl. (1) befriedigt ist. Um den Beweis
abzuschlieBen, geniligt es nun blof

D =max[D,(h +a) +2b67(Q, + (a+ 1) (D + )]
zu setzen.
Satz 4: Wenn aufler 1), 2), 3), noch folgendes gilt:
aj es gibt positive Zahlen 6, g, derart, daf
h(x)sgnx < —(M + 9)
fiir alle | x| > g, gilt und
b) | jt Q) dv| = Q,, (0 < @, = Konst.), fiir alle wist. so besitzt die Dgl. (1) eine Lé-
sung? fiir welche
lim|x(?)| = + o

t—+ oo

ist.
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Der Beweis dieses Satzes kann mit Hilfe der Funktion
t
V(xy, Xz, x3,1) = 2b) "' (x3 + ax, — [ O(v) dv + bx,)*
0

analog erbracht werden, wie der Beweis einer dhnlichen Behauptung z. B. in [3].

Satz 5: Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt sind, die Dgl. (1) eine Eideutig-
keitsbedingung erfiillt und Q(t) eine periodische Funktion ist, so gibt es auch eine
periodische Losung der Dgl. (1).

Beweis: Es ist leicht einzusehen, dafl das der betrachteten Dgl. (1) dquivalente
System ein dissipatives System ist, der den Voraussetzungen des Satzes aus [2],
S. 32 geniigt.
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SHRNUTI

O JEDNE NELINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICI
TRETIHO RADU

JOSEF HOSEK

V praci nejprve se uvadéji postacujici podminky pro dissipativnost rovnice (1)
vzhledem k jejim derivacim x', x", x (D’-dissipativnost), pro omezenost viech jejich
feSeni a pro dissipativnost uvazované rovnice. Dale je uvedena véta o existenci
t. zv. D'-divergentniho feSeni a konecné podminka existence periodického feSeni
rovnice (1), kdyZ jeji prava strana je periodickou funkei.

PE3IOME
OB OJIHOM HEJAMHENTHOM YPABHEHWN
TPETHETNO HOPSTIIRA

NMOCUP TOMWEK

B HacTosiuieil paboTte NpUBOAATCS C HaYaja JOCTATOYHBIE YCJIIOBUS Il AMCCHIIA-
TUBHOCTH ypaBHeHust (1) 110 OTHOLIEHMIO K NPOU3BOAHBIM X', X", x"* (D' — muccuna-
THBHOCTb) /Uil OTPAHWMYEHHOCTM BCEX €€ pelUeHMH W Uil AMCCHIIATHBHOCTH pac-
CMATPUBAEMOTO ypaBHeHMs. [lajee NPHBOAMTCS TEOPEMbI O CYLUECTBOBAHHHM Tak
Ha3bIBAEMOI0 D'-pacXolsilierocs peLeHWst M YCJIOBHE CYLLECTBOBAHUS MEPUOIH-
YEeCKOro pelueHus ypasHenus (1), xoraa npaBast CTOPOHa IMEPUOANYHA.
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