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1978 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 57 

Katedra matematické analýzy a numerické matematiky přírodovědecké fakulty Univerzity Palackého 
v Olomouci 

Vedoucí katedry: Prof RNDr. Miroslav Laitoch, CSc. 

E I N E B E M E R K U N G Z U R WKB-METHODE 

JIRI ZEMAN 
(Eingelangt am 15. März 1977) 

Das Wesentliche der klassischen Methode WKB liegt in folgendem: es liege eine 
Differentialgleichung 

y"-{X2f(x)+g(x)-]y=0 (1) 

vor, wo die Funktionen / ¥=• 0, g Ableitungen beliebiger Ordnung im Intervall R 
besitzen und X einen Parameter darstellt. Die Transformation 

y = exp \_X j u(x) dx] 

Überführt die Gleichung (1) in die Riccatische Differentialgleichung 

Xu' + X2u2 - (X2f+g) = 0 . (2) 

Lösen wir diese Gleichung formell durch die Reihe der Form 

00 

u = YJun(x)X-\ (3) 
n = 0 

Setzen wir die Reihe (3) in die Gleichung (2) ein, so er! alten wir für die Koeffizienten 
u„(x) der Reihe (3) folgende Bedingungen: 

uo = e / 1 / 2 , e = ± l , 

ui = - ( 2 u 0 ) - 1 u0, 

u2 - - (2u 0 )~ 1 (u ; +u\ - g ) , (4) 
n 

un+l = -(luo)"1 (un + £ upun+i_p) für n ^ 2. 
P=I 

Die letzte Bedingung (4) lässt sich durch die folgenden Bedingungen ersetzen: 

w2*-i = - ( ^ o ) " 1 (uui~i) + 2u1u2ii-i) + 2u2u2j_3 + ... + 2 ^ . ! ^ ) , 

u2l = - ( 2 u 0 ) _ 1 (^2i-i + 2u1u2I_ l + 2u2w2(i-1) + ... + 2ul„iul + i + uf) 

für l > 2. 
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Auf Veranlassung des Herrn Prof. Dr. M. Laitoch betrachtete ich folgende 
Probleme: welche Bedingungen haben die Funktionen / und g in der Differential­
gleichung (1) zu erfüllen, damit 

1° die Reihe (3) eine endliche Zahl von Gliedern besitze 
2° irgendeiner von den Koeffizienten un der Reihe (3) verschwinde. 
Die Zielsetzung dieser Arbeit ist die Lösung gegebener Probleme. Satz 1 bringt 

die Lösung vom Problem 1° und Satz 2 die Lösung vom Problem 2° für n _ 5. 

Satz 1. Im Intervall R seien die Funktionen f ^ 0, g in der Differentialgleichung (1) 
mit Ableitungen beliebiger Ordnung gegeben und un möge für n = 0, 1, 2,... den 
Koeffizienten der formalen Reihe (3) bezeichnen. 

a) Ist u3 = 0 in R, dann un = 0 in R für jede ungerade Zahl n = 3. 
b) Ist u2 = 0 in R, dann un = 0 in R für jedes n ^ 2. 
c) Die Reihe (3) besitzt eine endliche Zahl von Gliedern genau dann, wenn un = 0 

in R für n = 2. 

Beweis: 
a) Es sei u3 = 0 in R. Dann nach (4) 

u4 = - (2u 0 ) _ 1u 2 , 

u5 = -(2uo)"1 (u4 + 2u!u4) = -(2u0)-1 {[-(2u0)"1 u2J + 2u 1 [ - (2u o r 1 u2
2]} = 

= -u2u3uo S 

was besagt, dass u5 = 0 in R. 
Es folge nun aus der Bedingung u3 = 0 in K, dass u5 = 0, u7 = 0, ..., u2j_i = 0 

in R für ein gewisses / > 2. Dann nach (4') 
i-i 

u2l = -(luo)'1 £ w2iu2(f_1) (5) 
1=i 

und weiter 
«2. + 1 = - ( 2 " o ) _ 1 («2. + 2u!u2 i) . (6) 

Setzen wir die Beziehungen aus (5) in (6) ein, so erhalten wir 

i-i 

"ii + i = (^uo)""1 E ^2jW2(i-j) + 2u1u2(/_i)). (7) 
1=i 

Die Ausdrücke u2(l„l} 4- 2u1u2(/_J) für jr = 1,2,...,/— 1 in (7) stellen bis auf den 
Faktor -(2u0)_ 1 die Koeffizienten u2I_i, u2/_3, . . . ,% der Reihe (3) dar, worin 
die Glieder identisch Null in R nicht geschrieben sind. Diese Koeffizienten sind jedoch 
identisch Null in R und mithin es folgt aus (7), dass u2j + i = 0 in R. 

b) Es sei u2 = 0 in R. Dann nach (4) 

u3 = — ̂ uo)"1 (u2 + 2u!u2) s 0 
in R. 
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Es folge nun aus der Bedingung u2 == 0 in K, dass Uj = 0 in R für 2 < j _ n. 
Dann nach (4) 

W»+l = - (2"o) X (W» + E UpUn+l-p) = 0 

in K, denn jeder Summand in der Klammer mindestens einen Faktor enthält, der 
identisch Null in R ist. 

c) Ist un = 0 in R für n _ 2, dann besitzt die Reihe (3) eine endliche Zahl von 
Gliedern. 

Es gelte umgekehrt für ein gewisses / _ 2 

u/ + 1 = 0, ul+2 = 0, u/+3 = 0, . . . (8) 

in R. Dann nach (4') gilt 

u2l = - ( 2 u 0 ) _ 1 (u2I_! + 2u1u2j_1 + ... + 2ul_1ul + 1 + u;
2). 

Hiervon als Folgerung von (8) ergibt sich, dass gleichfalls ux = 0 in K. 
Ist u3 = 0, u4 = 0, u5 = 0, ... in R, dann gleichfalls u2 = 0 in K, denn nach (4) 

u4 = — (2u0)_ 1 (u3 + 2uju3 + u2) 
ist. 

Satz 2. Der Koeffizient un der Reihe (3) ist identisch Null im Intervall R für 
n = 1, 2, 3, 4, 5 genau dann, wenn In(x) = 0 in K, wo 

Ii = / ' , (6) 

h = 4 / T - 5 / 2 + 16gj2, (10) 

I3 = 4 / 2 / " - ISff'f" + 1 5 / 3 - 16gj2/' + 16g'/3, (11) 

h = 6 4 / 3 / ( 4 ) - 4 4 8 / 2 / / ' " + 1768// '2 /" - 304/2 /"2 - 1105/'4 - 384g/3/" + 

+ 800g/2/ '2 - 256g2/4 - 640g'/3 / ' + 256g'/4, (12) 

I5 = 16/7" (5 ) - 1 6 0 / 3 / / ( 4 ) + 900/ 2 / ' 2 / ' " - 2 7 2 / 3 / ' / " - 3390 / / 3 / " + 
+ 1224 / 2 / / " 2 + 1695/ 5 + 864g/ 3 / / " - 960g/2/ '3 - 128g/4 + 2 5 6 g 2 / 4 / ' -

- 256gg/5 + 720g/ 3 / ' 2 - 228g'/4/" - 288g' / 4 / ' + 64g"/5. (13) 

Be\veis: Aus (4) ergibt sich, dass in R 

Mi s 0 genau dann, wenn u0 = 0, 
M2 s 0 genau dann, wenn u\ + u\ — g = 0, 
M3 ^ 0 genau dann, wenn u'2 + 2uyu2 = 0, 
M4 ^ 0 genau dann, wenn u'3 + 2w1w3 + u\ = 0, 
Ms ö 0 genau dann, wenn u'A + 2uyuA + 2u2u3 = 0. 

Ist 

u. = -(2uoy
1u'0, (14) 
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und folglich 
1 tt - I , 1 > 2 - 2 

ut = ~yu0Wo + y wo u0 . 

Dann ergibt sich, dass 

u2 = -(2«0)_ 1(«i + "? - g) = -(2«o)"1f-^"o2"ö2 - y "«"o"1 - g j - (15) 

Weiter ist 
u2 _ - lu^uö 2 - ^u'0u>ö3 + y t/0

3u0"
4 + y g'uö1 ~ y g"o"o~2> 

und demnach 
M3 - - (21/Q)"1 (U2 + 2M1U2) = 

- _ ( 2 w o ) - ^ ^ W - u 0
2 " ^ ^ U o 3 +\u'0hl0* + y g'uö1 - g ^ r 7 2 j - (16) 

Weiter gilt 

„;, = - 1 - „ ( \ 3 + t Mo«o«o"4 - X "o2"o"o 5 + - ^ "o4"0^ + 

+ A U o
2

W - 4 - |g«ö2«o"4 + y g"o«o"3 + g'"o"o"3 - y g""o"2 

und somit 
t,4 = -(2K0)"1 («3 + 2«i«3 + -!) = 

= - (2ы 0 )- 1 (-у« , о 4 ) "о + у " о " о " о -у^МоМо"» + 

+ - | 1 « 0 Ч " 6 + -Ц-"о2"»"4 - -у-*"» 2 "" + т«"°" 0 " 3 + 

+ У ~ 2 » о " 2 + у г ' и о « о " 3 - у 2 " и о " 2 У 

Schliesslich 

„; „ i n ľ w - ~«І«."»»-S + - ^ » í « ; v - үб "•"»"•" -

- S . . . W + "#-««••.• + лř«is»»' -в-"*1""6 + 
-тyywowoмo -г-yy"0"O"o • i2g 

+ 4ř-gUoИŐ«o~5 - үgиő'u0"
4 + y g Ч и o " 4 - y ggиo"3 + 

+ -^-g'"o2"o"5 - g'"o"o~4 - g"«o"o* + y g'""o"' 

und gleichzeitig 
u5 - -(2WO)"1 (w4 +

 2 w i w 4 + 2w2u3)
 : 
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Ґ<-\ \ — 1 / 1 (51 —4 I ^ t (<ľ) — 5 1 1 1 tl ttt — 6 

= ~(2u0) Ҷ-Ţ5" ° "o ~~fб"woWo"o +-т^-w0u0"o -

3 // w - 5 2 5 5 ,3 // - 7 , п ' "2 - 6 , 153 ,5 - 8 
- — u0w0w0 g— uo "o"o + 9u0Wo uo + -g— uo uo -

33 _ 21 1 _ 1 
-~~guouo6 + - -gu0uőu0

 5 - y gu 0uo 4 + g2uó"o4 - y gg'"o3 + 

1 " > 2 - 5 " ' " - 4 " // / - 4 , 1 w - 3 1 /1 o \ 

+ ygw 0 w 0 - y g w o " o - y g w o u o +-g-g w0 I. (18) 

Weiter gilt: 

= cf1'2 

«o = | r 1 / 2 T , 

«o = ^ j _ 3 / 2 ( 2 / r - T 2 ) , 

«0 = y/" 5 / 2 (4 j 2 / '" - 6ff'f" + 3j'3), 

"(°4) = l ^ / " 7 / 2 ^ 3 / ( 4 > - 16/2jf'" + 36/j'2j" - 12j2j"2 - 15j'4), (19) 

4 5 ) = ^-j_9/2(16j*/(5> - 40/3TT4) + I20f2f'2f" - 80j3j'T" -

- 300//'3/" + ISO/2/'/"2 + 105/'5). 

Die Behauptung des Satzes erhalten wir durch Einsetzen von (19) in (14) —(18). 

Satz 3. In R gelten die Formeln V dxF 
/ 3 ^ / I 2 ' - 3 I J I 2 , (20) 
I4= I6/I3' - 72I!I3 - I2

2, (21) 
4 I 5 = / I i - 6 I 1 I 4 - 2 I 2 I 3 . (22) 

Beweis: Die Formeln (20) —(22) werden durch Anwendung der Definition In 

mittels den Formeln (9) — (13) direkt verifiziert. 

Bemerkungen: 
1° Es sei u3 = 0 in R. Dann auch I3 = 0 in R und aus (20) folgt, dass in diesem 

Falle/I2 — 3IjI2 = 0 in R ist. Hieraus erhalten wir, dass I2 = C/3, d. h. 

4/r - 5f'2 + 16/2g = Cf3 (10') 

in R, wo C eine beliebige Konstante darstellt. Es braucht also I2 .= 0, d. h. w2 s 0 
in R nicht zu sein. 
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2° Wählen wir eine der Funktionen f g in der Differentialgleichung (1) fest, dann 
ist es möglich die zweite von ihnen so festzustellen, damit ein gewisser Koeffizient un 

der Reihe (3) identisch Null in R wäre. Dazu ist es notwendig und genügend, dass 
diese Funktion eine Lösung der Differentialgleichung I„(x) = 0 im Intervall R ist, 
wo In (für n ^ 5) durch die Formeln (9) —(13) gegeben wird. Dabei, wenn in R die 
Funktion f festgewählt wird, so ist bei demselben n die entsprechende Differential­
gleichung einer niedrigeren Ordnung als im zweiten Falle. 

Fall g(x) = 0 in K. Aus Satz 2 ergibt sich, dass u2 = 0 in R genau dann, wenn die 
Funktion f in R der Differentialgleichung 

4zz" - 5z'2 = 0, (23) 

die im [3] untersucht wied, entspircht. Alle (nichttrivialen) Lösungen dieser Gleichung 
lassen sich durch die Formel 

z = e(ax + b)~4 

erklären, wo a, b(a2 + b2 > 0) beliebige Konstanten sind und e = ± 1 ([2], 6.162). 
Weiter u3 = 0 in R genau dann, wenn die Funktionfin R der Differentialgleichung 

4z V - \%zzz" + 15z'3 = 0 (24) 

entspricht. Ist u2 = 0, dann nach Satz 1 auch u3 = 0 in R ist. In Bemerkung 1° wird 
gezeigt, dass die umgekehrte Behauptung nicht gilt. Man kann daher erwarten, dass 
die Menge aller Lösungen der Differentialgleichung (23) eine Untermenge in der 
Menge aller Lösungen der Differentialgleichung (24) ist. Tatsächlich, alle Lösungen 
der Differentialgleichung (24) lassen sich durch die Formel 

z = e(ax2 + ßx + y)~2 

erklären, wo a, /?, y(a2 + ß2 + y2 > 0) beliebige Konstanten sind ([2], 7.8). Also 
nur die von den Lösungen der Differentialgleichungen (24), für welche der Ausdruck 
in der Klammer ein Quadrat, d. h. ax2 + ßx + y = (ax + b)2 ist, bilden gleichzeitig 
die Lösungen der Differentialgleichung (23). 

Jede Differentialgleichung der Form 

y"-l2f(x)y=0 (!') 

mit solcher Eigenschaft, dass die Koeffizienten der Reihe (3) für n ^ 2 identisch 

Null im Intervall R = 1 — co, J, resp. R = ( , +oo I sind, ist eine 

Differentialgleichung mit der Funktion 

f(x) = e(ax + bY\ 

falls a ^ 0. Ist a = 0, dannf(x) = C im Intervall R = (— co, + co). In diesem Falle 
sogar un = 0 in R für n g; 1. 
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S O U H R N 

POZNÁMKA K METODĚ WKB 

JIŘÍ Z E M A N 

V práci je studována diferenciální rovnice 

y"-iX2f(x) + g(x)-\y = 0 (1) 

v intervalu R, která transformací y = exp \_Á J u(x) dx] přechází v Riccatiho rovnici 

ku' + A V + a 2 / + g ) = 0 . (2) 

Rovnici (2) řešíme formálně řadou 
oo 

u=y>„(x)A-" (3) 
n = 0 

podle záporných mocnin parametru X. 
Jsou řešeny následující problémy: jaké podmínky musí splňovat funkce / a g 

v rovnici (1), aby 
1 ° řada (3) měla konečný počet členů 
2° vymizel identicky v R jistý koeficient un řady (3). 

Věta 1 podává řešení problému 1° a věta 2 řešení problému 2° pro n — 1, 2, 3, 4, 5. 

PE3KDME 

3AMEMAHHE K METODY BKB 

MP)KH 3EMAH 

B paGoTe M3ynaeTC5i AH4>$epeHUiHajibHoe ypaBHeHHe 

y" - [X2f(x) + g(x)] y = 0 (1) 
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в промежутке Я, которое преобразование у = ехр [Я ]* и{х) &х] переводит в урав­
нение Риккати 

Ы + Х2и2 + (Я2/ + #) = 0. (2) 

Уравнение (2) может быть формально решено при помощи ряда вида 

00 

« = 5>„(х)А-" (3) 
п = 0 

по отрицательным степеням параметра Я. 
Решены следующие проблемы: каким условиям должны удовлетворять 

функции/и § в уравнении (1), чтобы 
1° ряд (3) обладал конечным числом членов 
2° некоторый из коэффицентов ип ряда (3) был в I? тождественно равным нулю. 

В теореме 1 дается решение проблемы 1° и в теореме 2 решение проблемы 2° 
для п = 1, 2, 3, 4, 5. 
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