Sbornik praci Pfirodovédecké fakulty University Palackého v
Olomouci. Matematika

Jiff Zeman
Eine Bemerkung zur WKB-Methode

Sbornik pract Prirodovédecké fakulty University Palackého v Olomouci. Matematika, Vol. 17 (1978), No. 1,
61--68

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120068

Terms of use:

© Palacky University Olomouc, Faculty of Science, 1978

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/120068
http://project.dml.cz

1978 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOM UCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 57

Katedra matematické analyzy a numerické matematiky pFirodovédecké fakulty Univerzity Palackého
v Olomouci

Vedouci katedry: Prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc.

EINE BEMERKUNG ZUR WKB-METHODE

JIRI ZEMAN
(Eingelangt am 15. Mdrz 1977)

Das Wesentliche der klassischen Methode WKB liegt in folgendem: es liege eine
Differentialgleichung

y' = [2f(x) + gx)]y =0 )

vor, wo die Funktionen f # 0, g Ableitungen beliebiger Ordnung im Intervall R
besitzen und A einen Parameter darstellt. Die Transformation

y =exp [4 [ u(x) dx]
iiberfiihrt die Gleichung (1) in die Riccatische Differentialgleichung
o+ 2t — (A +g) =0. ()

Losen wir diese Gleichung formell durch die Reihe der Form

0

U=y u(x)A™" (3)

n=0

Setzen wir die Reihe (3) in die Gleichung (2) ein, so erl*alten wir fiir die Koeffizienten
u,(x) der Reihe (3) folgende Bedingungen:

Uo = 8f1/2! e=*l1,

uy = —Quo)™" up,

uy = —Quo) Uy + ui - g), C))
u =

n
ner = —Quo) M+ Y U,y q-,)  fir n=2.
p=1

Die letzte Bedingung (4) lasst sich durch die folgenden Bedingungen ersetzen:

Up—y = —Qug)™! (“,2(1—1) + 2y -1y + 2upuy -3+ .+ 20y quy), @)
upy = —Que) ™t (Wai~y + 2uguy_y + Qustty—1y F oo+ 20 gty + U)
fir / = 2.
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Auf Veranlassung des Herrn Prof. Dr. M. Laitoch betrachtete ich folgende
Probleme: welche Bedingungen haben die Funktionen f und g in der Differential-
gleichung (1) zu erfiillen, damit

1° die Reihe (3) eine endliche Zahl von Gliedern besitze

2° irgendeiner von den Koeffizienten u, der Reihe (3) verschwinde.

Die Zielsetzung dieser Arbeit ist die Losung gegebener Probleme. Satz 1 bringt
die Losung vom Problem 1° und Satz 2 die Lésung vom Problem 2° fiir n £ 5.

Satz 1. Im Intervall R seien die Funktionen f # 0, g in der Differentialgleichung (1)
mit Ableitungen beliebiger Ordnung gegeben und u, mége fiir n =0, 1,2, ... den
Koeffizienten der formalen Reihe (3) bezeichnen.

a) Ist u; = 0 in R, dann u, = 0 in R fiir jede ungerade Zahl n > 3.

b) Ist u, =0 in R, dann u, = 0 in R fir jedes n = 2.

c) Die Reihe (3) besitzt eine endliche Zahl von Gliedern genau dann, wenn u, = 0
in R fiirn = 2.

Beweis:
a) Es sei u3 = 0 in R. Dann nach (4)
uy = —Quo) ' uj,
Us = "(2”0)_1 (uy + 2uiu,) = "(2”0)_1 {[_(2”0)_1 ”g]’ + 2”1["(2140)—1 “g]} =
= —uzusuél,

was besagt, dass us = 0 in R.
Es folge nun aus der Bedingung 3 = 0in R, dass us =0, u; =0,...,u;,_, =0
in R fiir ein gewisses / > 2. Dann nach (4')
_11—1
Uy = —Q2uy) Zluzjuz(z—l) )
=
und weiter
Ugror = —Quo) ™" (uyy + 2uyuy). (6)
Setzen wir die Beziehungen aus (5) in (6) ein, so erhalten wir

-1

Uzjpp = (2140)—1 Z U (U jy + 2ugtaq_jy). @)

ji=1
Die Ausdriicke u}—, + 2uyuy- ;) fir j = 1,2, ...,1 — 1 in (7) stellen bis auf den
Faktor —(2u,)”! die Koeffizienten u,,_;, u5,_3, ..., 43 der Reihe (3) dar, worin

die Glieder identisch Null in R nicht geschrieben sind. Diese Koeffizienten sind jedoch
identisch Null in R und mithin es folgt aus (7), dass #3;4+; = 0in R.
b) Es sei u, = 0 in R. Dann nach (4)

uy = —Qug)~* (uy + 2uu,) =0
in R.
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Es folge nun aus der Bedingung u, = 0 in R, dass u; =0 in R fiir 2 <j < n.
Dann nach (4)

n
Uy = ‘(2”0)—1 (u, + Z Uplyyg-p) =0
p=1

in R, denn jeder Summand in der Klammer mindestens einen Faktor enthilt, der
identisch Null in R ist.

c) Ist u, = 0 in R fiir n = 2, dann besitzt die Reihe (3) eine endliche Zahl von
Gliedern.

Es gelte umgekehrt fiir ein gewisses / > 2

Uy =004, =0,u3=0, ... ®)
in R. Dann nach (4') gilt
Uy = —Quo) ! (g + 2uguyy g o+ 20 Uy + u,z)

Hiervon als Folgerung von (8) ergibt sich, dass gleichfalls #, = 0 in R.
Ist uy =0, u, =0, us =0, ... in R, dann gleichfalls #, = 0 in R, denn nach (4)

uy = —Quo) ™" (uy + 2uguy + ul)
ist.

Satz 2. Der Koeffizient u, der Reihe (3) ist identisch Null im Intervall R fir
n =1,2,3,4,5 genau dann, wenn I,(x) = 0 in R, wo

I =f, (6)
I, = 4ff" ~ 5" + 16gf?, (10)
Iy = 4" — 18ff'f" + 15" — 16gf*f" + 16¢'f3, (11)
Iy = 64f>F @ — 448F2F'f" + 17681 *f" — 304f*f"* — 1105f"* — 384gf>f" +

+ 800gf*f"* — 256g°f* — 640g/f" + 256¢'f*, (12)

Is = 164 = 160731 + 9007 %" = 272f*f";"" = 3390/f" +
+ 1224771172 + 1695f"° + 864gf [ " — 960gf*f"* — 128gf* + 256g*f" —
~ 256g8'° + T20g'f3f"2 — 228g'f*f" — 288" + 64g"f". (13)

Beweis: Aus (4) ergibt sich, dass in R

4y = 0 genau dann, wenn u; = 0,
4, = 0 genau dann, wenn u} + uf —g=0,
u3 = 0 genau dann, wenn u, + 2uyu, =0,
4y = 0 genau dann, wenn uy + 2u,us + u3 = 0,
us = 0 genau dann, wenn uy + 2u,u, + 2u,uy = 0.
Ist
uy = —(2uo) "t ug, (14)
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und folglich
, i, - 1 -2
Uy = —7uouo1 + 7uozuo .
Dann ergibt sich, dass
1, - )
Uy = —Qug) Ly +ui — g = —(Qup)” ( udug® — 5 Uy | = g). (15)

Weiter ist
uy = 71( upugt — %— upugug > + z— ugug* + % gugt — % guoUy 2,
und demnach
Uy = —Quo) ' (uy + 2uyu,) =
3 Zubugug >+ %u}fu&“ + —2—g’u§1 — guguo”z). (16)

]- m, —2
= —Qug)~ (—uouo iy

Weiter gilt
) - 15 4 -
uy = —% ulPug® + —z— ugugug * — T ugiugite ® + e ug'ug ° +
1 "= P 1
+ i u[)’ZLlO_4 — %gu{)zuo"t + jg“O“O + g'ugug 3. Z—g Ug
und somit
uy, = —Qug) " (uhy + 2uquy + u3)
5 ’ " - ’ ”n -
= —Q2uy) " (—%u‘o‘”uo 1 4 Uou ugug® — e wzufug > +
2 13 ., - 9 2 - 3,3
+ 692;-7 1.464“(;6 + —1'—6— uoz - _8'gu02u0 N + —4— gugly +
1 5 1 ug?
+Tg Uo +Tgu0uo 7 8o > (17
Schliesslich
— 199 ’ m, - ~ m.om, =5
uy = —1—16—u$)5)u54 — —upu§ug® + 3 uguguy ® — T Holtolo
_ 263, o - 2079 ,s _g . 95 6
—8§9§1~ Supug T + 7 cugtug ® + 128 ulug ® = Tg 840 Yo +
_ 3, - 3 , - 1, -3

+ i8‘8“5“6“0 — g BUollo * + 3 gluguo * — 7 88&Uo +

- ", o 1 m. =3

+ ~i’%g’u'ozuo — gupugt — glupugt + g & Yo

und gleichzeitig
us = —Quo) ™" (uh + 2uyuy + 2uzu;) =
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_ 1 - 15 , - 1, ,, -
= —u,) 1(ﬁ uug* — i upu§Pug® + 16 ulugug® —

e 255 . s 2 e 153 e s
—~2-u8u{§’u05— < ugugug |+ ugugiug +-Tu6u0 -

13, - 21 roon, = 1 m, = o= 1 ro—-
- Tg”03u0 °+ 2 8lotolo ° - Tg“ouo4 + glugue* — 5 &8Uo +

9 ! - 9 ’ " - 9 " ’ - 1 " -
+7gu3u05—gguouo“——g—guouoﬁ—?g “03>- (18)
Weiter gilt:

Ug = 8fl/29

up =S - 1),
uy = o AP = 6+ ),
ug = o ST = 1672+ 36 = 1207 = 15, (19)
u§Y = 5 £ TGO — 40P 1D 4+ 12077 7 — 80
— 300ff"3f" + 180f2f'f"* + 105f"%).

Die Behauptung des Satzes erhalten wir durch Einsetzen von (19) in (14)—(18).

Satz 3. In R gelten die Formeln ( = —d—>:

dx
Iy= fI, — 31,1, (20)
I, = 16f1; — 121,1, — IZ, (2]
4l = fI, — 61,1, — 2L1,. (22)

Beweis: Die Formeln (20)—(22) werden durch Anwendung der Definition I,
mittels den Formeln (9)—(13) direkt verifiziert.

Bemerkungen:

1° Es sei u3 = 0 in R. Dann auch I35 = 0 in R und aus (20) folgt, dass in diesem
Falle fI, — 31,1, = 0 in R ist. Hieraus erhalten wir, dass /, = Cf?, d. h.

aff" — 5% + 16f%g = Cf? (109

in R, wo C eine beliebige Konstante darstellt. Es braucht also I, =0, d. h. u, = 0
in R nicht zu sein.
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2° Wahlen wir eine der Funktionen f, g in der Differentialgleichung (1) fest, dann
ist es moglich die zweite von ihnen so festzustellen, damit ein gewisser Koeffizient u,
der Reihe (3) identisch Null in R wire. Dazu ist es notwendig und geniigend, dass
diese Funktion eine Losung der Differentialgleichung 7,(x) = 0 im Intervall R ist,
wo I, (fiir n £ 5) durch die Formeln (9)—(13) gegeben wird. Dabei, wenn in R die
Funktion f festgewahlt wird, so ist bei demselben n die entsprechende Differential-
gleichung einer niedrigeren Ordnung als im zweiten Falle.

Fall g(x) = 0 in R. Aus Satz 2 ergibt sich, dass u, = 0 in R genau dann, wenn die
Funktion f in R der Differentialgleichung

4zz" — 52'% =0, (23)

die im [3] untersucht wied, entspircht. Alle (nichttrivialen) Losungen dieser Gleichung
lassen sich durch die Formel

z = glax + b)™*

erkldren, wo a, b(a®> + b* > 0) beliebige Konstanten sind und ¢ = +1 ([2], 6.162).
Weiter u; = 0 in R genau dann, wenn die Funktion fin R der Differentialgleichung

4z2z" — 18z7'z" + 152’3 =0 (24)
entspricht. Ist u, = 0, dann nach Satz 1 auch u; = 0 in R ist. In Bemerkung 1° wird
gezeigt, dass die umgekehrte Behauptung nicht gilt. Man kann daher erwarten, dass
die Menge aller Losungen der Differentialgleichung (23) eine Untermenge in der

Menge aller Losungen der Differentialgleichung (24) ist. Tatsachlich, alle Losungen
der Differentialgleichung (24) lassen sich durch die Formel

z = glax? + Bx + )72

erkliren, wo a, B, y(e®> + B* + y* > 0) beliebige Konstanten sind ([2], 7.8). Also
nur die von den Losungen der Differentialgleichungen (24), fir welche der Ausdruck
in der Klammer ein Quadrat, d. h. ax? + fx + y = (ax + b)? ist, bilden gleichzeitig
die Losungen der. Differentialgleichung (23).

Jede Differentialgleichung der Form

Yy = 2f(x)y=0 (1)
mit solcher Eigenschaft, dass die Koeffizienten der Reihe (3) fiir n > 2 identisch
Null im Intervall R = (—oo, __ab_)’ resp. R = (—%, +oo) sind, ist eine
Differentialgleichung mit der Funktion

f(x) = elax + b))%,
falls a # 0. Ist @ = 0, dann f(x) = C im Intervall R = (— o0, + ). In diesem Falle

sogar u, =0 in R firn = 1.
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SOUHRN

POZNAMKA K METODE WKB

JIRI ZEMAN

V praci je studovana diferencialni rovnice
y' = [Af(x) + g(0)]y =0 (1)
v intervalu R, ktera transformaci y = exp [ [ u(x) dx] pfechazi v Riccatiho rovnici
 + A+ (G +g) =0. 2

Rovnici (2) feSime formalné fadou
u= 3y u,(x)A™" 3)

n=0

podle zapornych mocnin parametru A.

Jsou YeSeny nasledujici problémy: jaké podminky musi spliiovat funkce f a g
v rovnici (1), aby

1° fada (3) méla koneény pocet &lenit

2° yymizel identicky v R jisty koeficient u, fady (3).
Véta 1 podava feSeni problému 1° a véta 2 feSeni problému 2° pron = 1,2, 3,4, 5.

PE3IOME

3AMEYAHUE K METOAY BKb

NPXHN 3EMAH
B pa6ore usyuaetcsa mnddepennuanbioe ypasHeHUE
V'= () + gx)]y =0 6]
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B IPOMEXYTKe R, KoTopoe npeo6pa3osanue y = exp [4 [ u(x) dx] nepeBomuT B ypas-
HeHue Puxkatm
M+ 2Put + (A +g)=0. ?2)

Vpasuenue (2) MoxeT 6bITh GOPMATBHO PELICHO MPH MOMOIM Psla BUOA

0

u=>y u(x)L7" &)
n=0

IO OTPULATETLHBIM CTENEHAM mapaMeTpa A.

Peinenbl crenyroure mpobIieMEl: KaKUM YCJIOBMSIM [IOJDKHBI YIOBJIETBOPATH
¢byuxumy fu g B ypasHenud (1), uroGsi
1° psan (3) oGnagan KOHEYHBIM YHCIIOM YJICHOB
2° HeKOTOPBIii U3 Ko3puueHTOB U, psina (3) 65U1 B R TOXKIECTBEHHO PABHBIM HYJIIO.

B teopeme 1 naetcs peurenne npo6iieMsl 1° u B Teopeme 2 pererue npodaeMsr 2°
A n=1,2 34,5,
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