Sbornik praci Pfirodovédecké fakulty University Palackého v
Olomouci. Matematika

Vladimir Kosek

Bemerkung zum Bochnerschen Integral

Sbornik pract Prirodovédecké fakulty University Palackého v Olomouci. Matematika, Vol. 18 (1979), No. 1,
35--41

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120080

Terms of use:

© Palacky University Olomouc, Faculty of Science, 1979

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/120080
http://project.dml.cz

1979 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 61

BEMERKUNG ZUM BOCHNERSCHEN INTEGRAL

VLADIMIR KOSEK
(Eingelangt am 31. Marz 1978)

Vorwort

Die Konstruktion des Bochnerschen Integrals liegt in der Verbindung der Kon-
struktion des Lebesgueschen Integrals mit einem Verfahren, das in dieser Arbeit
béschrieben wird. Die Aufgabe dieser Arbeit war, eine solche Verallgemeinerung
dieses Verfahrens zu finden, damit sich sowohl seine Anschaulichkeit als auch seine
Brauchbarkeit (sieche Beispiel am Ende) potenzieren.

Der Autor hat zu dieser Arbeit seine Dissertation benutzt.

1. Einige topologische Eigenschaften

In der ganzen Arbeit sind (F, || [|) und (G, || ||), kurz nur F und G, zwei allgemein
verschiedene Banachriume, und E ist ein reeller Vektorraum der auf einer nichtleeren
Menge T definierten endlichen reellwertigen Funktionen.

Definition 1: Es sei X ein reeller Vektorraum. Eine nichtnegative auf X definierte
Funktion p heifit Halbnorm, wenn sie fiir alle x, y € X und jede reelle Zahl a erfiillt:

plax) = [a[p(x) 0y
p(x + y) £ p(x) + p(»). (2)

Da feE eine reellwertige Funktion ist, definiert das Produkt f(z).v(v € F) auf T
eine Abbildung ¢ von E XF in den Raum Y aller Funktionen von T in F.

Satz 1: Es sei H die lineare Hiille von ¢(E x F). Dann wird eine Halbnorm mit den
folgenden Eigenschaften durch

a(g) = inf { z P ol g = ; o(fir 0} )

auf H definiert.
a) qlp(f,v) =p(f) . llv].

b) Die Abbildung u — u o ¢ ist eine lineare Isomorphie von dem Raum aller stetigen
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linearen Abbildungen von (H, q) in (G, || ||) auf den Raum aller stetigen bilinearen
(d. h. linearen in jeder Verdnderlichen) Abbildungen von (E,p)x(F, | |) in
G, 1.

¢) Sei S eine nichtleere Teilmenge von T und existiere im Raum aller reellwertigen
endlichen Funktionen auf T eine solche volistindige Hiille (Eg, ps) von (E, p),
die diese Eigenschaften hat:

Auf Eg ist ps(| 1) = ps(f), 0 = f < g= ps(f) £ ps(g). Fiir jedes fe H
istq(/) = p(lLf1) D). )

(4) Wenn eine Reihe Zf,, f, € E, in (Es, pis) absolut konvergiert und f ihre Summe
ist, besteht in E eine solche Reihe Ef, und feEs, dap p(f, — f) =0,
ps(f — f) = 0, fiir jedes te S die Reihe 2fi(t) absolut konvergiert undf'(t)
ihre Summe ist.

Fiir jede konvergierte Folge {f,}, die in jedem t € S gegen eine engliche auf T
definierte Funktion f konvergiert, gilt: fe Es, ps(f, = f) = 0.

(5) Wenn f(t) = g(t) fiir alle t € S gilt, ist ps(f) = ps(g).

Dann existiert in' Y eine solche vollstindige Hiille (Hg, §s) von (H, q), die, schrei-
ben wir statt E H und statt p q, die Eigenschaften (4) und (5) hat.

Beweis von den Behauptungen a) und b) kann der Leser in [5], Abschnitt 6.,
Kapitel 3., finden. Dort sagt man auch, daB ein beliebiges Element x aus einer voll-
standigen Hille (H,, ¢g,) von (H, ¢q) eine Summe der absolut konvergierten Reihe
Zo(f;, vy), wo f; € E und v; € F, ist. Aber das heiBit nach dem Satz la) und nach den
Voraussetzungen in c), daB auch die Reihe (*) Zp(f) || v; | = Zp(f; || v; ||) konver-
giert. Von da und von den Anforderungen in c) bekommt man, daB die Reihe
Z | ﬁ(t) v; || fiir alle € S konvergiert und auf S eine Funktion f~mit Werten aus F
definiert. Setzen wir fiir jedes g € Y, das auf S gleich fist, g € Hg, und fiihren wir gg(g)
als den Wert von g,(x) ein. Wenn wir das fir jedes (*) und x € H; durchfiihren,
erhalten wir den Raum Hg und die Halbnorm g, die schon sichtlich alle Eigenschaften
aus dem Satz Ic) haben.

Bemerkung 1: Wenn wir an Stelle einer Menge S ein System # dieser Mengen S
annehmen und dciinieren:

feHefHs fireinSeZ und  §(f) = gs(f)

geniigt dazu, daB (H, ) cin volistindiger Raum war, die Abgeschlossenheit von 2
beziiglich abzahlbarer Durchschnitte.

2. Topologiec und Verband

Dieser Abschnitt hat zwei Teile. Der erste Teil enthélt eine Definition und zwei
Sitze und der zweite ein wichtiges Beispiel.
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Definition 2: Es sei X ein reeller Vektorraum und (X, £) ein Verband. Dann X
heifit linearer Verband, wenn fiir alle x, y, z € X und jede positive Zahl a

Q) xSy=>x+z5y+z
b) xSy=ax < ay

gelten. Bezeichnen wir noch sup {—x, x} durch | x |.
Es sei S eine nichtleere Teilmenge von T, V der Raum aller endlichen auf T
definierten reellwertigen Funktionen und die Relationen =g und < durch

f=sg<f(t)=g() firalle teS
fSsgef(t)<gkt) fiuralle teS

bestimmt. Dann V ist mit =g und =<g ein linearer Verband. Endlich sei E ein Vektor-
teilraum von V, der beziiglich =¢ und <4 Verband ist.

Satz 2: Seien (F, | [|) und (G, | ||) zwei Banachriume und \y eine solche bilineare

Abbildung von EXF in G, dap fiir jedes fe E

p(f) = Sup{; I (fi, o) I1;0 <5 £, ;f.- Sslfhillvl £13 ©
endlich ist. Dann ist p eine Halbnorm und

a) auf E ist p(Lf1) = p(f),
pUSI+1gh=pUfD) +plgl

b) y: (E,p) x(F, I 1) = (G, || ) ist stetig,
¢) jede andere Halbnorm mit den Eigenschaften a), b) definiert auf E eine stirkere
Topologie als p.

Beweis:a) Wenn 0 <51, 0 <5g, e =5 f + gund ¢ eine positive Zahl ist, kénnen
wir nach (6) schreiben:

ple) — Z 1w s || < .

Bezeichnen wir e} = inf {e,,f} und e} = e, — e}. Die Eigenschaften von E ge-
wiihrleisten, daB fiir €S entweder el(t) = e,(t) oder el(¢) = f(t). Von da und
aus der Beziehung e¢; <gf + g bekommt man e} <fund e} <qg.

Definieren wir fir k = 2,...,n
k-1
ep=inf{e, f— Y ei}, et=e — e
1
Wenn wir fiir k = 2, ..., n dieselbe Betrachtung wie fiir £ = 1, wobei wir statt f
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k-

k-1
= ;e- und statt g g — Ze stellen, ausfiihren, erhalten wir Ze <sf und

e; <sg. Daher

MM

A+ S e+ T 1Wens) | =ot 31w + sl 5o+ Z el 0 1+
1
+ 12 I Wier, s | < € + p(f) + p(g), d. h. p(f + &) < p(f) + p(g)

Die umgekehrte Ungleichung und die Beziehung p(| f|) = p(f) folgen direkt
aus (6).

b) Jedes fe E hat die Gestalt f/* — f~, wo 0 Ssf ", 0 Ssf 7, | fl =sf* +f~
(siehe [6]).

Es ist klar, daB y stetig ist, wenn

ool =p(Nlvel @)

gilt. Beweisen wir jetzt fiir ¢ (7).
Wenn v = 0, hat (7) sichtlich Giiltigkeit. Sei v # 0, d.h. | v| # 0. Dann
Jollo]™" |l =1 und fiir f*, £~ ist nach (6)

T oo™ 1 £ p(fF7)
I olo ™D 1 £ p(f).

Davon || ¢(f*,v) | < p(f*) I vl und | ¥(f7,v) | £ p(f7) I vll. Durch die Ver-
bindung der bisher erworbenen Erbegnisse iiber p bekommen wir (7).

c) Wenn p, die Eigenschaften a), b) hat, muB eine solche positive Zahl C bestehen,
daB | Y(f,v) | £ Cpi(H) |l v || und fiir die in (6) auftretenden fi, vi w(f,, v) | £

< Cpy(f) Il vi || ist. Daher Z (i, o) = CPl(Zf) s Clp(1 /1) = Z £+

+ P1(;f:)) = Cpy(f), d.i. p(f) £ Cpy(f).

Sei (E, p) der Raum aus Satz 2 und (Eg, ps) seine vollstindige Hiille in V. Setzen
wir voraus, daB Eg beziiglich =g und <gein Verband ist und ps die Eigenschaft a) aus
Satz 2 hat.

Satz 3: Wenn wir zu den schon angefiihrten Voraussetzungen und Bezeichnungen
noch das Symbol E, fiir einen dichten linearen Teilverband von (Eg, ps) hinzufiigen,
kann man die bilineare Abbildung  von E xF auf Eg X F eindeutig ausdehnen, wobei
ihre Einschrinkung auf E, xF eine Funktion durch (6) auf E, definiert, die auf E,
gleich pg ist.

Beweis: Wir benutzen die Ungleichung (7) und wahlen in (7) v fest. Dann ist
eine lineare stetige Abbildung, die wir auf Eg ausdehnen konnen (siehe [6]). Fiihren
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wir das fiir jedes v € F durch und bezeichnen wir diese Ausdehnung wieder mit .
¥ ist offenbar bilinear und die Ungleichung (7) hat Giiltigkeit auf Egx F. Daraus
folgt die Stetigkeit von . Verwenden wir im Satz 2 statt E den Raum E, , bekommen
wir durch (6) auf E, eine Funktion (bezeichnen wir sie p), fiir die (7) auf E; xF
die Gestalt

Iy (ol =p(H.lvl ®

hat. Nach Satz 2c) fiir p muB die vollstindige Hiille von (E,, p) den Raum Ej
enthalten. Daher konnen wir (8) in gleicher Weise wie (7) auf Eg x F ausdehnen und
durch Einsetzen (7) in (6) fiir p und (8) in (6) fiir p bekommen wir den ganzen Beweis
von Satz 3.

Bemerkung 2: Auch hier kénnen wir statt S ein System # der nichtleeren Teil-
mengen von T in Betrachtung ziehen und Relationen =, < auf diese Art einfithren:

f=g<f=sg fiir eine Menge S e #
fSgef=<sg fiir eine Menge Se #

Beispiel: Es sei T ein lokal kompakter Raum, W der Raum aller stetigen Ab-
bildungen von T in F, deren Triger kompakt ist. Setzen wir 2 = {T}und E = C_(T),
siehe die Bemerkungen 1, 2, und [6]. Ferner sei W, bzw. E, ein Vektorraum aller
Funktionen aus W, bzw. E, deren Trager die Teilmenge von der kompakten Menge K
ist. Auf jedem Wy und Ey setzen wir die gleichméiBige Konvergenz voraus. Es sei J
eine lineare Abbildung von W in G, deren Einschriankung auf die beliebige Menge W¢
stetig ist.

Waihlen wir eine kompakte Menge K < T fest. Sichtlich ist ¢(Ex x F) = Wg.
Nach (3) aus Satz 1 kann man fiir eine beliebig kleine positive Zahl ¢ und g aus der
linearen Hiille Hy von ¢(Eg % F) schreiben:

;Hfill il < q(g) + &, w0g=1Z<p(fi,v,-)

Dabher gilt fiir die Norm des Raumes Wy:
legl=XIfill-loll <a(@+e  dhlgl<q(e
1

Daraus folgt, daB J auf (Hg, q) stetig ist. Nach Satz 1b) ist auch = J o ¢ eine
stetige Abbildung von Eg xF in G.

Setzen wir voraus, dafl die Funktion p aus Satz 2 fiir jedes f € E und jede kompakte
Menge K existiert. Aus (6) folgt die Eindeutigkeit der auf diese Weise auf E definier-
ten Funktion p.

Nach [6], Seite 76, konnen wir zu einer kompakten Menge K, = T eine kompakte
Menge K, wihlen, daBl K; = K, und eine nichtnegative Funktion f, = Eg,, die
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auf K gleich 1 ist, besteht. Daraus folgt: Fiir fe E, d. h. fe Eg, fiir eine K, ist
auf T /()] < | f1| und p(f) < p(1FI) - fo = 1FD + 20D = p(f2) I f1. Also pist
in (Eg, || |) stetig.

Nach [6] ist zu p ein MaB p zugeordnet (p(f) = [ | f(t)Idp). Sei £ jetzt die Menge
aller Teilmengen A von T, die die Gleichung u(T — A) = O erfiillen, und sei E der
Raum integrierbarer Treppenfunktionen. Dann kénnen wir y auf E xF eindeutig
ausdehnen und nach Satz 1b), ¢) und Bemerkung 1 zu y auf (H, §) eindeutig eine
lineare stetige Abbildung I von H in G zuordnen. I heiBt das Bochnersche Integral.
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Shrnuti

POZNAMKA K BOCHNEROVU INTEGRALU

VLADIMIR KOSEK

Piechod od Lebesgueova integralu k Bochnerovu integrdlu spo€ivd na téchto
principech: Uréitému topologickému prostoru E realnych funkci definovanych na T
a normovanému prostoru F se pfifadi topologicky prostor H zobrazeni z T do F tak,
Ze mezi spojitymi linearnimi zobrazenimi na H a spojitymi bilinearnimi zobrazenimi
na E x F existuje vzajemné jednoznacna korespondence (viz véta 1, kde se také sleduje
vztah mezi ziplnénim prostortt E a H pfi specialni volbé E). Druhy princip se tyka
vztahil mezi topologii v E a bilinedrnim zobrazenim na E x F (viz véty 2 a 3). Piistup
k témto principim jsem zvolil tak, aby se zvysila jejich ndzornost a pouZzitelnost
(viz piiklad). Co se tyCe dikazl jednotlivych tvrzeni, byly diikazy provedeny jen
tam, kde nebyl moZny odkaz na literaturu.
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Pesiome

JAMEYAHUE K UHTETPAJIY BOXHEPA

BIIAAUMUNP KOCEK

Ilepexon ot mHTerpana JlebGera x uHTerpajy BoxHepa COCTOMT B CEAyIOIIMX
NPUHIOMIAX: ONPEAEJIEHHOE TOIIOJOTHYECKOEe NPOCTPAHCTBO E meHCTBUTENbHBIX
(byHxnuit, ompenengeMblX Ha T ¥ HOPMUPOBAHHOE HPOCTPAHCTBO 7 IPUBOIUTCS
B COOTBETCTBHE C TONOJOrMYeCKUM npocTpancTBoM H otobpaxennit T B T Tax, uto
MeXKIy HENPEPLIBHBIMHE JIMHEHHBIMY 0TOOpaxeHusamu Ha H u HempepriBHBIMY G¥ITH-
HEHHBIMH oTOOpaxenusiMu Ha E x T cymiecTByeT B3aWMHO OJHO3HauHast Koppec-
TOHAEHIUA (CM. TeopeMa 1, rae Takxke UCCIIeNYeTCsl OTHOLUEHHE MEXIy IIOMOJIHE-
#ueM mpoctpadctB E u H mpu cneymansioM Beibope E). Bropoit nmpuHmum xa-
caeTcs OTHOLUEHHH Mexay Tomojioryeit B E u GununeiinsiM oTo6pakenueM Ha E x T’
(cm. Teopemspt 2 1 3). TToaxon K JaHHBIM NPUHIMNIAM BBHIOHMPAETCSA TakuM o6paszoM,
4TOOBI MOBBLICHTH MX HALJIALHOCTH M IPUMEHAEMOCTH (CM. IPHUMED). B oTHOWmEeHne
JOKA3aTeJIbCTB OTAEJIBHBIX YTBEPXKICHUH yKa3blBaeTCs, YTO [OKa3aTeNbCTBA Jie-
JIAFOTCS JIMIIb TaM, TI€ HEBO3MOXHA CChUIKA Ha JIUTEPATYpY.
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