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ZUR EXISTENZ EINES ORDNUNGSVERHALTNISSES
AUF DER AFFINEN EBENE

FRANTISEK MACHALA

Vorgelegt am 30. April 1984

In der vorliegenden Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fir die Existenz eines Ordnungsverhiltnisses auf der affinen Ebene gefunden.

Vorgegeben sei eine affine Ebene o = (2, %, €) (siche etwa [3]). Eine durch
verschiedene Punkte P, Q € & bestimmte Gerade p € ¥ bezeichnen wir mit p = PQ
und mit P = p 1 q bezeichnen wir den Schnittpunkt P der Geraden p, g mit p }f q.
Das Symbol L(A4, a) bedeutet eine Parallele zur Geraden a durch einen Punkt A.
Es sei ein Koordinatensystem von &, d. h. ein Tripel (x, y, E) mit x, ye ¥, Ec &
und x fy, E¢x,yp, gegeben. Wir setzen O = x My, e = OE, R = é\{0} und
definieren auf der Menge R eine bindre Operation . nach [3], [4]. Dann ist Z =
= (R,.) eine Loop mit Einselement E.

Wir nehmen an, daB auf jeder Menge p\{P} mit Pe 2, pe? und Pep eine
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Aquivalenzrelation o(p, P) gegeben ist. Eine Klasse von o(p, P), die einen Punkt X
enthalt, bezeichnen wir mit gx(p, P). Wir betrachten die folgenden Behauptungen
(P1)—(P3):

(P1) gfe, O) ist eine Kongruention auf der Loop Z.

(P2) Es seien Pe 2, peZ mit P e p gegeben und sei ¢ eine Parallelprojektion
der Geraden p auf eine Gerade a. Aus U € gx(p, P) folgt ¢(U) € 0,x)(a; o(P)).

(P3) Es seien a, b zwei verschiedene Geraden mit einem gemeinsamen Punkt P
und seien 4, B, C, Dea, M, C’, D' € b von P verschiedene Punkte mit AM || CC’,
BM | DD’ und A € gg(a, P), C € gp(a, P) (Fig. 1). Dann gilt C’ € gp.(, P).

(P4) Es seien a, b, ¢ drei verschiedene Geraden mit einem gemeinsamen Punkt P
und scien 4, A’ €a, B, X, Ye b, C, C’ € c von P verschiedene Punkte mit AC || A'C’,
AB | A'X und BC || C'Y (Fig. 2). Dann gilt X € gy(b, P).

Fig. 2

(P5) Es seien a, b, m drei verschiedene Geraden, wobei a, m bzw. b, m cinen
Punkt P bzw. O gemeinsam haben (Fig. 3). Ferner seien M, N, M,N e m, My, M,
N,,N,ea, M|, M;, N/, N,, X€bvon P, O verschiedene Punkte mit MM, | NN,
MM, || NNy, m | MM{ | MyM' || N;N{ || N,N;, MM{ | NN{, MM, | NX. Dann
gilt X € oy,.(b, O0).

Satz 1. Es seien a, b, c drei verschiedene Geraden mit einem gemeinsamen Punkt P
und seien A, A'ea, C,C'ec, B,D,B’,X,Yeb von P verschiedene Punkte mit
AB| A'B',BC || B'C',CD || C'X, AD || A'Y. Gelten (P2), (P4), dann ist X € gy(b, P).

Beweis. Setzen wir U = L(4’, AC)M ¢ und X’ = L(U, CD) ™ b, dann gilt nach
(P4) U e gc (e, P) und nach (P2) X’ € ox(b, P) (Fig. 4). Zugleich aber folgt aus (P4)
X'eoy(b, P). Da o(b, P) eine Aquivalenzrelation ist, erhalten wir gy(b, P) =
= oy(b, P) und X € g4(b, P).
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Satz 2. Es seien a, b zwei verschiedene Geraden mit einem gemeinsamen Punkt P
und seien Py, P;,Q,,05€a, P,,P,, Q,,Q,, X€b von P verschiedene Punkte
mit PP, || Q1Q2, PoPs || Q2Q3, P3Py || Q3Q4, P1P, || Q. X. Gelten (P2), (P3), (P4),
dann ist Q4 € 0x(b, P).

m
\O

<l

Fig. 3

Fig. 4
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Beweis. 1. Es sei P,P; §f P,P, (Fig. 5). Bezeichnen wir den Schnittpunkt von
P,P;, P,P, mit S und setzen wir schrittweise T = PS1 0,05, O = L(T, P,P,) "
Ma, Q4 = L(T, PyP,) M b, dann erhalten wir nach (P4) Q€ ¢o,(b, P) und Q; e
€ 0g,(a, P). GemaB (P2) ist O, € ox(b, P) und folglich Q4 € ox(b, P).

O", Q,

Fig. 5
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2. Es sei P,P; || PyP4 (Fig. 6). Ist Q, = X, dann offensichtlich gilt Q, € ¢x(b, P).
Wir nehmen also Q4 # X an und setzen 4 = L(P;, Q,0,) M b. Wegen 0,04 ¥
f Q.05 und Q3Q; | P3Py, Q,0; || PiPy, Q3041 PsPa, 0,0, PiA erhalten
wir nach dem Fall 1 P, e g,(b, P). Setzen wir B = L(Q3, P34) ™ b, dann wegen
PyPy || 0205, PoPy || 020y, PyA|| 104, P34 || Q3B und P,P, jf Py A gilt nach
dem Fall 1 Q, € 05(b, P). Wird schlieBlich C = L(B, P,P,) M a gesetzt, dann wegen
P,co,0b,P), Q,€05b,P), P A| 0,0,, BC| P,P, erhdlt man nach (P3) Q, €
€ ocla, P). Aus (P2) folgt daraus X € 0g(b, P) und @, € 0x(b, P).

Definition. Es sei J die Menge aller geordneten Tripel kollinearer Punkte
0, A, B mit O # A, B. Unter einem Ordnungsverhiltnis (aus & in bezug auf %)
verstehen wir eine Abbildung t von J in ein Gruppoid ¢, fiir welche folgende
Bedingungen (T1) und (T2) geiten:

(T1) Fir je vier kollineare Punkte O, 4, B, C mit O A, B, C gilt
(0, A, B)1(0, B, C) = 7(0, A, C).

(T2) Gehen drei kollineare Punkte O, 4, B mit O # A, B durch eine Parallel-
projektion in Punkte O’, 4', B’ iiber, so gilt ©(0, 4, B) = ©(0’, 4’, B').

Bemerkung. Es sei t ein Ordnungsverhéltnis. Dann ist nach [4], Satz 2 (1(9),.)
eine Gruppe und (0, X, X) = 1 gilt fiir ein beliebiges Paar 0, X mit O # X,
woraus 1(0, 4, B) 1(0, B, 4) = 1(0, A, A) = 1 folgt.

Theorem. Ein Ordnungsverhiltnis ©1: 7 — 9 auf o induziert auf jeder Menge
p\{P} mit Pep eine Aquivalenzrelation o(p, P) durch die Vorschrift X ~ ¥ : <>
<P, X,Y)=1, X, Yep\{P}, wobei alle o(p, P) die Behauptungen (P1)—(P5)
erfiillen. Ist umgekehrt auf jeder Menge p\{P} mit Pep eine Aquivalenzrelation
o(p, P) erklirt und erfiillen alle o(p, P) die Behauptungen (P1)—(P5), dann gibt es
ein Ordnungsverhdltnis © auf & mit (P, X, Y) = 1< X ~ Y.

Beweis. I. Es sei t: 9 — ¢ ein Ordnungsverhaltnis auf /. Definieren wir auf
jeder Menge p\{P} mit Pep eine bindre Relation o(p, P) durch X ~ ¥: <
< 1(P, X, Y) = 1, dann o(p, P) ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Wir
wollen noch beweisen, daB alle o(p, P) die Bchauptungen (P1) —(P5) erfiillen. Die
erste Behauptung (P1) wird in [4], Satz 3 bewiesen.

Ad (P2). Ist ¢ einc Parallelprojektion von der Geraden p auf a, dann wegen (T2)
gilt Ueox(p, P) = 1(P. U. X) = 1 = t(@(P), ¢(U), ¢(X)) = 1 = ¢(U) € g,xa.
o(P)).

Ad (P3). Es seien die Voraussetzungen von (P3) erfiillt. Wegen A € gg(a, P),
C e gopla, P) ist ©(P, A, B) = (P, C, D) = 1, nach Bemerkung erhilt man daraus
(P, B, A) = ©(P, D, C) = 1 und gemiB (T1) ergibt sich ©(P, 4, C) = (P, B, A) .
.7(P, 4,C) = 1(P, B,C) = (P, B, D) «(P, D, C) = (P, B, D). Nach (T2) gilt
WP, A, C} = (P, M, C’) und (P, B, D) = (P, M, D), also (P, M, C') =
©(P, M, D"). Daraus folgt 1 = «(P, C', M)«(P, M,C") = ©(P, C', M)1(P, M, D') =
= 17(P, C', D), was C’ € ¢,,.(b, P) bedeutet.
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Ad (P4). Es seien die Voraussetzungen von (P4) erfiillt. Nach (T2) erhalt man
(P, A, A") = ©(P, B, X) = ©(P, C, C') = (P, B, Y), woraus 1 = (P, X, B) .
.7(P,B,X) = 1(P, X, B)t(P, B, Y) = ©(P, X, Y) und X € g4(b, P) folgt.

Ad (P5). Sind die Voraussetzungen von (PS) erfiillt, dann gilt (P, M, N) =
= (P, M, N,) = ©(P, M,, N,) = (0, M{, N;) = 1(0, M,, N;) = 1(0, M,N) =
= 1(0, M;, X). Wegen ©1(0, M;, N;) = (0, M,, X) erhidlt man 1 =
= 1(0, N3, M;) ©1(0, M,, N;) = 1(0, N,, M,) (0, M;, X) = (0, N,, X), also
X € oy, (b, 0).

II. Wir nehmen an, daB auf jeder Menge p\{P} mit Pep eine Aquivalenz-
relation o(p, P) erklirt ist, wobei alle ¢(p, P) die Behauptungen (P1) — (P5) erfiillen.
Ferner setzen wir ¢: = g(e, 0). Nach (P1) ist ¢ eine Kongruention auf der Loop #
und auf der Faktormenge R/g 148t sich deshalb eine bindre Operation . durch die
Vorschrift oxoy = 0x.y V X, Y € e\{O} definieren. Das Paar ¢ = (R/g,.) ist dann
ein Gruppoid mit Einselement 1 = gg.

Zu jedem Tripel (P, M, N) aus J erklaren wir einen Punkt X € e folgender-
maBen: Wir setzen m = PM.

(K1). Essei P = O.

a) Ist m # e, dann setzen wir X = L(N, EM) [N e.

b) Ist m = e, dann fithren wir durch O eine Gerade m’' mit m’ # e, auf m’
wihlen wir einen Punkt M, mit M, # O und setzen N, = L(N, MM,)1m’,
X = L(N,, M,E)re (Fig. 7).

Fig. 7

(K2). Es sei P # O.

a) Wir nehmen O ¢ m an. Durch O fiihren wir eine Gerade m’ mit m' # e,
OP und setzen M, = L(M, OP)Mm’, N, = L(N, OP)Om’, X = L\N,, M,E)e
(Fig. 8).

b) Wir nehmen O € m an. Durch P fiihren wir eine Gerade p mit p # m, auf p
wihlen wir einen Punkt M, mit M, s P und setzen N, = L(N, NM,) ™ p (Fig. 9).
Durch O fithren wir eine andere Gerade m’ mit m’ # e, m und setzen M; =
=L(M,,m)00m’, N{ = L(N;, m)"m’, X = L(N{, EM{)Ce.
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Fig. 8

Fig. 10
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Wir beweisen, daB durch die Vorschrifte (K1) und (K2) eine Abbildung von 7
in R/g definiert ist, d. h. daB jedem Tripel (P, M, N) aus J genau cin Element
0x € R/o zuordnet ist. Wir sollen also beweisen, da die Bestimmung von gy von
der Wahl der einzelnen Geraden und Punkte in (K1) und (K2) unabhingig ist.

Ad (K1) a) Der Punkt X ist eindeutig bestimmt.

b) Wir nehmen an, daB die Gerade m’ und der Punkt M, € m’ zur Bestimmung
von X nach Figure 7 verwandt sind.

(i) Wir wihlen einen Punkt M, e m’ mit M, # 0 und setzen N, = L(N, NM,)
mm', X' = L(N,, M,E) e (Fig.10). Nach wunseren Voraussetzungen gilt
NM, | NN,, MM, | NN,, M\E || N.X, M,E| N,X' und aus dem Satz 2 folgt
Qx = Qx'-

(i) Durch den Punkt O fiihren wir eine Gerade m” mit m"” # m und setzen
M, = MM, 0'm", N, = NN, om", X' = L(N,, M,E)0 e (Fig. 11). Nach (P4)
erhalten wir gy = gx.

(iii) Wir wahlen eine Gerade m” mit O € m", m" # m und einen Punkt M, e m"
mit M, # O (Fig.12). Dann setzen wir N, = L(N, M,M)"'\m", X' = L(N,, EM,)e

KOJD E XX M N e-m

-~ 0-P E XXX M N e=m

Fig. 12
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und M’ = MM,00m',N' = NN,m’, X" = L(N', M'E) 1 e. Nach (i) ist oy = 0x-
und nach (ii) gilt gx» = 0y, woraus gy = gy folgt. Die Erkldrung des Elementes
0x € R/ ist also von der Wahl der Geraden m’ und des Punktes M, unabhingig.

Ad (K2). a) Wir nehmen an, daB der Punkt X mittels der Geraden m’ bestimmt
ist (Fig. 8). Wir wahlen eine Gerade m” mit m” # e, O e m" und setzen M, =
= L(M, OP)mm", N, = L(N,OP)im", X' = L(N,, M,E)m e (Fig. 13). Nach
(P4) gilt dann oy = oy .

Fig. 13

<l

\2 \< ”U/Zl

Fig. 14
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b) Der Punkt X sei mittels der Geraden p, des Punktes M, € p und der Geraden
m' bestimmt (Fig. 9).

(i) Aufp wihlen wir einen Punkt M, mit M, # Pund setzen N, = L(N, MM,)0
Mp, My = LMy, m)im’, Ny = L(N,,m)~m’, X' = L(N,, M;E) (Fig. 14). Wir
wollen gy = gy beweisen. Dazu wihlen wir auf der Geraden m einen Punkt M
mit M # O und setzen N = L(N{, MM)" m, Y = L(N, MM;). Nach (P5) gilt
dann gy(m’, O) = gy,(m’, O). Setzen wir weiter X" = L(Y, M;E)rie, dann ist
nach (P1) ¢x» = ¢x., und nach Satz 1 gilt zugleich ¢y = gx-. Damit erhalten wir
x = @x'-

(ii) Durch P fiihren wir eine Gerade p’ mit p’ # m und setzen M, = MM, D p’,
N, =NN,0p', M; = L(M,,m)0m’, Ny = L(N,, m)0m’, X' = L(N;, M;E)(]
2m’ (Fig.15). Ferner setzen wit M = M, M|p', N = N,N{np', N, = L(N,MM)=
np,N{=LN,mynm’, X" = L(N|, M|E)C1 e. Verwenden wir die Behauptung

Fig. 15

(P4) auf die Punkte M, M,, M und N, N,,N,N,, dann erhalten wir gz(p’, P) =
= g5,(p’, P). Nach (P1) gilt gy;(m’, O) = oz,(m’, O) und gy = oy-. Betrachten
wir weiter die Punkte M, M,,N,, N, und M|, M;,N;, N,, dann gilt nach (i)
Qx = Ox~, WOTAUs gy = gy folgt.

(iii) Fiihren wir durch O eine Gerade m” mit m” # e, m' und setzen wir M, =
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=MM;0m", N, = NN,rim", X' = L(N,, M\E)T1e, dann gilt nach (P4)
ox = ex (Fig. 16).
(iv) Durch P fiihren wir eine Gerade p’ mit p’ % m, durch O fiithren wir eine

O ME XX e
M; Na m'
N,
m
P
\\.
Y
M / N4 N4 \E
/
N
/|
m

Fig. 16

Gerade m” mit m” # e, m’; auf p’ wihlen wir einen Punkt M, und setzen N, =
= LN, MM))Mp', M}, =LM,,myAm’, N, =LN,, mynm’, X =
= L(N;, M;E)re (Fig. 17). Wir wollen gy = gy beweisen. Setzen wir weiter
M, = MM,"p,N, = NN,Qp,M; = L(M,,m)yrim’, N, = L(N,,m)mim’, M=
=L(M,,m)nm", N = L(N,,mym", X" = L(N;, M;E)T1e, X = L(N, ME)1e,
dann gilt nach (i) gy = gx-, nach (ii) ist gy = g3 und (iii) impliziert gy = 03.
Da g eine Aquivalenzrelation ist, ergibt sich daraus gy = ox..

Wir haben also bewiesen, daB durch die Vorschrifte (K1) und (K2) eine Ab-
bildung T von  in ¢ = (R, .) definiert ist.

Im Falle (K1) b) gilt ©(P, M, N) = ox, aber nach (K1) a) ist zugleich ©(P, M, N,) =
= gy (Fig. 7). Somit gilt «(P, M, N) = ©(P, M,, N,). Ganz dhnlich erhalten wir
(P, M, N) = ©(P, M, N,) auch im Falle (K2) a) (Fig. 8). Verwenden wir (K2) a)
zu (K2) b), dann erhalten wir (P, M, N) = (P, M, N;) = 10, M{, N|) =
= 1(0, E, X) (Fig. 9).

Ferner beweisen wir, daBl t die Forderung (T2) erfiillt: Es seien (P, M, N),
(P,M',N)eTJ mit P, M, Nem, P,M',Nem’, P,P'ea, M,M'eb, N,N'ec
und a || b || c. Zum Beweis der Gleichheit (P, M, N) = ©(P’, M', N’) untersuchen
wir die einzelnen Fille.
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Zuerst nehmen wir an, daB m §f m’ ist. Dann gibt es einen Schnittpunkt R von m
und »'.

1. Wir setzen O ¢ m, m’ voraus.

a) Es sei R¢ e. Wegen O # R gibt es eine Gerade p = OR mit p # e, m, m’
(Fig.18). Setzen wir M, = L(M,OP)Tp, N, = L(N,OP)0p, M; = L(M', OP") ™

0 E XXX e

M ) >
" N M>/
N

o

<
A

26



Op, N{ =L(N',OP)p, X = L(N,, M(E)TY e, X' = L(N{, M{E) T e, dann
gilt nach (K2) b) oy = ©(P, M, N) und 0. = t(P’, M’, N'). GemaB (P4) ist )y, (p, O) =
= 0p,A(D, 0), on,(p, 0) = oy/(p, 0) und nach (P3) ergibt sich gx = oy, also
(P, M,N) = t(P',M',N').

b) Es sei R €e. Wir wihlen eine Gerade u mit Réu, u fa, u ffm, u ff m" und
setzen P’ =uTa, M" =ulb, N" =ulc. Da der Schnittpunkt von u, m
bzw. u, m’ auf e nicht enthalten ist, gilt nach dem Fall @) ©(P, M, N) = ©(P", M", N"),
w(P', M', N") = ©(P", M", N") und folglich (P, M, N) = =(P’, M’, N').

2. Wir nehmen O e m und O ¢ m’' an. Durch P fiihren wir eine Gerade u mit
u#m, ulffm’, uffa und setzen M" = unb, N” =uric¢ (Fig. 19). Nach (K2)

Fig. 19

b) ist ©(P, M, N) = ©(P, M", N") und aus dem vorigen Fall 1 folgt ©(P, M", N") =
=1(P',M', N").

3. Wir setzen O € m, m’ voraus. Durch P fiihren wir eine Gerade u mit u # m,
u }f a und ihre Schnittpunkte mit b, ¢ bezeichnen wir mit M”, N”. Nach (K2) b) ist
(P, M, N) = ©(P, M", N")und aus dem vorigen Fall 2 folgt (P, M", N") =
= (P, M', N").

Sind die Geraden m, m’ parallel, dann fiihren wir eine Gerade « mit u } m und
ihre Schnittpunkte mit a, b, ¢ bezeichnen wir mit P”, M”, N". Nach dem Vorange-
hendem gilt ©(P, M, N) = ©(P", M", N") = «(P', M', N').

Ferner wollen wir beweisen, dal t der Forderung (T1) geniigt, d. h. daB
(P, M, N)«(P, N, Q) = ©(P, M, Q) fir (P, M,N), (P,N,Q)eJ gilt. Wegen
(P, M, N), (P, N, Q) e J liegen P, M, N, Q auf ciner Geraden m. Wir nehmen
zunichst an, daB P = O und m # e gilt (Fig. 20). Setzen wir X = L(N, ME) T e,
Y = L(Q, NE)Te, Z = L(Q, ME) T e, dann ist ©(P, M, N) = gy, ©(P, N, Q) = oy
und (P, M, Q) = ¢,. Wir haben die Verkniipfung . im Gruppoid ¢ = (R/e, .)
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durch gx0y = 0x.y definiert, wo o die Verkniipfung in der Loop £ ist. Der Punkt
X oY 1aBt sich nach [4] mit U=L(X,x)0e, V=LY,»)20U, Xo¥ =
= L(V, x) Qe bestimmen. Betrachten wir die Punkte U, E, N, X und |V, Y, Q, Z,

X o Y, dann gilt nach Satz 1 gy0y = 0x.y = 0z, also ©(P, M, N)t(P, N, Q) =
= (P, M, Q).

Die iibrigen Fille lassen sich mit Hilfe des vorigen speziellen Falles und mit (T2)
beweisen. Dieses Verfahren zeigen wir z. B. fiir P # O und O € m. Nach der Figur 9

Y e

0-P M

Fig. 20

erklaren wir Punkte M,, N,, Q, auf der Geraden p und Punkte M, N;, Q; auf m'.
GemaB (T2) gilt ©(P, M, N) = ©(P, M;, Ny) = ©(0, M{, N{) und (P, N, Q) =
= 1(0, N{, Q)), ©(P, M, Q) = ©(0, My, Q7). Nach Vorangehendem ist dann
(0, M{, N;) ©(0, N1, Q}) = (0, M{, Qy), also ©(P, M, N) ©(P, N, Q) = «(P, M, Q).

Damit ist bewiesen, daB 7 ein Ordnungsverhéltnis auf & ist.

Es sei (P, M, N)e . Nach (K1), (K2) bestimmen wir den Punkt X € e mit
(P, M, N) = gx. Nach (P2) gilt dann M ~ N (o(PM, P))<> N € 0p(PM, P)<> X €
€ o< ©(P, M, N) = g; = 1 (dazu siehe die Figuren 7 bis 9).
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K EXISTENCI DELICIHO POMERU NA AFINNI ROVINE

Souhrn

V préaci jsou stanoveny rutné a postalujici podminky pro existenci délictho poméru na
afinni roving.

K CYIIECTBOBAHHKIO IIPOCTOIO OTHOMEHNA
HA AOOMHHO¥ NMJOCKOCTH

Pesziome

B pa6oTe mocTasieHsl HEOOXOOUMEIE M HOCTATOYHBIE YCIOBHSI I CYILIECTBOBAHMS NPOCTOrO
OTHOWEHUS HA adPUHHON MIIOCKOCTH.
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