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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM 

1987 Mathematica XXVI Vol 88 

Katedra matematické analýzy a numerické matematiky 

přírodovědecké fakulty University Palackého v Olomouci 

Vedoucí katedry: Miroslav Laitoch, Prof., RNDr., CSc. 

ÜBER DIE EXISTENZ EINER BEGRENZTEN 
UND PERIODISCHEN LÖSUNG DER NICHTLINEALISIERTEN 

JACOBISCHEN GLEICHUNG MIT NEGATIV 
DEFINITIVEM TRÄGER 

GAN ANDRES und DINDSICH PALÄT 

(Eingelangt am 28. März 1986) 

Professor M.Laitoch zum 65. Geburtstag gewidmet 

1. Einführung 

Wie bekannt [l] die dacobische Gleichung 

x + q( t ) x = 0 ( 1 ) 

hat für q ( t ) £ 0 unendlich viele unbegrenzte Lösungen. Damit 

dagegen alle Lösungen der verschiedenartig nichtlinealisierten 

Gleichung (1) begrenzt wären, forderten alle Autoren (siehe z. 

B. [2] und dort zitierte Hinweise ) , dass q ( t ) 2 0 ist. Ange
sichts dieser Tatsachen stellten wir uns die Frage, welcher 

Form_die__genügenden Bedingungen sein_sollen, die die Existenz^ 

wenigstens einer begrenzten Losung der Gleichung 

x + q ( t ) x = p ( t , x ) (2) 

garantieren, wo q(t), p(t,x) überall stetige und mit Rücksicht 

auf t begrenzte Funktionen sind und 

q <. -q(t) ̂  Q für t 2- 0 f (3) 
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wo q,Q geeignete positive Konstanten sind. Ausserdem im Falle 

in dem 

q(t + 6) = q(t) , p(t + 6,x) = p(t,x) , (4) 

diese genügenden Bedingungen auch die Existenz der 0-perio-

dischen Losung implizieren wurden (unter der Voraussetzung 

des Verlängerungsvermögens der ersten Ableitungen aller Lö

sungen der Gleichung (2)) nach dem klassischen Masserschen 

Satz [3]. Soweit sich einige Autoren bemühten (z.B. [4J) 

dieses Problem mit Ausnützung der Kenntnis des Fundamental

systems von Lösungen der Gleichung (1) zu lösen, gelangten sie 

zu den Voraussetzungen, die mehr oder weniger impliziten Cha

rakters sind. Ziel unserer Arbeit ist zu zeigen, dass es ge

nügt für die Existenz einer begrenzten Lösung der Gleichung 

(2) weiter vorauszusetzen, dass 

lim sup llaLliiLij . = q < q £ - q(t)£Q (5) 
lxj->~-» | 3X ' * 

Bemerkung 1. Es folgt aus den Bedingungen (3) und (5), dass 

für A > q1 eine solche R > 0 existiert, dass für !xl > R 

x 

| p ( t , x ) I - | P ( t , i R)|S| I \M^X\ d x | < A ( | x | - R), 
R 

d . h . 

| p ( t , x ) | < | p ( t , ± R) + A ( | x ( -R) , ( 6 ) 

Setzen wir in (6) A: = q, dann erhalten wir mit Rücksicht auf 

(3) die Ungleichung 

(p(t,x)| < P + q|xl< P + Q(xl, (7) 

wo |p(t,* R)| < P ist, 

Setzen wir in (6) A: = q -, €, wo Q < f < q - q±l dann erhalten 

wir mit Rücksicht auf (3) für (x J > R die Ungleichung 

|p(t,x)! < P - ?[x|-q(t)|xl 

und für |x( > max (R, P/g) ergibt sich 

ip(t,x)| < - q(t)(x(. (8) 



Schliesslich ergibt sich aus (§), dass für |x|>R die Funktion 

p(t,x) der Lipschitzschen Bedingung in bezug auf x genügen 

wird, d.h. 

|p(t,x2) - p(t#x1)|< q|x2 - x±\. (9) 

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass R > 0 derart 

gross ist, dass für [x|> R die Ungleichungen (7) - (9) simultan 

gelten werden. 

Wir verwenden dazu die in [5] abgeleitete Methode, welche 

in unserem Spezialfall folgende Form hat: 

Lemma 1. Damit die Gleichung (2) eine_begrenzte_Losung hat, 

genügt_es vorauszusetzen^ ̂ a § s . 

lim sup f 3P(°'X) i < q £ lq(0) | , (10) 
|x|-*— I 9x I 

die gleichmässige a 9riori_Begrenztheit aller Lösungen x(t) 

und ihrer Ableitungen x(t) der Gleichung (2) zu_beweisen,„die 

die einpararoetrige_Klasse £!eE Randbedingungen 

x(0) = x(T) , x(0) = x(T) , (11) 

unabhängig_von T £ ( 0 . O Ö ) § r f ^ i - ' - . ! n i 

Bemerkung 2, Ist 8: = T endlich, so wird auch die Existenz 

von wenigstens einer 0-periodischen Lösung der Gleichung (2) 

unter Voraussetzung (3) durch Lemma 1 gesichert und dies ohne 

Rücksicht auf das vorerwähnte Massersche Resultat [3j. 

Bemerkung 3. Die Bedingung (10) folgt unmittelbar aus (5). Man 

kann sich also auf den Beweis der gleichmässigen a priori Be

grenztheit aller geforderten Ausdrücke beschränken. 

2. Die Existenz der begrenzten Lösung 

Lemma 2. Unter Voraussetzung von (5) imgliziert_die_gleich-

massige a griori Begrenztheit aller Lösungen x(t) von (2), 
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(11) gine_gleichmässige a priori Begrenztheit aller Ableitungen 
x(t). 

B e w e i s . Nach der Hill's Version der Landauschen Un

gleichheit [6j, welche für die begrenzten x(t)<£C (-00,00) 

gilt, ergibt sich 

Ilx (t)I(^ 4l|x(t)|| ||x(t)ll , 

wo K . || : = sup | . [ . 
ttf<0,oö) 

Ist x(t) eine Losung von (2) und R > 0 ist genügend gross, 

dann unter Berücksichtigung von (7), gilt 

Hx( t ) | | l 4 l | x ( t ) I l l lx(t)I | » 4 l [x( t ) | [ | [p ( t ,x ( t ) ) - q ( t ) x ( t ) I | i 
i4l |x(t) | | [üp(t fx(t)II+llq(t) | | l lx(t) | | ] < 

<4|[x(t)H [P + 20||x(t) l l ] , 

was die Behauptung des vorangehenden Lemmas beweist. 

Lemma 3. |s_gelte (5) und R > 0 sei 2eD^9eDc'-9E0l!si QaDrLa:!:-J-e. 

LÖsungen_von_(2), (11), welche_die_Anf angsbedingung (x(0)|-£R 

erfüllenL sind_im Interval < 0,T > , T€(0,oo) gleichartig be-

grenztL d.h. 

I|x(t)[( -5- R für t€<0,T> . 

B e w e i s . I s t d ie Losung von (2) konstant , dann 

l fx(t) [ [ = [ x ( 0 ) ( ^ R und es b l e i b t n i ch t s zu beweisen. 

Sei a lso x ( t ) eine Lösung von ( 2 ) , ( 1 1 ) , welche f ü r 
t € l C < O f T > d ie Ung le ichhe i t x ( t ) > R e r f ü l l t . Aus der Rela
t i o n (8) e r g i b t s i ch dann 

x ( t ) = p ( t f x ( t ) ) - q ( t ) x ( t ) > p ( t ( x ( t ) ) + | p ( t l x ( t ) ) | i O f 

d . h . 
x ( t ) > 0 f ü r t £ I . (12) 

Sei |x(0)|^R und der Graph der Lösung x(t) von (2), (11) 

übergehe im Intervall I in die Halbebene x>R. Hier, mit Rück

sicht auf (12)* handelt sich dann um eine konvexe Kurve, die 

in den Punkt (Ofx(0)) = (Tfx(T)) nicht mehr zurückkehren kann. 
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Es handelt sich also um eine Lösung der Gleichung ( 2 ) , die in 

die Menge der Lösungen von ( 2 ) , ( 1 1 ) nicht gehört. 

Ist nämlich x ( t ) eine Lösung von ( 2 ) , ( 1 1 ) , welche die 

Anfangsbedingung lx(0)|---R erfüllt, dann x(t)-*R für t € < O J > . 

Ähnlich könnte man auch x ( t ) > -R für lx(0) | -*R herleiten, wo

mit der Beweis von Lemma 3 beendet würde. 

Satz 1. Es_gelte ( 5 ) . Qann_existiert wenigstens eine begrenzte 
Losung__der_Gleichung_(2). 

B e w e i s . Lemma 3 sagt, dass jede Lösung x ( t ) von ( 2 ) , 

( 11 ) , welche die Anfangsbedingung |x (0 ) |~R mit R > 0 genügend 

gross, erfüllt, begrenzt ist. 

Setzen wir daher voraus, dass x(O) > R ( x ( 0 ) < - R ) . Dann, 

wie bekannt, folgt mit Rücksicht auf (12) der Graph dieser 

Losung aus dem Punkt ( 0 , x ( 0 ) ) als eine konvexe (konkave) 

Kurve, die entweder in den Punkt (T ,X(T ) ) nicht eingeht und 

dann x(O) fi x ( T ) , oder sie geht wieder als eine konvexe (kon

kave) Kurve ein, aber dann x(O) / x ( T ) . In beiden Fallen gehört 

x ( t ) nicht in die Menge der Lösungen von ( 2 ) , ( 1 1 ) . 

Nach Lemma 1 und Lemma 2 folgt daraus die Satzaussage. 

3. Über die Existens der Q-periodischen Lösung 

In bezug auf die Bemerkung 2 lässt sich nun unmitellbar 

der Satz 2 aussprechen. Unter der Voraussetzung von (4 ) und 

(5 ) existiert wenigstens eine ©-periodische Lösung der Glei

chung ( 2 ) . 

In diesem Falle wollen wir zeigen, dass die Bedingung (5 ) 
1 

aus Satz 2 für 0 < 9 < ( q + Q ) ~ 2 durch eine allgemeinere Voraus
setzung 

lim sup 
ІX|-* o* 

-P.t.x. < q ^|q(t)| *0
 f
 t Q <0,©> (13) 

sich ersetzen lässt. 

Satz 3, Unter der Voraussetzung von (4) und (13) existiert 
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w e n i g s t e n s ^ e i n e © - E e C i 2 c ' i s 2 n 5 tös .u n9._.c 'er G l e i c h u n g ( 2 ) f ü r 

1 
@ < ( q + Q ) ~ ? • 

B e w e i s , Da (10) ein Sonderfall von (13) ist, genügt 

es in bezug auf die Bemerkung 2 und Lemma 1 die gleichmässige 

a priori Begrenztheit der Losung x(t) von (2), (11) und ihrer 

Ableitungen x(t) unabhängig von T G (0,6) zu beweisen. 

Dabei löse x(t) das Problem (2), (11). Nach Einsetzung 

in die Gleichung (2) und nach Ausführung der Integration von 

(2) von 0 bis T, erhalten wir 

T T 

I p(t,x(t))dt « S x(t)q(t)dt . (14) 
0 0 

Aus de r V o r a u s s e t z u n g ( 1 3 ) e r s i e h t man, dass f ü r ( x | > R 

d i e U n g l e i c h h e i t ( 7 ) w iederum g i l t . Wahlen w i r daher 

l £ > 0 : e C [ q ( t ) | - q , t € < 0 , T > 

und setzen wir RQ : = max (R, P/£ ). 

Setzen wir voraus, dass die Losung x(t) von (2), (11) die 

Ungleichheit 

|x(t)| L RQ , te<0,T> (15) 

erfüllt. 

Dann vermittels (7), (14) und (15) erhalten wir 

T T 

£ T < J ( ( q ( t ) | - q ) d t < f l&tU! ( I q ( t ) l - q)dt m 
0 0 R o 

T 

| - J Г l P ( t . x ( t ) ) | - q I x ( t ) | d t < E I 
0 

Jedoch die Erfüllung der Relation £ ^ P / R Q ist in bezug 

auf RQ -21 P/t nicht möglich. Dieser Widerspruch impliziert 

die Tatsache, dass die Voraussetzung nicht eintreten kann. 

Demnach existiert ein Punkt T^ €.<O,0> in dem 
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min l x ( t ) l » \x{T«)\&P/£ . (16) 
ttf<O,0> 

Bezeichnen w i r noch 

P.: = max I p ( t , x ) | , 
| x | 6 R 0 

dann wird in bezug auf (7) überall 

|p(tfx)ji max (P,P1) + qlxl . (17) 

Da weiter nach Rollescher Satz stets in bezug auf (11) auch 
ein solcher Punkt Tp£(O,0) existiert, dass x(T2) = 0, gelten 
in bezug auf (16) und (17) die folgenden Ungleichheiten 

t T t 

Hx(t)||* ( x d ^ h IIJ fi(s)IdsI|*.R0 + f [|Ä(Tg)l + llj|x(s)|dsl|]dt ̂  
Tl ° T2 

~ R0+T/fttP(t«x(t))" +|!q(t)x(t)||]dt< R0+T ( [max (P,P1) + 
6 0 

+ (q+Q)Hx( t ) | l ]d t^R 0 +T 2 [max (P$V%) + (q+Q)(|x( t )(|J . 

1 
Somit e r g i b t s ich f ü r T- i @ < ( q+Q)" 2 

Rn+02 max(P,P1 ) 
l | x ( t ) | |< -2 --5 - - - - ± - : = D , (18) 

1-0^ (q+Q) 

und folglich auch 

l|x(t)I(-ie[max (P.P^) + (q+Q)Dj . 

Dadurch ist der Beweis des Satzes durchgeführt. 

4. Instabilität der ©-periodischen Losung 

Satz 4. Unter der Voraussetzung dass_ 

fq(t) - ^t^]-0 (19) 
gilt für alle t, und Ixl^D (D = die Konstante aus (18)), ist 
die 0-geriodische LÖsung^instabil (im_Sinne__von_Ljarjunow). 

m ^ I m 



B e w e i s . Wie bekannt [l], die ©-periodische Losung 

x(t) wird (in)stabil dann und nur dann, wenn dasselbe für die 

triviale Losung der betrachteten Gleichung (2) in der ersten 

Annäherung gilt, d.h. 

x + [q(t) -lEL^xil ]
x я 0 

Jx I x=x(t) 

Da für diese Hillsche Gleichung das Problem der Ljapunowschen 

Stabilität zur Ermittlung der Stabilität im Sinne von Lagrange 

[l ] äquivalent ist, wird es zum Beweis der Instabilität der 

Losung der oben angeführten linearen Gleichung genügen, die 

Existenz von wenigstens einer ihrer unbegrenzten Lösung zu 

beweisen. Dies, wie bereits am Anfang dieses Beitrages bemerkt 

wurde [l], ergibt sich direkt aus der Voraussetzung (19). Da

durch ist der Beweis durchgeführt. 

ы 
[-] 

M 
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SOUHRN 

0 existenci ohraničeného a periodického ŕešení nelinearizované 

Oacobiho rovnice s negativně definitním nosičem 

J a n A n d r e s , O i n d ř i c h P a l á t 

V práci je dokázáno. že za předpokladu (5) existuje ales-

poň jedno ohraničené ŕešení rovnice (2), která je v případě 

( ) -periodické a navíc v pŕípad (19) nestabilni. Ukazuje se, 
-0 5 že pro < (q+Q) * Ize podmínku (5) nahradit za účelem exis-

tence -periodického ŕešení obecnějším pŕedpokladem (13). 

РЕЗЮМЕ 

Об существовании ограниченного и периодического решения 

нелинейного уравнения Якоби с отрицательно определенным 

носителем 

Я н А н д р е е , И н д р ж и х П а л а т 

В настоящей работе доказывается методом найденным первым 

мв авторов, что предположение (4) гарантирует существование 

ограниченного решения при (очевидном существовании неограни

ченных решений) уравнения (2) • Если имеет место (3) , то для 

существования 0-периодического решения того же уравнения мож~ 

-0 5 
но для © < ^ + 0 ) * условие (4) заменить более общим усло
вием (7) . Далее показывается когда ©-периодическое решение 
является устойчивым. 
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