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UBER DIE EXISTENZ EINER BEGRENZTEN
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JACOBISCHEN GLEICHUNG MIT NEGATIV
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Professor M.Laitoch zum 65. Geburtstag gewidmet

1. Einflhrung
Wie bekannt [1] die Jacobische Gleichung

X + q(t)x =0 (1)

hat fir g(t)< 0 unendlich viele unbegrenzte Losungen. Damit
dagegen alle Losungen der verschiedenartic nichtlinealisierten
Gleichung (1) begrenzt waren, forderten alle Autoren (siehe z.
B. [2] und dort zitierte Hinweise), dass q(t)2Z O ist. Ange-
sichts dieser Tatsachen stellten wir uns die Frage, welcher

X + q(t)x = p(t,x) (2)

auf t begrenzte Funktionen sind und

gs -q(t) = Q fir tz o0, (3)
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wo q,Q geeignete positive Konstanten sind. Ausserdem im Falle
in dem

a(t+8) = q(t) , p(t+8,x) = p(t,x) , (4)

diese genligenden Bedingungen auch die Existenz der ©-perio-
dischen Losung implizieren wirden (unter der Voraussetzung
des Verlangerungsvermogens der ersten Ableitungen aller LO-
sungen der Gleichung (2)) nach dem klassischen Masserschen
Satz [3]. Soweit sich einige Autoren bemihten (z.B. [4])
dieses Problem mit Ausnltzung der Kenntnis des Fundamental-
systems von Losungen der Gleichung (1) zu losen, gelangten sie
zu den Voraussetzungen, die mehr oder weniger impliziten Cha-
rakters sind. Ziel unserer Arbeit ist zu zeigen, dass es ge-
nugt fur die Existenz einer begrenzten Losung der Gleichung
(2) weiter vorauszusetzen, dass

lim sup 29—%—;—'—)(-)-! i = gq¢qs- q(t)<0 (5)

IX| > e

Bemerkung 1. Es folgt aus den Bedingungen (3) und (5), dass
fir A >q1 eine solche R >0 existiert, dass fur Ix|l >R
X

el - [pcet Rlsl [ [2REX[ ax]<aclx]- »),
R
[p(t,x)| < [p(t,T R) +A(|x] -R) . (6)

Setzen wir in (6) A: = q, dann erhalten wir mit Rilcksicht auf
(3) die Ungleichung

[pct,x)| < P+ glxl<P + Qlx], (7)
wo lp(t,i R)| < P ist,

Setzen wir in (6) A: = q = E, wo 0< € < q - d,. dann erhalten
wir mit Riicksicht auf (3) fir Ix|>R die Ungleichung

lo(t,x)l < P = € [x]-q(t)]|xI

und flir [x| > max (R, P/€) ergibt sich

Ip(tox)f < = a(t)[x]. ~ (8)
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Schliesslich ergibt sich aus (5), dass fur |x|> R die Funktion
p(t,x) der Lipschitzschen Bedingung in bezug auf x geniigen
wird, d.h.

’p(tuxz) - p(t,xl)[( QIXZ - Xj_l' (9)

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass R > O derart
gross ist, dass fur [x|> R die Ungleichungen (7) - (9) simultan
gelten werden.

Wir verwenden dazu die in [5] abgeleitete Methode, welche
in unserem Spezialfall folgende Form hat:

lim sup ]22&9*51 J< q £[q(0)l : (10)
[X |~ == 2%

x(0) = x(T) , x(0) = x(T) , (11)

Bemerkung 2. Ist 8: = T endlich, so wird auch die Existenz
von wenigstens einer B-periodischen Losung der Gleichung (2)
unter Voraussetzung (3) durch Lemma 1 gesichert und dies ohne
Ricksicht auf das vorerwahnte Massersche Resultat [3].

Bemerkung 3. Die Bedingung (10) folgt unmittelbar aus (5). Man
kann sich also auf den Beweis der gleichmassigen a priori Be-
grenztheit aller geforderten Ausdricke beschranken,

2. Die Existenz der begrenzten Losung




x(t).

Bewe is. Nach der Hill s Version der Landauschen Un-
gleichheit [6], welche fiir die begrenzten x(t)e c?
gilt, ergibt sich

(-oo,oo)

Ix ¢yl £ allxcerll Nkl
WO “.l[::supl_!.
t€K0,00)
Ist x(t) eine Losung von (2) und R>O0 ist genlgend gross,
dann unter Bericksichtigung von (7), gilt
Ix(e)ll < allx(oll k() = allx(o)lp(t,x(t)) - a(t)x(O)l &
S4llx(t)ll[up(t,x(t)n+llq(t)nllx(t)lﬂ <
<alx(oll [P+ 20lx(o)u] ,

was die Behauptung des vorangehenden Lemmas beweist.

grenzt, d.h.

Ix(t)l S R flir te<0,T>.

Bewedis. Ist die Losung von (2) konstant, dann
“x(t)“ = |x(0)| € R und es bleibt nichts zu beweisen.

Sei also x(t) eine L&sung von (2), (11), welche fur
teIc<0,T»? die Ungleichheit x(t)> R erflUllt. Aus der Rela-
tion (8) ergibt sich dann

X(t) = p(t,x(t)) - q(t) x(t)>p(t,x(t))+[p(t,x(t))]Z0,

d.h.
X(t)>0 fur te1I . (12)

Sei lx(O)‘ﬁ R und der Graph der Lésung x(t) von (2), (11)
Ubergehe im Intervall I in die Halbebene x> R. Hier, mit Ruck-
sicht auf (12), handelt sich dann um eine konvexe Kurve, die
in den Punkt (0,x(0)) = (T,x(T)) nicht mehr zuruckkehren kann.
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Es handelt sich also um eine Losung der Gleichung (2), die in
die Menge der Ldsungen von (2), (11) nicht gehort.

Ist namlich x(t) eine Ldsung von (2), (11), welche die
Anfangsbedingung [x(0)|%R erfiillt, dann x(t)% R fiir t&<0,T)> .
Ahnlich kdnnte man auch x(t)Z -R fiur |x(0)|%R herleiten, wo-
mit der Beweis von Lemma 3 beendet wlrde.

Beweis. Lemma 3 sagt, dass jede Ldsung x(t) von (2),
(11), welche die Anfangsbedingung |x(0)|%R mit R >0 geniigend
gross, erfullt, begrenzt ist.

Setzen wir daher voraus, dass x(0) >R (x(0) < -R). Dann,
wie bekannt, folgt mit Ricksicht auf (12) der Graph dieser
ILosung aus dem Punkt (0,x(0)) als eine konvexe (konkave)

Kurve, die entweder in den Punkt (T,X(T)) nicht eingeht und
dann x(0) # x(T), oder sie geht wieder als eine konvexe (kon-
kave) Kurve ein, aber dann X(0) # X(T). In beiden Fallen gehort
x(t) nicht in die Menge der Losungen von (2), (11).

Nach Lemma 1 und Lemma 2 folgt daraus die Satzaussage.

3, Uber die Existens der O-periodischen Losung

In bezug auf die Bemerkung 2 lasst sich nun unmitellbar
der Satz 2 aussprechen. Unter der Vorausez:tzung von (4) und

(5) existiert wenigstens eine ©-periodische LOsung der Glei-
chung (2).
In diesem Falle wollen wir zeigen, dass die Bedingung (5)

1
aus Satz 2 fir 0<{8< (g+Q)” 2 durch eine allgemeinere Voraus-

setzung
Lin sup [ ARLLX] (g ¢la(r)[$0, 40,0y (13)
| X1 o8 ?

sich ersetzen lasst.



tops.eing S-perigdisghy Logung_der Sleiohun
e < (a+Q)” Z .

Beweis, Da (10) ein Sonderfall von (13) ist, genigt
es in bezug auf die Bemerkung 2 und Lemma 1 die gleichmassige
a priori Begrenztheit der L&sung x(t) von (2), (11) und ihrer
Ableitungen x(t) unabhdngig von Te (0,8) zu beweisen.

Dabei lose x(t) das Problem (2), (11). Nach Einsetzung
in die Gleichung (2) und nach Ausfihrung der Integration von
(2) von O bis T, erhalten wir

T T
é p(t,x(t))dt = % x(t)q(t)dt . (14)

Aus der Voraussetzung (13) ersieht man, dass fir [x[> R
die Ungleichheit (7) wiederum gilt. Wahlen wir daher

£>0: € <|q(t)l- q, te<o,T>
und setzen wir Ry : = max (R, P/E ).

Setzen wir voraus, dass die Losung x(t) von (2), (11) die
Ungleichheit

[x(t)] 2 Ry, te€<O,T> (15)

erfullt.

Dann vermittels (7), (14) und (15) erhalten wir

T T
er<| (lato)]- ayarsf L (19001~ q)ar =
0 o "o

.
1 N

- W t, - glx(t)[dt< 5= .
& Ulp( x(®)] - alx(e)|ge< gL

Jedoch die Erfillung der Relation £« P/Rg ist in bezug
auf Ry Z P/€ nicht moglich. Dieser Widerspruch impliziert
die Tatsache, dass die Voraussetzung nicht eintreten kann,

Demnach existiert ein Punkt T, € < 0,8)> in dem
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min Ix(t)l = |x(T1)IS P/E . (16)
te<0, 8>
Bezeichnen wir noch

Pyt = max |p(t,x)| ,
R Rg

dann wird in bezug auf (7) Uberall

[p(t,x)| € max (P,Py) + glx| . (17)

Da weiter nach Rollescher Satz stets in bezug auf (11) auch
ein solcher Punkt Tze(CLe) existiert, dass i(Tz) = 0, gelten
in bezug auf (16) und (17) die folgenden Ungleichheiten
t T t
Ix(t)ll & fx(Tl)l+ llj' [x(s)|dsll £Ry + f[[)’((Tz)l + llj'[)'i(s)ldsll]dt &
Ty 0 T,

T T
< R+T él}p(t.x(t))ﬂ slate)x(]de <Ryt  [max (p,py) +
0]

+ (q+Q)llx(t)ll]dt$-R0+T2[max (P,Py) + (q+Q)flx(t)MJ.

1
Somit ergibt sich fir TS$@ <& (g+Q)” 2

2
R~+© P,P,)
Ix(e)l g 0" nex(P:Py : =D, (18)

1-02 (g+Q)

und folglich auch I

Ix(e)ll= G[max (P,Py) + (9+Q)D] .

Dadurch ist der Beweis des Satzes durchgefihrt.

4. Iqstabilitét der ©-periodischen LSsugg

[q(t) _12(_'5_:.5_).]50 (19)

X

=T e Em m R e = - - e e e e e
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Beweis. Wie bekannt [1], die ®-periodische Losung
X(t) wird (in)stabil dann und nur dann, wenn dasselbe fur die
triviale Losung der betrachteten Gleichung (2) in der ersten
Annaherung gilt, d.h.

X + [q(t) - 22%%*51

Da fur diese Hillsche Gleichung das Problem der Ljapunowschen
Stabilitat zur Ermittlung der Stabilitat im Sinne von Lagrange
{1] 8quivalent ist, wird es zum Beweis der Instabilitdt der
Losung der oben angefihrten linearen Gleichung genligen, die
Existenz von wenigstens einer ihrer unbegrenzten Losung zu
beweisen. Dies, wie bereits am Anfang dieses Beitrages bemerkt
wurde [1], ergibt sich direkt aus der Voraussetzung (19). Da-
durch ist der Beweis durchgefihrt.
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SOUHRN

0 existenci ohranileného a periodického reSeni nelinearizované

Jacobiho rovnice s negativné definitnim nosidem
Jan Andres, Jindrfich Palat

V préci je dokazano, Ze za predpokladu (5) existuje ales-
pon jedno ohraniené Fe$eni rovnice (2), kterd je v pripads
(3) 6-periodické a navic v pripadé (19) nestabilni. Ukazuje se,
ze pro @4 (q+0_)'o'5 lze podminku (5) nahradit za u¢elem exis-

tence @-periodického Fedeni obecné&jsim predpokladem (13).

' PESOME

06 cymleCTBOBEHMM OrDAHMUEHHOTO U MNEepUOJMUYECKOTO pemeHus
HeauHelHOTO ypaBHeHus fxo6M ¢ OTPULATENBHO ONpeleJeHHHM
HOCHUTEeJEeM

i Amgpec, UWeapxwusx HNaxaxar

B HacTosmeit paboTe HoKasHBaeTcsd MeTOJNOM HaiileHHHM II1€pBHM
u8 aBTOpPOB, 4YTO NpelnoJokeHue (4) rapanTupyeT cylleCTBOBaHNE
OrpaHuMueHHOTo pemeHus npu (oueBMIHOM CyleCTBOBE&HMM HEOTpPaHU-
YyeHHHX pemeHuit) ypeBHenuss (2) . Ecam umeer mecro (3) , To zasa
cymecTBOBAHUA ©O-NEpUOAMUECKOTO pPElleHns TOro Xe YDPABHEeHMUS MOX-~
HO IOasi © < (q+Q)_O'5 ycaosue (4) samMeHuTh GoJee OOCWUM yCJO~
BueM (7) . Jaxee noxasHBaeTcs KOrja ®-mepuolmuyeckoe pemeHue
fiBAsieTcs yCTONHUMBHM,
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