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ACTA UNÏVERSITATIS.PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM 

1988 MATHEMATICA XXVII VOL. 91 

Katedra matematické analýzy a numerické matematiky 

přírodovědecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci 

Vedoucí katedry: Doc.RNDr. Oindřich Palat, CSc. 

ÜBER DIE TRICHOTOMIE VON LÖSUNGEN 
EINER NICHTLINEAREN 

VEKTORDIFFERENTIALGLEICHUNG 
ZWEITER ORDNUNG 

GAN ANDRES, OAROSLAW MIKOLAOSKI* UND 3IND&ICH PALÄT 

(Eingelangt am 2.März 1987) 

1. Einführung 

Vor kurzem erzielte T. Ding [l - 3] betrachtenswerte 

Ergebnisse über die Beschränktheit und Unbeschränktheit von 

Losungen der Differentialgleichung des Duffingschen Typs 

x " + g(x) = p(t), 

wo p(t) eine überall stetige periodische Funtion und g(x) 

eine überall stetig differentierbare Funktion ist. K0nkret 

bewies er in [3] für das oberlineare Glied g(x), d.h. 

lim g(x)/x = co , 
| X | — > CO 

* Instytut Matematyki Politechniki Poznanskiej, Piotrowo 3A, 
60-965 Poznaň, Polska. 
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die Stabilität im Sinne von Lagrange für die gegebene 

Gleichung (als Antwort auf das Littlewoodsche Problem). In 

diesem Zusammenhang erhebt sich die Frage, ob auch umgekehrt 

bei 

l i m i n f g ( x ) s g n x > 0 , 
| x | — * co 

max | p ( t ) | <C co 
t€R ' 

wenigstens eine beschräkte Lösung der untersuchten Gleichung 

existiert. Diese Frage wurde bereits in [4] bejaht und dies 

für die nichtlineare Gleichung vom Jacobischen Typ 

x " + q(t)x = p(t,x), 

wo q(t) überall stetige Funktionen sind, und vorausgesetzt es 

gebe solche positive Konstanten q,Q, dass 

lim sup 
|x| —» oo 

Эp(tfXJ 
Эx 

<q é -q(t) * Q. 

Es bleibt noch zu bemerken, dass es uns in [4] keineswegs um 

das allgemeinste Ergebnis mit Rücksicht auf die rechte Seite 

p(t,x) ging, sondern wir bemühten uns, die asymptotisch do

minante Rolle des Trägers q(t) aufrechtzuerhalten, und die 

rechte Seite wurde als die maximal mögliche Perturbation auf-

gefasst (daraus folgt auch die Charakteristik der Gleichung 

in [4]). 

Wie weiter unten bewiesen wird, lässt sich die Methode 

aus [5j, die zur Losung der diesbezüglichen asymptotischen 

Randwertaufgabe in [4] angewendet wurde, auch mit Erfolg zur 

Lösung der allgemeineren (sogar vektoriellen) Differential

gleichung (1) verwerten, wo X = (x--...-x ), 

und dies unter den Voraussetzungen (2), (3). 
( f i f „> • 

Dieses Ergebnis stimmt teilweise mit der Behauptung in 

[6] für die Skalargleichung (1) überein, wo ausser anderem 

unter mehr beschränkenden Voraussetzungen (insbesondere Mo

notonie) die Existenz der beschränkenden Losungen mit voraus

gegeben Anfangswert bewiesen wurde. Überdies wurden manche 

212 



Ergebnisse der Lösungen der klassischen Kneserschen Aufgabe 

weiter verallgemeinert (neben [6] und die Verweise in [6J, 

siehe hierzu eine etwas neuere Arbeit [7]). 

Im Anschluss hieran werden einige jüngste Behauptungen 

in [8J eng angeknüpft. Hier wurde die Skalargleichung (1) als 

Spezialfall der (nichtkonservativen) Lienardschen Gleichung 

betrachtet, wobei die genügenden Lösbarkeitskriterien in 

bezug auf (1) trotz der Annäherungsverschiedenheit sich mit 

unseren in hohem Masse decken. Von den übrigen (nicht vielen) 

Ergebnissen, die sich auf die Losung von verwandten asympto

tischen Randwertaufgaben für (1) beziehen, seine noch die 

Beiträge [9 - ll] und [l4J erwähnt. 

Wie wir sehen werden, lässt sich über die Qualität der 

Lösungen der untersuchten Gleichung bei Erfüllung der Be

dingungen (2), (3) noch viel mehr sagen. 

2- Die Existenz der beschänkten Lösung 

Betrachten wir also die Vektorgleichung 

X " = F(t,X), (1) 

wo F(t,X):RQXR >R stetig differenzierbar und folgender-

massen beschränkt 

|| (=( t,X)|J ^ F . (2) 

für ||x|| - R ist, wobei P,R£R+ und || X jj = max sup |x.(t)i. 

Bemerkung 1. Aus Formalgründen schreiben wir bei jeder Kompo

nente f .(t,X) der Vektorfunktion F(t,X) ein Argument x.. als 

das erstfolgende nach t und die übrigen Argumente schreiben 

wir zusammenfassend z., wo z. = (...,x. «,x. .,,...)£ Rn~ . 

Im weiteren wird die Vektorfunktion F(t,X) angenommen, dass 

ihre Komponenten den Bedingungen 
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lim inf f (t,x.,z )sgn x.>0, i=l ,2, . . . . n, (3) 
Ix±| -*oo 

in bezug auf (t,z.)( R ^ R " " gleichmässig entsprechen. 

Bemerkung 2. Aus (3) ergibt sich die Existenz von solchem 

R£R+, dass für |x.|>R 

f .(t,x.,zi)sgn x±>0 (4) 

für jedes i=l,2,...,n unabhängig von (t,z.)£ R+x Rn_1 wird. 

Im weiteren wird R durchweg im Sinne von (4) aufgefasst. 

Bemerkung 3. Die Gleichung (1) kann in ein System von zweien 

Vektorfunktionen 

X' . Y, 

Y* = F(t.X) 

umgeschrieben werden, welche in die Komponenten zerlegt, das 

System von 2n gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 

Ordnung determinieren, das unter unseren Voraussetzungen die 

Methode von [5] zu verwenden ermöglicht. Auf Grund dieser 

Methode und unter der Voraussetzung (3) wird die Existenz 

wenigstens einer beschränkten Lösung von (1) gesichert, falls 

hier alle die Randwertaufgaben 

X(O) = X(T), X*(0) = X'(T) (5) 

erfüllenden Lösungen X(t), wo T£(0, co ), mitsamt ihren Ab

leitungen x'(t) a priori gleichmässig beschränkt sind. 

Lemma 1. Unter der Voraussetzung (2) ergibt sich aus derselben 

Beschränktheit aller Losungen X(t) der Gleichung (1) durch die 

Konstante R, d.h. )|x(t)|| -= R, dieselbe Beschränktheit aller 

'ihren Ableitungen. 

2 Bewe-iŝ  Wir wenden die für die Funktionen X£C gültige Lan-

dausche Ungleichheit 
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i x l l 2 tS 4|X||X'1 

an. Löse X(t) die Gleichung (1). Dann ergibt sich aus (3) 

||x'(t)l|2 ± 4||x(t)|| |x"(t)| = 4lx(t)J |F(t,X(t))J| ± 4RF, 

was die Behauptung von Lemma 1 beweist. 

Lemma 2. Es gelte (3). Dann ist jede Lösung der Randwetaufgäbe 

(1), (5), die die Bedingung J|x(0)J -R erfüllt, im Intervall 

^0,T^ beschränkt durch dieselbe Konstante, die nicht von T 

abhängt. 

Beweis^ a) Ist die Losung der Randwertaufgabe (1), (5) kon

stant, X(t) = X(O) für t£<J3,T> , dann gibt es nicht zu be

weisen. 

b) Lassen wir zu, dass || X( t0)|| > R ist für tQ£(0,T). Dann 

existiert wenigstens eine solche Komponente x.(t) der Lösung 

von (1), (5), dass 

|x.(t0)| >R- (6) 

gilt. Es sei zur Bestimmtheit x.(tQ-)>R (der Fall x.(tQ) < -R 

würde analog betrachtet). Wegen x.(0)<R und x.(tQ)>R gibt es 

solche Punkte 0<^t1<t0 -
 t

2
<^T- d a s s xi(ti) = R» xi(ti) ~ ° 

und x.(t)>R für t^(tlft2> . Hieraus sieht man, dass der 

Graph der Funktion von einem Punkt (t-fR) der Halbebene x>R 

als eine nichtfallende Kurve ausgeht, die im Intervall 

(t1,t2> konvex ist, was daraus folgt, dass nach (4) 

Xi'(t) = f.(t,x.(t), z.(t))>0 für t4(t1#t2> 

gilt. Dann kann aber auch nicht im weiteren Verlauf der Graph 

der Funktion x.(t) im Intervall (t2,T) unter den Punkt 

(t2,x.(t2)) fallen, x.(t2)>R, denn es müsste wegen der Glät

tung der Funktion x.(t) ein Inflexionspunkt existieren, was 

in bezug auf (4) nicht eintreten kann. Dann könnte auch nicht 

x.(O) • x.(T) gelten. Dieser Widerspruch zeigt, dass es für 
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die Komponenten der Randwertaufgabe (1), (5) und ||X(0)|| — R 

keinen Punkt t0£(0,T) derart gibt, damit wenigstens für eine 

Komponente x.(t) die Ungleichheit (6) gelte. 

Satz 1. Es gelten die Voraussetzungen (2) und (3). Dann 

existiert wenigstens eine unbeschränkte Lösung der Gleichung 

Beweis^ Nach Lemma 2 ist jede die Anfangsbedingung ||x(0)ll — R 

erfüllende Losung X(t) der Randwertaufgabe (1), (5) durch 

gleiche von T unabhängige Konstante R beschränkt, d.h. 

)|x(t)|| ̂  R für t£<0,T>, T£R+. 

Nun wollen wir zeigen, dass die Menge aller Losungen der 

Randwertaufgabe (1), (5) durch Lemma 2 bestimmt ist, d.h. 

jede solche Losung erfüllt die Anfangsbedingung ||x(0)|| — R. 

Tatsächlich. Betrachten wir eine beliebige die Anfangs

bedingung ||x(0')|| >R erfülllende Lösung von (1). Hieraus er

gibt sich die Existenz von wenigstens einer Komponente x,(t) 

von dieser Losung, für die die Ungleichheit |x.(0)|> R gilt. 

Zur Bestimmtheit beschränken wir uns wieder auf x.(0)>R. Aus 

der Glättung der Funktion x.(t) folgt die Existenz einer 

solchen Zahl t^ 0 < t- < T, dass x±(t)>R für t€<0,t1). Aus 

(4) ergibt sich dann 

x-'(t) = f.(t,x.(t),z.(t))>0 für t€<0,t1). 

Also, der Graph der Funktion x.(t) geht von dem Punkt 

(O.x.(O)) aus. Er liegt über der Geraden x. = R als eine 

konvexe Kurve und solange über dieser Geraden liegt, ist er 

stets konvex. Träte diese Kurve in den Punkt (T,x.(T)) = 

= (T-x.(O)) ein, x.(0)>R, dann als eine konvexe Kurve, und 

x.(O) = x.(T) würde nicht gelten, denn xf(0)<."0 und x'(t)>0. 
Falls also X(t) die Losung der Randwertaufgabe (1), (5) ist, 

dann notwendig (x(O)J — R. Hiervon und mit Rücksicht auf die 

Bemerkung 3 folgt die Satzaussage. 
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Bemerkung 4. Die Gleichung (1) kann auch unbeschränkte durch 

die Anfangsbedingung |x(0)| -= R bestimmte Losungen haben 

(siehe dazu ein Beispiel am Ende dieses Beitrages). 

3. Über die Existenz einer Klasse von unbeschränkten 

Losungen 

Satz 2. Es gelte (3) und X(t) sei eine Lösung von (1) derart, 

dass 

1) Ix(t0)|| >R, tQ£ (0, OD ), 

2) für jede Komponente x.(t) der Losung X(t), welche 

die Ungleichheit |x . (t )| > R erfült, gilt 

xi( tO ) xi ( to) ~ °' i = l-2.-*.-n- (7) 

Dann lim l| X( t )|| = OD . 
t-* OD 

§.ew.eis-L ^ir beschränkten uns wieder auf den Fall x.(tn)>R„ 

Aus der Glättung der Funktion x.(t) folgt die Existenz einer 

solchen Zahl t1> tQ, dass 

xi(t)>R für tc£<t0,t1). 

Das Intervall <̂t »t,,) reduzieren wir soviel, damit sich aus 

den Ungleichheiten (4) und (7) 

xi(t)>R, Xi(t) £ 0, x^(t)>0, t6<t Q,t 1) (8) 

ergäbe. Aus den Ungleichheiten (8) folgt, dass der Graph der 

Funktion x.(t) von dem Punkt (tn,x.(tQ)) als nichtfallende 

Kurve ausgeht, die im Intervall ^tp»ti) konvex ist, wobei 

x.(t*)> x.(tn)>R und daher im weiteren Verlauf notwendig 

wächst, denn wegen der Glättung der Funktion x.(t) und wegen 

der Gültigheit der Bedingung (4) kann sie keine Inflexpunkte 

haben oder kann sie keine konstante Funktion sein. 

217 



4. Monotonie der Losungen 

Satz 3. Es gelte (2) für ||x| -̂  R±, R< R1, und (3). Sei X(t) 

die beschränkte Losung von (1) derart, dass 

llx(t)|<R1, ||x(t0)II>R, t06<0, oo) (9) 

Dann tritt für jede Komponente x.(t) der Losung X(t) von (1) 

eine von den folgenden Möglichkeiten ein: 

a) xi(t) i-öt beschränkt und liegt im Band (R,R1) ((-R^-R)) 

und lim x (t) = inff x (t)} (lim x (t) = sup (x (t)}), 
t->CD X t*R^ x J t-»oo X t€R+C x J 

b) x.(t) ist beschränkt und es gibt eine Konstante 

T iG(t 0, co) derart, dass R<x i(t)<R 1 ( -R1 < x±( t) < -R) 

und xi(t)x±(t)<0 für t6<0,T ±), -R<xi(t)<ft und 

K#(t)|-S F für t€<T., CD ). 

Beweis^ ZurBestimmtheit beschränken wir uns wieder auf die 

Beschränkt heit x.(tQ)>R. Es folgt dann aus (5) dass 

xr*(t0)>0. Es wird danach notwendig xT(t0)<0, denn wäre 
xi ^ 0 ^ "̂  ̂ ' dann müsste xT(tn)x.(tn) «-* 0 und x.(t0)>R, was 

die Bedingungen (7) aus Satz 2 sind. Als Folfe dieses Satzes 

müsste 

lim x. (t) = CD 
t+co 

gelten im Widerspruch zur Voraussetzung (9). Es gibt also 

x i(t Q)>R und xT(t)<; 0, woraus sich ergibt, dass der Graph 

der Funktion X.(t) in den Punkt (tn,x.(tn)) als eine fallende 

Kurve eintritt. Aus der Glättung der Funktion x.(t) folgt die 

Existenz des Punktes t-, 0 < t . . < t Q , derart, dass x.(t)>R und 

x^(t)<0 für t^<t 1,t Q). 

Aus diesen Ungleichheiten ersieht man, dass der Graph 

der Funktion x.(t) für t£<0,t,,) keine kleineren Werte als 

x.(t,)>R annehmen kann, denn wegen der Glattung der Funktion 

x.(t) müsste im Intervall <0,tj.) einen Inflexionpunkt geben, 

was wegen (5) nicht möglich ist. Wegen (4) wird es auch nicht 
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statthaft, dass die Funktion x.(t) konstant wäre in irgend

einem Intervall, das im <̂ 0, oo ) liegt. 

Zusammenfassend erkennt mann, dass der Graph der Funktion 

x.(t) vom Punkt (0,x.(0)), x.(0)>R, als eine fallende konvexe 

Kurve ausgeht, die den Punkt (tQ,x. (tQ)), x.(t0)>R, durch

geht und im weiteren Verlauf die Gerade x. = R schneidet oder 

nicht. 

Falls der Graph"der Funktion x.(t) stets über der Gerade 

x. = R liegt, dann ist er konvex und notwendig 

lim x (t) = inff x (t)} . 
t->co 1 t£RH ± 

Nehmen wir an, dass der Graph der Funktion x.(t), 

x.(tQ)>R, die Gerade x. = R im Punkt T. 6 R
+ schneidet. Es 

gibt also 

x.(Ti) = R, x.(t)>R, t€<0,T.) 

und aus (4) erhalten wir, dass x.'(t) >0 für tcS ̂ 0,T.). Wie 

wir sehen tritt der Graph der Funktion x.(t) in den Punkt 

(T.,x.(T.)) als eine nichtwachsende konvexe Kurve ein. Wir 

wollen zeigen, dass in diesem Fall dieser Graph nicht mehr 

von dem Streifen <̂ -R,R̂  ausgeht. 

Tatsächlich. Träte der Graph der Funktion x.(t) in die Halb

ebene x.>R (x.<-R) aus, dann würde ein Punkt t„>T. derart 

existieren, dass 

x.(t2)>R (xQ(t2) <-R), x*(t2) * 0 (x*(t2) * 0) 

und daraus 

|x.(t2)|> R, x:T(t2)xi(t2) -* 0. 

So wären die Bedingungen (7) des Satzes 2 erfüllt sein, was 

bedeuten würde, dass x.(t) eine unbeschränkte Funktion ist. 

Dies wäre im Widerspruch mit der Voraussetzung (9). Der Punkt 

t? kann nicht existieren und daher tritt der Graph der Funk-
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tion x.(t) vom Streifen (-R, R ) aus. Es ergibt sich aus der 

Voraussetzung des Satzes, dass für jede Komponente x^CO 

\x.(t)| — R„ ist. Hiervon wegen (3) erhalten wir 

K ' m l = lf±(t.X(t))| --|F(t.X(t))U ̂ F , 

was zu beweisen war. 

5. Beispiel 

Betrachten wir die Gleichung 

x " = x + .-V (10) 

(t.x)£R nxR und lösen wir die Randwertaufgabe 

x(0) = x(T)-. x'(0) = x'(T). 

Die allgemeine Losung von (10) ist der Form 

/<-\ o t 0 -t 1 -t 1 -t x(t) = C1e + C^e - -je - -jte 

und die Lösung der Randwertaufgabe (10), (11) der For 

( ì i ) 

m 

x(t) = (1-e T)et/4(l-eT) - Te~Te"t/2(l-e"T) - ~e t - 2 t e 

(12) 

Die rechte Seite der Gleichung (10) entspricht den Bedingungen 

(2) und (3), denn 

und 

(x + e )sgn x > 0 für |xl>l. 

Die Abhängigheit der Anfangsbedingung x(0) vom Parameter 

lässt sich folgendermassen ausdrücken 
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x ( 0 ) = (1 - e _ T ) e / 4 ( l - e T ) - T e " T / 2 ( l - e - T ) - | , 

< 1 
- j , l ) f ü r T£ ( 0 , oo ) . A l s o , 

die Randwertaufgabe (10), (11) hat die Losung nur für die 

Anfangswerte x(0)£/- j,--). 

Übergehen wir in (12) zum für den Parameter T unbeschränkt 

wächsenden Grenzwert, erhalten wir die Funktion 

x(t) = lim x(t) = - ^e"* - i-te"* , (13) 
T-> oo 

die die beschränkte Lösung von (10) darstellt. 

Deduzieren wir die Form der Losung von (10), die von den 

Anfangsbedingungen x(0) = xQ und x'(0) = x« abhängt, erhalten 

x(t) = |(2xQ + 2 X l + lje^ + |(xQ - x ^ e ^ - | e _ t - |te _ t 

Hiernach sehen wir, dass bei der Wahl der Anfangsbedingungen 

2xQ + 2x1 + 1 / 0 , 

wird sich um die unbeschränkte Lösung handeln und für 

1 
x0 + Xl = " 2 

wird sich um eine beschränkte Losung 

-t 1 -t 
x(t) = xQe - -jte 

1 
handeln, wo für xn = - — die in (13) gefundene Losung ent
halten ist. 

6. Schlussbemerkungen 

Bemerkung 5. t£s ist klar, dass unter den Voraussetzungen (2), 

(3) für die Losung X(t) vom System (1) keine anderen Möglich-
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keiten. als die in den Sätzen 1 - 3 gegebenen, eintereten 

können (hiervon auch der Titel des Beitrages). 

Bemerkung 6. In bezug auf die a priori gestellten Abschätzun

gen ist es nicht schwer nachzuweisen, dass die Bedingung (3) 

oder (4) sich durch etwas allgemeinere Ungleichheiten 

f.(t,R,z.)>0, f . ( t , - R , z . K O (i = 1 n) 

ersetzen lässt, die mit Rücksicht auf t und z. gleichmässig 

gelten. 

Bemerkung 7. Aus denselben Gründen lassen sich die erzielten 

Resultate auch für die Gleichung 

X " = F(t,X,X') 

verallgemeinern und dies dadurch, dass die Bedingung (2) 

durch die Voraussetzungen 

|fi(t,X,xi,zi)| ^P(x^) für ||x|| ̂  R (i = 1 n) 

mit den stetigen, die Nagumovsche Bedingung erfüllenden 

Funktionen P(y), ersetzt wird (siehe [l3]). 
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0 TRICHOTOMII ŘEŠENÍ NELINEÁRNÍ VEKTOROVÉ DIFERENCIÁLNÍ 

ROVNICE DRUHÉHO ŘÁDU 

Souhrn 

Metodou práce [5] je dokázána existence alespoň jednoho 

konstantou R (viz Poznámka 2) absolutně ohraničeného řešení 

vektorové rovnice (1) při současné existenci celé třídy urči

tě divergentních řešení. Dále je ukázáno, že rovnice (1) může 
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mít ještě pouze (případně nestejně) ohraničená řešení, která 
jsou od počátku monotónní na intervalech alespoň konečné 
délky. 

ОБ ТРИХОТОМИИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОГО ВЕКТОРНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Резюме 

Методом работы [б] доказано существование хотя бы одно

го постоянной К (см. Замечание 2) абсолютно ограниченного 

решения векторного уравнения (1) при одновременном сущест

вовании целого класса определенного дивергентных решений. 

Далее показано,, что уравнение (1) допускает еще только 

(по случаю неодинако) ограниченные решения, которые от на

чала монотонные на интервалах конечной длины. 
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