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Katedra matematické analyzy a numerické matematiky
prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
Vedouci katedry: Doc.RNDr. Jindfich Paléat, CSc.

DIE BESTIMMUNG DES ARMA MODELLS
DER STATIONAREN ZEITREIHE

MILAN KRAL

(Vorgelegt am 10.Mai 1988)

Von den drei Standartmodellen mit endlich vielen Parame-
tern, die stationare Prozesse beschreiben, ist das Modell vonm
Typus ARMA (autoregressive/moving average) das allgemeinste.
Aus diesem Grunde ist die Konstruktion gerade dieses Modells

1)

ausflihrlich studiert worden.

Die existierenden Methoden zur Bestimmung des ARMA Modells
sind unterschiedlicher Art: wahrend einige Methoden auf Be-
trachtungen im Zeitraum basieren, griunden andere auf Betrach-
tungen im Frequenzraum, Ublicherweise werden die Ergebnisse,
die in einem Raum erzielt worden sind, mit denjenigen aus dem
anderen Raum verglichen und beurteilt. Das Problem der Methoden
ist oft die Wahl bzw., Festsetzung der Ordnung des Modells und
die Abschatzung der zugehorigen Koeffizienten. In diesem Arti=-

1) Fast vollstandige Bibliographie findet man in den
Quellen [1].
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kel will ich eine Methode beschreiben, die keine vorhergehende
Abschatzung der Koeffizienten braucht und in der sich die Ord-
nung des Modells aus der Realisation eines geeigneten Arbeits-
zyklus ergibt. Durch das Fortschreiten vom einfachsten Modell
zu komplizierteren Modellen und durch die konsequente Anwendung
des AIC Kriteriums von Akaike wird erreicht, dass die
resultierenden Modelle am einfachsten sind. Die Durchflihrung

der Rechnungen ist in breitem Masse automatisierbar.

Zur Beschreibung der Methode erwahnen wir kurz die Proble-
matik: das gemischte ARMA Modell der Ordnung (k,l) flr die

zentrierte stationare Zeitreihe

X t‘= 1,2,...,N,

t'
hat die Form
Xe # 83 Xpg * con + 2 Xy = Et + blet-l +

+ eee * blgt—l B (1)

wo

£t, t= ... -2,-1,0,1,2...

die Zeitreihe vom Charakter des weissen Rauschens (purely ran-

dom process) ist.

Wir bemerken, dass aus der Theorie der Systeme [2] folgt,
dass ohne weitere Bedingungen das Modell (1) nicht eindeutig
identifizierbar ist in dem Sinne, dass allgemein mehrere Mengen
von Koeffizienten al,az,...,ak;bl,bz,...,bl existieren k5nnen,
die dieselbe Autokorrelationsfunktion ergeben. Wir befassen
uns mit dieser Tatsache am Ende im Applikationsbeispiel.

Flur die Bestimmung des Modells (i) gibt der Frequenzraum
den Folgenden fast geradelinigen Weg: wie bekannt, hat die
nicht normalisierte Spektraldichte, welche zum Modell (1) ge-
hort, die Form einer rationalen gebrochenen Funktion in z =

= exp(-iw); explizit ausgeschrieben hat sie die Gestalt
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h(w) = — : (2)

wobei w die Kreisfrequenz und
df die Varianz des weissen Rauschens ist,

Wenn wir die Funktion Ix(w) (das sogenannte modifizierte

Periodogramm) mit der Beziehung

N-1
Ix(w) = —%7 E ﬁ(s).exp(-ia:s)
24 Te=T(N-1)
definieren, wo
N-s

Z|=
>
~+
>
t
+
®

R(s) =

die Abschatzung der Autokovarianz ist, so gilt es asymptotisch

E[1%(w) ] ~ h(w)
fur alle w, -F s w S 7.

Das ist ein bekanntes Resultat der Theorie der Spektren.
Daraus kann man schliessen, dass das Problem der Bestimmung
von Koeffizienten 814855000585 bl'b2""'b1 aus mathematischer
Sicht dem Durchlegen (fitting) der rationalen gebrochenen Funk-
tion (2) durch die Menge der Werte des modifizierten Periodo-
grammes ist. Das ist die Grundidee von Revfeinm [3],
der zum erstenmale das Problem der Bestimmung des ARMA Modells
im Frequenzraum loste.

Die Durchflhrung dieser und ahnlicher Ideen ist aber kom-
pliiierter, wie oben gesagt worden ist: es ist notig die Ord-
nung des Prozesses (k,l) und die Anfangsabschatzungen der

Koeffizienten 810850000083 b1'b2"“'b1 zu kennen., Diese An-
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gaben sind in dem Frequenzraum praktisch nicht erreichbar. Des-
wegen muss man im Zeitraum anfangen.

Die Arbeitsweise der Bestimmung des ARMA Modells, die wir
beschreiben wollen, ist darum in drei Phasen geteilt:

1. Die Bestimmung einer Menge von Modellen, die als passende
Modelle in Betracht kommen - im Zeitraum. '

2. Genauere Bestimmung der Koeffizienten der Modelle dieser

Menge im Frequenzraum und die Durchfihrung der engeren
Auswahl,

3. Die Kontrolle der Modelle mit dem Up Test und die Prifung
der Stationaritat.

Beschreiben wir ausfuhrlicher die einzelnen Phasen.

I. Der Zeitraum

Die Ergebnisse, die wir im Zeitraum gewinnen, haben den
Charakter einer Vorbereitung und deshalb arbeiten wir unter
gewissen Vereinfachungen und stltzen uns auf die sogenannte
unexakte likelihood Funktion (genauer loglikelihood Funktion),
was zu der Minimalisation des Ausdrucks

N
_ 2
Q(ags8yseeesdy: bl'bz""'bl) = E &t
t=k+1

fuhrt; in diesem Ausdruck ist
= 0,1, 000 ki =1,-2,... =(1-k-1),

k 1
X+Zaxr—E bset—s't>k'

r=1 s=1

/
™~

(der bekannte Kunstgriff wvon Box=3Jenkins).

Diese Minimalisation entspricht beinahe den Abschatzungen
nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate [4].

Fur die Realisation ist sehr wichtig, dass wir bei der
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Minimalisation immer von den Nullwerten der Parameter ausgehen
konnen. Auf diese Weise bestimmen wir die Abschatzung der
Koeffizienten 811850008 bl'fz';"‘bl des Modells (1). Be-

. . . Bl Y N
zeichnen wir sie 8148540008 bl'bz""bl‘

Flir diese Werte machen wir die Abschatzung der Varianz

a»
~N

1 A A ~
€ = -I\—I:T(-Q(al,az,n..ak; B B ""Bl
und priufen den Wert des AIC Kriteriums von Akaike
2
AIC(k,1) = (N-k).log g§+ 2(k+1l+1)

Diesen Elementarprozess fuhren wir in einem Doppelzyklus
auf folgende Weise durch: zuerst machen wir die Rechnung mit
k = 0 und 1 = O (das Modell der Form des weissen Rauschens).
Dann setzen wir fur alle k20 und 12 0, fur die k+l = 1 ist,
fort; dabei beginnen wir mit k = 1 und gehen mit k nach unten.
Weiter fur alle k20 und 1 30, fur welche k+l = 2 ist; dabei
beginnen wir mit k = 2 und gehen mit k nach unten, usw. Es geht
also um ein Diagonalverfahren bei der Auswahl der Paare k,1,
wie das auf folgendem Schema veranschaulicht ist:

NG| o 1 2 3 4
o |00 0,1 0,3 0,4 — MA
- / / e
11,0 1,37 1,4
2 | 2,0 2,27 2,37 2,4
/,/ /,/ ~ o~
3| 3,0 20 3,37 3,4
/ / y v
4 | 4,07 4,107 4,27 4,3 4,4
i
AR

Wir beenden das Verfahren, wenn der Minimalwert von AIC
in einer bestimmten Diagonale grosser ist als das minimale AIC

in der vorausgehenden Diagonale.
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Dann ordnen wir alle berechneten Falle dem wachsenden AIC
Kriterium nach in eine Folge und whhlen einige aus, die das
kleinste AIC besitzen,

Man kann diese Auswahl nicht automatisieren: es geht darum,
wie die Werte von AIC verteilt sind und dasselbe gilt flr die

Verteilung der Parameter der ausgewahlten Modelle.

Die separierte Menge von Modellen ist die Grundlage fur
die Arbeit im Frequenzraum,

II. Der Frequenzraum

Wie schon in der Einflhrung gesagt worden ist, reduziert
sich das Problem der Bestimmung des Modells im Frequenzraum
auf das Finden der rationalen gebrochenen Funtion in
z = exp(-iaw ), die durch die Werte des modifizierten Periodo-
gramms hindurchgelegt (fitted) wird.

Die technische Durchfiihrung dieses Gedankens ist folgende:

wenn wir mit dem klassischen Periodogramm mit den Argumenten

@, = =— j, j=1,2,...Np, Np=[-g—]—1

und Periodogrammwerten P(w.) arbeiten, dann ist das Durchlegen
im Sinne der kleinsten Quadrate durch die Minimalisation der
Funktion -

N
p

7= E 1 (P(wy) - 4Iih(¢oj))2 (3)
J=

gegeben.

Wegen der besseren Ubersichtlichkeit bezeichnen wir

4T h(w) = CP(w)

wo, wie aus (2) folgt,

¥ (w)

(@)
ple ¢ (w)
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k k-p

k
2 : 2 zz::
ap + 2 Z(coswp). a»r'ar+p '
p:l

r=0 r=0

Yw)

u

P(w)

1 1 1-
2
E by + 2 E (COSu)p).E bs'bs+p H
p=1 s=0

s=0

dabei ist a_ =b_ =1 ,
o o)

Dann kann man (3) schreiben

N
p

P= 2. (@) - cpwy))®
j:l

und wir sollten die Minimalisation mit Ricksicht auf die Para-
meter a;,a,,...a,; by,b,,...by,C durchfuhren.

Es ist aber bekannte Tatsache, dass die log P(w.) bessere
Mustereigenschaften (sampling properties) haben als die P(aﬁ)
[5].

Aus diesem Grunde minimalisieren wir die Funktion

N
s = J_.(log P(w) - Log(Cp(w;)))” . (4)
3=t

Eine Vereinfachung ist sofort evident: bei festen 808500

ces@pi bybsy, by fuhrt die Extremalbedingung hinsichtlich C,

namlich _2§ = 0, zu dem expliziten Ausdruck fur c,

ac
N
1 P
C = exp( §= 2 (1og P(wy) - logp(w;))) . (5)
j=1

Diesen Ausdruck konnen wir zum Herabsetzen der Zahl der Argu-

mente benutzen.
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Nach diesen Erwagungen kann man das Fitting im Frequenz=-
raum auf folgende Weise formulieren: es ist die Funktion (4)
hinsichtlich der Parameter 81185, 00085 bl'b2""bl Zu minima-
lisieren, wobei (5) zu beachten ist.

Diese Minimalisation ist durchfihrbar, ihr Ausgangspunkt
sind die Parameterwerte, die wir im Zeitraum gewonnen haben,
Diese Tatsache ist zu betonen: man kann nicht von den Null-
werten der Parameter ausgehen, wie das im Zeitraum gemacht
worden ist, weil - grob gesagt - die Funktion S numerisch an-
spruchsvoll und empfindlich ist,

Durch die Minimalisation im Frequenzraum werden die Ergeb-
nisse des Zeitraumes genauer gemacht., Wir stellen fest, dass
im Frequenzraum keine unexakte likelihood Funktion benutzt wird
und keine Et kinstlich unterdrickt werden.

Auch im Frequenzraum ist es moglich Akaike's Kri-
terium zu benutzen, und zwar auf Grund der folgenden Uberlegung:
die Applikation der Parsevalschen Gleichheit gibt unmittelbar

N 2 ¥ ]

N 6, 1™ (w)
> & "’—;L/ = dw
=1 2¥ ‘v h(w)

woraus nach kleinen Adjustierungen und nach dem Ersetzen des
Integrals durch die Summe

N Np
R L)
e VLT T L fley) :

leicht abgeleitet werden kann,

Fir Ak aike’s Kriterium ist dann

g
AIC(k,1) = N(log 65 + 2(k+1l+1)
Wir ordnen alle berechneten Falle nach dem steigenden Wert

des AIC und machen eine engere Auswahl der Modelle. Auch dieser
Schritt ist nicht automatisierbar.
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I1I. Der goodness of fit Test und die Kontrolle der
Stationaritat

Fur die Analyse vom Typus goodness of fit der ausgewahlten

Modelle wurde der Up Test von Bartlett [6] genommen,

der flur alle W

2 i
«)j = = J=O,1,...Nq, Nq=[%] ,

die Erfullung der Ungleichheit

~ ¥
Ho(wi) A 2
e K Folwg)| € a R /} (&Hd H (6)
R(0) N 4

fordert.

Wie “ekannt, geht es im Grundsatz um die Konstruktion

eines Konfidenzintervalls langs der ganzen Kurve der Spektral-
dichte.

]
Es ist notig die Grossen, die in (6) auftreten, naher zu
beschreiben.

sind die ﬁ(wj),

~ N-1 .
A Trws a 1 N sin w s
H(wy) = T’R(OHT E R(s) —-S—-L v 3= 001,00 NG,
)
s=1

. ,;ﬁ.l'
die Abschatzungen des integrierten Spektrum, dann bestimmen

wir die Grossen ﬁ+(“ﬁ)' die Werte des sogenannten positiven
integrierten Spektrums, aus der Beziehung

A A A Lo 1
Hy(wg) = 2 H(wg) = R(0), J = 0,3, 0Ny .

q

f+(m) ist die positive normalisierte Spektraldichte

f (w) = 2f(w), w >0,
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wobei f(w) die normalisierte Spektraldichte ist. Man kann
leicht ableiten

flw) = 2(T‘v)
mit
T .
T = f 9(J)da¢ . (7)
0 :

Fo(w) ist ips positive normalisierte integrierte Spektrum, das

durch die Beziehung

a
Folw) = '/f+(~¢)d‘¢, w20, (8)
0

definiert wird.

Endlich ist a eine Konstante, welche fur das Signifikanz-
niveau (significance level) 5 % den Wert 1.36 hat.

Alle angeflhrten Grossen kann man auswerten. Es ist nur
zu bemerken, dass die Integration in (6), (7) und (8) nume-

risch ausgefihrt wird.
Die Kontrolle der Stationaritat wird durch die LOsung der

Gleichung -

ko
i 1+ 812 + ... v @z = 0

{d(z)

durchgeflhrt.

Die notwendige und hinreichende Bedingung daflir, dass das
Modell stationar ist, ist die Forderung, dass der Absolutwert
aller Wurzeln dieser Gleichung grosser als 1 ist. Die Wurzeln
der Gleichung werden auf Ublichem algebraischem Wege berech-
net, bei hoheren Graden numerisch,Az.B. mit der Methode von

Bairstow. Wir betrachen nur stationare Modelle.

Uberschauen wir kurz das ganze Verfahren: wir bestimmen

zuerst im Zeitraum die Menge von Modellen, die gewisse Voraus-
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setzungen haben, passend zu sein. Dann nehmen wir aus dieser
Menge eine engere Auswahl - bestimmt durch die Ergebnisse im
Frequenzraum, Die resultierende Menge reduzieren wir eventuell
nochmals durch die Anwendung des Up Tests und durch die Kontrol-
le der Stationaritat.

Es ist zu unterstreichen, dass in diesem Verfahren keines-
wegs die Existenzbeweise in mathematischem Sinne gebracht
werden - die gesuchten Minima konnten auch nicht existieren.

Andererseits kann man nicht erwarten, dass wir ein einzel-
nes Modell als passend bekommen.

Zweitens ist zu betonen, dass die Methode ohne ein ratio-
nelles und wirksames Mittel flr die numerische Minimalisation
nicht durchfihrbar ware. Nach einer bestimmten Analyse wurde zu
diesem Zweck die Minimalisationsmethode von F 1l e t ch e r =
Powell (7] gewahlt. Diese Methode arbeitet mit den kon-
jugierten Gradienten und mit analytisch errechnenbaren ersten
partiellen Ableitungen., In unserem Falle ist alles realisier-

bar, obgleich die zugehorigen Formeln ziemlich verwickelt sind.

Wir mochten noch bemerken, dass die urspringliche Methode
von Fletcher - Powell modifiziert worden ist,
und zwar auf folgende Weise: F 1l e t ch e r and - Powell
benutzten bei der sogenannten linearen Minimalisation diese
Wendung: sie suchen das Interval auf, in dem die Funktion ihr
Minimum erreicht. In diesem Interval wird dann die Funktion mit
einem Polynom 3ten Grades approximiert und das Minimum dieses
Polynoms gilt als Minimum der Funktion.,

In der Modifikation, die wir realisiert haben, wird das
eingeflihrte Polynom durch ein geeignetes Polynom des 5ten Gra-
des ersetzt und dadurch das Minimum der Funktion genauer be-
stimmt, Man erreicht auf diese Weise die Beschleunigung der
Konvergenz der Methode.

Das gesammte Programmpaket der Methode zur Bestimmung des
ARMA Modells besteht aus drei Teilen, wie es den beschriebenen
Phasen entspricht. Das Computerprogramm ist in FORTRAN fir die
Rechenanlage EC 1025 (ESER Maschine) geschrieben. Das Programm-
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paket ist ziemlich umfangreich und wurde von den Mathematikern
der Anstalt fur die Rechentechnik der Palacky-Universitat aus-
gearbeitet, vor allem von Dr.M.K r § k ov &8 (die F 1l e t-
cher - Powell Methode) und Dr.M.E 1 f m a r k (die
eigentliche Modellierungsmethode). Ich danke diesen Wissen-
schaftlern und dem Betrieb der Anstalt fiur die geleistete an-

spruchsvolle Arbeit.

Als Anwendungsbeispiel der Methode flhren wir das Model-
lieren der Zeitreihe mit 500 Gliedern an, die auf Grund des
weissen Rauschens und der Rekursion

X € + b, € + b2£t-2

¢t A Xelg t X o = E 1%¢-1

gewonnen worden ist; dabei

€, ~ N(0,1),

a, = 1.4, a, = 0.5, by = -0.2, b, = -0.1 (9)

sind,

Es geht also um einen ARMA (2,2) Prozess [8]°

I. Der Arbeitszyklus des Zeitraumes beginnt mit dem Modell
der Ordnung (0,0) und endet mit den Modellen der Diagonale,
in der k + 1 = 5 sind.

Die resultierenden Modelle sind nach dem wachsenden AIC
geordnet und in der Tabelle I aufgetragen.

Aus dieser Tabelle wurden die Modelle der Ordnungen (2,2),
(3,1), (2,3), (2,1), (3,2) und (4,0) flir die Arbeit im Frequenz-

raum ausgewahlt.
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Tabelle I

K2
(k,1) d¢ AIC
(2,2) 0.973 - 3.795
(3,1) 0.974 - 3,119
(2,3) 0.972 - 2,014
(2,1) 0.981 - 1.436
(3,2) 0.974 - 1,076
(4,0) 0.979 - 0.555
h(4,1) 0.977 0.281
(5,0) 0,980 1,931
(1,3) 0.984 2.160
(1,4) 0.984 3.909
(3,0) 0.997 6.584
(1,2) 1,008 11.761
(2,0) 1.022 16.644
(1,1) 1.051 30,638
(0,5) 1,054 38.493
(0,4) 1.161 84,438
(0,3) 1.305 141.101
(1,0) 1.674 261,022
(0,2) 1.948 339.356
(0,1) 3.749 664.777
(0,0) 12.232 1254,.031
II. 1Im Frequenzraum fuhren die Rechnungen zu Ergebnissen, die

in der Tabelle II eingetragen sind.

Aus dieser Tabelle wahlen wir die Modelle der Ordnungen
(3,1) und (2,2) aus, die folgenderweise charakterisiert sind:

(k,1) 3? AIC
(3,1) 0.984 1.704
(2,2) 0.984 1.716
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PAd
(k,1) é: AIC
(3,1) 0.984 1.704
(2,2) 0.984 - 1.716
T A A
(2,1) 0.990 3.194
(3,2) 0.983 3.336
(4,0) 0.987 3.338
(2,3) 0.986 4.855

III. Beide Modelle erflllen die Bedingungen des Up Tests und
der Stationaritat, wie man sich leicht Uberzeugt.

Das zweite dieser Modelle entspricht der Konstruktion der
Zeitreihe sehr gut. Zum Vergleich mit (9) geben wir seine
Koeffizienten an:

a ~ ~ ~
a; = 1.50, a, = 0.62, bl = -0,14, b2 = -0.16.

Es ist aber notig beide Modelle zu akzeptieren.

Zusammenfassung

Der Artikel enthalt die Beschreibung einer Methode zur
Bestimmung des ARMA Modells stationarer Zeitreihen. Die Metho-
de ist neu in dem Sinne, dass sie keine vorhergehenden Ab-
schatzungen der Ordnung des Modells und dessen Koeffizienten
braucht; dies wird durch ein geeignetes Arbeitsverfahren und
durch die konsequente Anwendung des AIC Kriteriums von Akaike
erreicht. Dadurch ist auch die breite Automatisierung der
Rechnungen ermoglicht.

Die Bestimmung des Modells verlauft in zwei Phasen: in
der ersten Phase (im Zeitraum) werden die Abschatzungen der
Parameter unter den vereinfachten Bedingungen gewonnen, in der
zweiten Phase (im Frequenzraum) wird die Prazision der erreich-
ten Ergebnisse durchgefihrt.,

Die Methode wird durch ein Beispiel der Applikation
illustriert,
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Souhrn

UREENET ARMA MODELU STACIONARNEICH CASOVYCH RAD

Clanek obsahuje popis metody pro urieni modelu stacionar-
nich &asovych fad. Metoda je nova v tom smyslu, Ze nevyzaduje
predbéZzny odhad radu modelu a jeho koeficientl. Toho se dosa-
huje vhodnym usporadanim pracovniho postupu a dislednou apli-
kaci Akaikeho AIC kriteria. Tim je také umoZnéna Sirokd auto-

matizace vypoctl.

Stanoveni modelu probiha ve dvou fazich: v prvé fazi (v
gasovém prostoru) se ziskaji odhady parametr8 za zjednodudenych
podminek, ve druhé f&zi (v prostoru frekvenci) se provadi zpfes-
néni dosazenych vysledkd.

Metoda je ilustrovéna prikladem aplikace.

Pesowue

ONPEIENEHVE APMA MOJIEMN
CTALUMOHAPHHX YACOBHX PALOB

B creTpe onucer Meron onpeneneHus monmeauw APMA npouecce
CTBUMOHE DHNX Y8COBHX pajoB. Meron HoBuw#t B ToM Henpemnerun,
4T0 He TpebyeT enpmopHON OUEeHKM nopsnke Momeau u ee kKoaddu-
LeHTOB., JTO NOCTUIr8eTCH MOOXOINAWLMM YMNOpSIOUYEeHMeM pabouero
npouecca ¥ NMOCAeNOBE8TEABHHM NpUMeHeHueM kpurtepus Akeuxe ANI.
Tem caMuM Tekxe ofecrnedeH8 MUPOKEBS 8BTOMETHSEUMS BHUMCaeHMl,
Onpenenenue Monexu umeeT nBe desu: B nepBokt dese (B uacosom
NPOCTPEHCTEE ) NMOAYYEDT OLEHKM NAPEMeTPOB NpM YNpOmMEeHHHX yC-
nroBuAgx, B BTOpo® dese (B qacwo&uou NPOCTLEHCTBE ) MPOBOIMTCH
YTOYHEHME MOJYUEHHHX PEBYABTATOB.

MeTOX MADCTPUPOBEH NPUMEDOM TDUMEHEHNS .
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