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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS FACULTAS RERUM NATURALIUM 

1994 Mathemat ica XXXIII Vol. 114 

UBER HOMOMORPHISMEN DER KONTEXTE 

FRANTISEK MACHALA 

(Vorgelegt am 20. Juli 1993) 

Abstract 

Different types of homomorphisms of contexts and conections among 
them are studied. 

Key words : Context, homomorphism. 

MS Classification: 06A15, 08A35. 

Defini t ion 1 Ein Kontext (eine Inzidenzstruktur) ist ein Tripel (G,M,I), 
wobei G, M nichtleere Mengen sind und I C G x M. 

Defini t ion 2 Es sei 3 = (G, M, I) ein Kontext. Wir setzen 

,4T = { m E M | g I m Vg <E Ä) bzw. Bl = {g £ G | g I m Vm G M} 

für jede nichtleere Teilmenge A C G bzw. B C M und 0T = M bzw. 0T = G 
für die leere Menge 0. Sind #,m Elemente von G, M, dann schreiben wir kurz 
gT := {g}T, mT := {m}T . 

Defini t ion 3 Ein Kontext 3 = (G, M, I) heißt bereinigt, wenn gT = bT => g = h 
für g,h e G und mT = nT => m = n für m, n G M gilt. 
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Definition 4 Es seien J = (G,M,I) und J1 = (Gi,Mi,Ix) Kontexte. Eine 
Abbildung <p : G U M —> Gi U Mi (kurz <p : J —» Ji) heißt ein Homomorphismus 
des Kontextes J auf den Kontext Ji , wenn t^ den folgenden Eigenschaften genügt: 

1. <p(G) = Gu v(M) = Mu 

2. g I m=> <p(g) h <p(m), g EG, m£ M. 

B e m e r k u n g 1 Ferner werden stets Kontexte als J — (G, M, I), J\=(G\, M\, I\), 
J2 = (Gi, M2, h) bezeichnet. 

Wir untersuchen zuerst die Homomorphismen <p : J —> Jx mit den folgenden 
Eigenschaften (H1)-(H3): 

(Hl) <p(g) Ii y?(m) •=> g I m, 

(H2) <£>(#) Ii <£>(m) => a) Ein E M , ^(n) = <p(m), g I n, 
b) 3b E G, y>(A) = <p(g), h I m, 

(H3) y>(#) A </Km) => 3b E G, 3n E M, <£>(g) = <p(h), <p(m) = <p(n), hin. 

Definition 5 Ein Homomorphismus <p : J —» Ji , der (Hl) erfüllt, heißt in­
vertierbar (kurz I-Homomorphismus). Ein I-Homomorphismus <p ist ein Isomor­
phismus, wenn y? bijektive Abbildungen der Mengen G, Gi und M, Mi induziert. 
In diesem Falle schreibt man kurz 3 ~ J i . 

Definition 6 Es seien Wf = {iv I w E VV}, W2 = {w | iv E VF} Zerlegungen 
einer Menge W. Die Zerlegung Wi heißt eine Uberdeckung von W2 (kurz W2 < 
Wi), wenn w C H) für alle iv E VV gilt. 

Bezeichnungen 1 Es seien J = (G,M,I) ein Kontext und S = {«7 | 9 E G}, 
M = {m | m E M} Zerlegungen der Mengen G, M. Wir setzen J? = (S,M) und 
bedenken einen neuen Kontext JR = (S,M, F#) mit 

g T£ fh <=> 3b E g, n E m, b I n. 

Ferner definieren wir eine Abbildung <p% : GUM —> SUM durch die Vorschriften 
<r^(.I) = «7 ^9 €G, <p%(m) = m Vm e M. 

Bezeichnungen 2 Für einen Homomorphismus <p : J —-> Ji setzen wir 
g = {b E G | p(A) = y>(</)}> % = {g\g eG},m= {ne M \ <p(n) = y>(m)}, 
M^ = {m\m£M} und ^ = ( S ^ , ^ ) . 
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Satz 1 Es seien J ein Kontext und Ol = (9.3VC) die Zerlegung nach Bezeich­
nungen 1. Die Abbildung <pR ist ein Homomorphismus von J auf'J%, der (H3) 
erfüllt. Benutzen wir dabei die Bezeichnungen 2, dann gilt Oi^^ = Ol. 

Beweis Die Gültigkeit der Bedingung (H3) und der Implikation g I m => 
POl(g) IR poi(m) folgt unmittelbar aus der Definition von I#. Ist ÜR^ = (9<^, 
-W ,̂̂ ) die zum Homomorphismus <p% : J —> Jy. angehörige Zerlegung, dann gilt 
g — {h G G | <£:R(/I) = ^ ( t f ) } für 9 £ 9<^ und wir erhalten heg <=> <^^(A) = 
<Poi(g) <=> h = g <=> /i G g. Daraus folgt g = g \/g £ G. Ganz ähnlich läßt 
sich fh = m Vm € M zeigen. 

Satz 2 <£> : 3 —» 3i se« ein Homomorphismus. Eine Abbildung £ : J^v —> Di, die 
durch die Vorschriften £(g) = <p(g) \/g G G, £(m) = </?(m) Vm G M erklärt ist, 
bildet einen Homomorphismus des Kontextes JR auf'Ji mit <p = £<p% • £ zsf ez'n 
Isomorphismus genau dann, wenn <p die Bedingung (H3) erfüllt. 

Beweis Es sei # I# m. Nach Definition von F# gibt es Elemente b G #, 
n G m mit b I n, was <£>(/i) = <£>(#), </?(m) = <p(n) bedeutet. Offensichtlich 
gilt h I n => <p(/i) I! <p(n) => < (̂g) Ii <p(m) => £(#) Ii £(m) und £ ist ein 
Homomorphismus. 

Es sei £ ein Isomorphismus und nehmen wir dabei <p(g) I\ <p(m) für g G G, 
m G M an. Dies bedeutet £(#) Ii £(m) und folglich g IR m. Nach Definition 
von I%v gibt es h G G, m G M mit <̂ >(/i) = </?(#), <p(m) = <£>(n), b I n und <p 
erfüllt daher (H3). 

Wir setzen umgekehrt voraus, daß <p die Bedingung (H3) erfüllt. Es sei 
C(g) h £(rä), also <p(g) h <p(m). Nach (H3) gibt es h G G, n G M mit 
<£>(g) = <£>(/i), V?(m) = </Kn) u n d h i n . Daraus ergibt sich g = Ä, m = n 
und /i I n => g I# m. Dies bedeutet, daß £ ein I-Homomorphismus ist. Wegen 
<p(g) = <£>(/i) <=> 9 — h bzw. 9?(m) = </?(n) <=> m—h induziert £ eine bijek-
tive Abbildung der Mengen 9«^ Gi bzw. M^, M\ und £ ist ein Isomorphismus. 
Die Gleichheit <p = £ <p# ist offensichtlich stets erfüllt. 

Satz 3 Smd y?i :J—^Ji,tP2 '• 3 —+ 'J2 Homomorphismen, so gelten die folgenden 
Behauptungen: 

(1) Gibt es einen Homomorphismus ip : J\ —> 32 m«7 >̂2 = ^ i , dann ^V?1 < 3 ^ 2 . 

^ Erfüllt <pi die Forderung (H3) und #ift zugleich 0lipi < öl(f2, dann gibt es 

einen Homomorphismus tp : J\ —» 32 rai/ <p2 = I/J <p\. 

Beweis Wir setzen 3?V>1 = O ^ . M ^ J , KVa = O t ^ M ^ ) u n d 9 € %i> 
m G J V I ^ , g e9(p2, m e Mlp2 für g G G, m G M. 

Ad (1). Aus <p2 = \jj(pl ergibt sich folgende Implikationen: h G g => <Pi(g) — 
<Pi(h) => t/Vi(#) = ^ i j / i ) => ^2(0) = ^2(b) => h e g. Daraus folgt </ C g 
Vg £ G und 9(̂ i < 9^2- Ähnlicherweise läßt sich MiPl < M^2 zeigen. 
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Ad (2). Wir bedenken die Kontexte J ^ , fo und die Homomorphismen 
<PXV1 • 3 ~+ 3^ V 1 , <P01V2 • ^ -+ 'JaV2 mit ^ ^ ( ö O = 9, <Pxvl{™>) = m, bzw. 
(P^2{9) = 5) 9 ^ 2 ( m ) = ™, für g £ G, m £ M. Nach Satz 2 gibt es einen 
Homomorphismus £2 : JrRv,2 —* J2 und einen Isomorphismus £1 : J# —> Ji mit 
<P2 = 6y>ÄV2, ¥>i = 6 <PXV1 • Wegen ft^ < <R{f2 gilt g C g Vg E G, m C m 
Vm G M und ip : g —> g Mg £ G, m —> m Mm £ M ist eine Abbildung der 
Menge S^x U M ^ auf die Menge S ^ U M ^ . Gemäß g I^ m =>3h £ g, n £ m, 
hln=>3h£g)n£m,hln=>g I^V2 m => */>(#) I^V2 0(m) bildet t/> einen 
Homomorphismus von J ^ a u f J ^ . Wir erhalten iß<P3i<ßl(g) = </>(</) = rj = 
(Poi(P2(g) Vg G G und $<poivl(m) = paV 2(m) Vm G M, woraus ^ 2 = ^ ^ V 1 

und v?2 = &<P3iV2 = &ip<PoiVl = 6 ^ i ~ V i folgt- Setzen wir tp = ^V^f 1 , dann 
ist ip : Ji —> J2 ein Homomorphismus mit p2-=. ̂  ipx. 

Bezeichnungen 3 Für jeden Kontext J schreiben wir g = {ft G G | ft^ = g^} 
\/g £G,m=:{n£M\ni = rn^Vm G M, Sj = {g\g G G} ,Mj = { m | m G M } , 
^:T = ( S J , M J ) und J#3 = ( S J , M J , JÄ 3) . Ferner setzen wir F(J) := J ^ . 

Satz 4 Fwr jeden Kontext J zŝ  F(J) ein bereinigter Kontext und (pRD ein 
I-Homomorphismus. 

Beweis Sind g £ 9 j . m G Mj mit <f I^3 m gegeben, dann gibt es ft G «I, 
n £ rh mit hin, woraus folgt lj = g^, n^ = m^ und hln=>h£n^=> 
h£m^=>hlm=>m£h^=>m£g^=>glm. Dies bedeutet, daß <p$,0 

ein I-Homomorphismus ist. Gilt (g)l = (ft)^, dann m £ g^ <==> g I m <==> 
g Ij^ m <=> ft Ij^ m <=> ft I m <=> m £ h^, also g^ = ftT und g — h. 
Ganz ähnlich erhalten wir (m)^ = (n)^ => m = ft. 

Wir bedenken weitere Eigenschaften eines Homomorphismus <p : J —> Ji: 

(H4) Gilt g I m, dann a) <£>(g) = v?(ft) => ft I m, 

b) <£>(m) = </?(n) => g I n. 

(H5) a) ^ ) = ^(A)- t> f f T = Ä T, j . A e G , 
b) (£>(m) = vKn) => m ^ = n^, m,n £ M. 

(H6) a) fft = AT =» p(ff) = <p(h), g,h£G, 
b) m^ = n^ => (p(m) = <£>(n), m,n £ M. 

Satz 5 Ezra Homomorphismus <p : J —» Ji ist ein I-Homomorphismus genau 
dann, wenn <p den Forderungen (H3) und (H4) genügt. 



Beweis Es sei <p ein I-Homomorphismus. Offensichtlich gilt (H3). Sind g, h E G) 

m,n G M Elemente mit g I m, so aus <p(g) = <p(h) folgt <p(h) Ix </?(m) und h I m. 
Gleichzeitig gilt <p(m) = <p(n) => g I n und die Forderung (H4) ist daher erfüllt. 

Wir nehmen an, daß (H3) und (H4) gelten. Es sei <p(g) Ix <p(m). Nach (H3) 
gibt es h e g, m G M mit <p(h) = <p(g), <p(m) = <p(n) und h I n. Aus (H4) a) 
folgt g I n und nach (H4) b) ist g I m. 

Satz 6 Es sei <p : 3 —> J\ ein Homomorphismus. Dann gilt 

(H4)a) <=> (H5)a), (H4) b) <=> (H5)b). 

Beweis Nehmen wir an, daß (H4) a) gilt. Dann aus <p(g) = <p(h)) g, /* G G folgt 
m G g^ <=> g I m <=> h I m <=> m G h\ was g^ = h^ bedeutet. Gilt 
(H5)a), dann erhält man aus <p(g) = <p(h) wegen g^ = / J die Implikationen 
glm=>m£g^=>m€:h*=>hlm. Die zweite Äquivalenz läßt sich ähnlich 
beweisen. 

Satz 7 Jeder Homomorphismus eines bereinigten Kontextes J auf einen Kon­
text J\ erfüllt (H6). Jeder I-Homomorphismus ist in diesem Falle schon ein 
Isomorphismus. 

Beweis Ist 3 bereignit, dann g^ = / J => g = h => <p(g) = <p(h) und 
m^ = n* => <p(m) = p(n) für jeden Homomorphismus <p : J —* J\. Es sei 
<p ein I-Homomorphismus. Nach Sätzen 5, 6 gilt (H5) und daher erhalten wir 
<p(g) = <p(h) => g^ = / J => g = h) <p(m) = <p(n) => m\ = n^ => m = n. Die 
Abbildung <p induziert bijektive Abbildungen der Mengen G, G\ bzw. M, M\ 
und <p ist daher ein Isomorphismus der Kontexte 3, 3i. 

Satz 8 Ist <p ein I-Homomorphismus eines Kontextes J auf einen bereinigten 
Kontext 3i, dann F(J) ~ 3i. 

Beweis 1. Da 3i bereinigt ist, gilt <p(g) = <p(h) <=> (<p(g)Y = (<p(h))^ für 
g,h G G und <p(m) = <p(n) <=> (<p(m))^ = (p(n))^- für m,n G M. 

2. Es sei gT = /iT für g,h G G. Dann gilt g I m <=> b / m für m G M. 
Da <p ein I-Homomorphismus ist, folgt daraus <p(g) I\ <p(m) <=> g I m <=> 
h I m <=> <p(h) I\ <p(m), was (<p(g))^ = ((p(h))^ bedeutet. Wir nehmen an, daß 
umgekehrt (<p(g)Y = (<p(h)Y gilt. Dann ist <p(g) I\ <p(m) <=> <p(h) h <p(m) 
und g I m <=> <p(g) I\ p(m) <=> <p(h) I\ <p(m) <=> h I m, also gl = tf. 
Ahnlicherweise ergibt sich m^ = n^ <=> (<p(m))^ = (<p(n))^ für m,n G M. 

3. Zum Homomorphismus ip erklären wir die Zerlegung 3 ^ = (Sc^^y>) und 
den Kontext 3# v . Für g,h G G erhalten wir dann g = h <=> <p(g) = <p(h) <=> 

((p(g)V = (<r°(^))T <=> #T = ^T <=> </ = h und folglich S</> = SJ- Gleichzeitig 
gilt auch M^ = Mj , F^ = I%0 und daher 3 ^ = F(3). Nach Satz 2 erhalten 
wir J% ~ 3i, also F(3) ~ 3i. 
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S a t z 9 Es sei <p : J —> J\ ein Homomorphismus. Die folgenden Behauptungen 

sind äquivalent: 

(1) <p ist ein I-Homomorphismus. 

(2) Es gilt ^ < %j und <p erfüllt (H3) . 

(3) Es gibt einen Homomorphismus ip : J\ —> F(J) mit (p%3 — ip<p. 

B e w e i s (1) => (2). Mit Anwendung der Sätze 5, 6 ergibt sich g = h => 

(p(g) — (p(h) => gT = /iT => g = h für g,h £ G und daraus S^ < S*j- Ahn l ich gilt 

M ^ < Ma und daher Oitfi<%j. <p erfüllt (H3) nach Satz 5. 

(2) => (3). Nach Satz 4 ist (p%3 : J —» F('J) ein I -Homomorphismus und 

nach Satz 1 gilt X ^ ^ = ÜRj. Unsere Behaup tung (3) folgt dann aus dem Satz 3. 

(3) r=> (1). Weil p%3 ein I -Homomorphismus ist, gilt p>(g) I\ (p(m) => 

ip(<p(g)) I%3 i[)(<p(m)) => <P:n3(g) I%3 <p%3(m) => g I m und auch tp ist ein 

I -Homomorphismus . 

S a t z 10 Es sei <p : J —> J\ ein Homomorphismus. Die folgenden Behauptungen 

sind äquivalent: 

(1) Es gilt (H6) . 

(2) Es gilt %j < %<,. 

(3) Es gibt einen Homomorphismus u) : F(J) —> Ji mit tp = i^<poi3-

B e w e i s (1) => (2). Wegen h£g=>h = g=>h^ = g^=> ip(g) = <p(h) => g = 

h => h E g gilt g C g für alle g £ G. Ahnlicherweise ergibt sich ra C rä Vra E M . 

(2) => (3). Die Behaup tung (3) folgt aus dem Satz 3, weil p^i3 ein I-Homo­

morph i smus ist und dami t (H3) erfüllt. 

(3) => (1). Nehmen wir gT = bT für g,h E G an, dann gilt g = h und 
<Püi3(g) = <PXi(h), *l><pn0(9) = i/xpXiih), woher yp(g) = <p(h) folgt. Ähnlich läßt 
sich m^ = n^ => <£>(ra) = y?(n) zeigen. 

S a t z 11 Für jeden Homomorphismus <p : J —> 'Ji </ift 

(%) ^ ( A T ) C ( ^ 4 ) ) T V / 4 C G ; 

f2j ^ ( ^ X ) C (</?(£))X MB CM. 

B e w e i s Wir beweisen die Behaup tung (1), die Behaup tung (2) läßt sich dann 
ähnlich nachweisen . Nach Definition 2 ist <p(A^) = p{m E M \g I m Vg E ^4}, 
(<p(A))^ = {m\ E M i | g ! I\ m\ \/g\ E <p(A)} für A ^ 0. Es sei rai G.y?(-4T) 
gegeben. Dann gibt es ra E 4 T mi t <£>(ra) = rai und g I m Mg E A. Ist gi 
ein Element von <p(A)\ so gibt es ein h E 4 mi t £>(h) = gi und nach un­
serer Voraussetzung gilt h I ra. Daraus folgt <p(h) I\ <p(m) und gi I\ rai, also 
rai E (<p(A)y. Dies aber bedeute t <D(AT) C (v?(4))T . Im Falle A = 0 ergibt sich 
l/>(0T) = <p(M) = M\ = 0T = (^ (0 ) ) T . 
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Endlich untersuchen wir Homomorphismen <p : J —» J1 mit den folgenden 

Eigenschaften (H7)-(H10): 

(H7) a) <p(g) = <p(h) => <p(g^) = ^(bJ), <l, h £ G, 

b) <£>(m) = </?(n) => <jD(m̂ ) = <p(n^), myn £ M. 

(H8) a) ^(gT) = ^(KT) ^ ^ ) = v?(l1), g, l, e G , 

b) < (̂mT) = <p(n^) => </?(m) = </?(n), m, n £ M. 

(H9) a) <p(g1) = (<p(g))1 V » e G , 

b) ^(m-^) = (fi(m)Y Vm<EM. 

(H10) a) ^(«7T) = ^(/iT)^_9T = /iT] j , / i £ G , 

b) <£>(mT) =- <p(n^) => mT = n^, m,n £ M. 

Satz 12 Dze folgenden Eigenschaften eines Homomorphismus <p '• J —* J\ sind 
äquivalent: 

(1) (H9)a), 

(2) (H2)a), 

fS; (H7)a), (H3). 

Beweis (1) => (2). Es sei <p(g) I\ <p(m). Dann <p(m) £ (v?(#))T und nach (1) 
gilt <p(m) £ <p(g^)- Es gibt daher ein n & M mit <£>(m) = <£>(n) und g I n. 

(2) => (3). Es sei <£>(#) = <p(h) und nehmen wir m\ £ vK.7 )̂ a n - Dann gibt 
es ein m £ M mit <£>(m) = mi und g I m. Aus g I m folgt <£>(#) Ii </?(m) und 
<£>(b) Ii <p(m). Nach (H2) a) gibt es ein n £ M mit <p(m) = <£>(n), hin, woher 
n £ bT u n c [ <^(n) £ </?(bT) folgt, was aber m\ £ <p(h^) bedeutet. Daraus erhalten 
wir <p(g^) C V?(bT). Dargleichen beweisen wir, daß auch <p(h^) C <p(g^) gilt. Aus 
(H2) a) folgt offensichtlich (H3). 

(3) => (1). Gilt m\ £ (<p(g)y, dann <p(g) Ii m\ und nach (H3) gibt es 
h £ G, n £ M mit </?(/i) = <£>(#), v?(n) = m\) h I n. Aus b I n folgt n £ bT u n c [ 
<£>(n) £ v?(bT). Nach (H7) ist <p(g^) = <p(h^), was <pxn) £ <p(g^) und mx £ <p(g^) 
bedeutet. Nach Vorhergehendem gilt (<p(g)y C <p(g^) und nach Satz 11 ergibt 
sich die Gleichheit (H2) a). 

Satz 13 Die folgenden Eigenschaften eines Homomorphismus <p ; J —+ Ji sind 
äquivalent: 

(1) (H9)b), 

(2) (H2)b), 

(3) (H7)b), (H3). 

Beweis Der Beweis führt man ganz ähnlich zum Beweis des Satzes 12 durch. 
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Aus den Sätzen 12, 13 erhalten wir: 

Satz 14 Die folgenden Eigenschaften eines Homomorphismus <p : J —> Ji sind 
äquivalent: 

(1) (H9), 

(2) (H2), 

(3) (H7),(H3). 

Satz 15 Die folgenden Eigenschaften eines Homomorphismus <p : J —* J\ sind 
äquivalent: 

(1) <p ist ein I-Homomorphismus. 

(2) Es gelten (H10), und (H2). 

Beweis (1) => (2). Die Gültigkeit von (H2) folgt unmittelbar aus (Hl). Wir 
nehmen <p(g^) = V?(bT) an. Gilt m G gT, dann g I m und <p(g) I\ p(m), Was 
<p(m) G (<p(g)y bedeutet. Nach Satz 14 ist (H9) erfüllt, woher wir <p(m) G <p(g^) 
und folglich <p(m) G <^(bT), <p(m) G (<£>(b))T erhalten. Die Beziehung <p(rh) e 
(<p(h)y ist zu <p(h) I\ <p(m) äquivalent. Aus (Hl) ergibt sich daraus h I m 
und m G nT. Dies hat zur Folge gT C bT. Nach gleicher Weise zeigt man auch 
h^ Q #T, woher dann bT = gT folgt. Ahnlich läßt sich <p(m^) = <p(n^) => mT = nT 

beweisen. 
(2) => (1). Nach Satz 14 und wegen (10) gilt <p(g) = <p(h) => (v?(öO)T = 

(^>(b))T => <£>(gT) = <p(tf) => oT = bT und <D(m) = <p(n) => (^(m))T =-
(</p(n))T => </?(mT) = <£>(nT) => m^ = nT. Dies bedeutet, daß <p die Bedin­
gung (H5) erfüllt. Nach Satz 14 gilt auch (H3) und nach Sätzen 6, 5 ist <̂> ein 
I-Homomorphismus. 

Satz 16 Es sei <p : J —*• J\ ein Homomorphismus, der (H2) erfüllt. Sind 
F(J) = (9j,Mj,FK3). F('Ji) = (S?!, Mji , JÄ 3 I ) rfae gfi 3, 3i gehörigen Kon­
texte, dann ist die durch die Vorschriften ip(g) = <p(g), ip(m) = <p(m) \/g G 9u 
Vm G -Mj bestimmte Relation xß von 9j U Mj auf 9jx U 3V[j1 ezn Homomorphis­
mus des Kontextes F(J) auf F(J\). <p ist ein Isomorphismus genau dann, wenn 
<p ein I-Homomorphismus ist. 

Beweis Die Relation t/3 ist eine Abbildung: Es sei g = h für g,h G g. Dann 
gilt #T = bT und <p(g^) = <p(tf). Nach Satz 14 ist (p(g)Y = (y(A))T, also 
<£>(g) = ^>(/i) und \j)(g) = ip(h). Ahnlicherweise ergibt sich m = n => ^(m) = -0(n). 
?/> ist ein Homomorphismus: Es sei g I%3 rh. Es gibt h G #, n G m, d.h. bT = # , 
nT = mT mit hin. Wegen bT = #T, n^ = m^ ist <p(h^) = <p(g^)) <p(n^) = <p(m^) 
und nach Satz 14 ergibt sich daraus (<£>(/i))T = (<p(g)y, (<p(n))^ = (<p(m))^ und 
<p(h) = <p(g)i <p(n) = <p(m). Durch Anwendung der Homomorphismen <pi) <PR0I 
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erhält man dann h 1 n => <p(h) I\ <p(n) => <p(h) 1^ <p(n) => <p(g) IRÜJ <p(m) => 
i/j(g) In, ip(m). 

Wir nehmen an, daß <p ein I-Homomorphismus ist. Gilt i/j(g) IJIÖ ^ (m) , also 
<p(g) IRDI <p(m), dann gibt es gi E G\, m\ G Mi mit ~g? = <p(g), fh~t = <p(m)y 

also g\ — (<p(g)Y, m\ = (<p(m))^ mit gi Ii m\. Offensichtlich gibt es auch 
h G G, n G M mit <p(h) = g\, <p(n) = mi , woher <p(h) I\ <p(n). Da <p ein 
I-Homomorphismus ist, folgt daraus hin und durch Anwendung des Homo­
morphismus <PRÖ ergibt sich h 1^ fh. Wegen (<p(g)Y = g\ = (<p(h)Y, 
(<p(m))^ = ra} = (<p(n))^ gilt nach Satz 14 <p(g^) — (f(n^)^ <p(rn^) = <£>(n̂ ) 
und nach Satz 15 erhält man daraus g^ = bJ, n^ = ra^, also g = /i, m = n. 
Somit gilt g I^3 m und t/> ist ein I-Homomorphismus. Nach Satz 4 ist F(3) ein 
bereinigter Kontext und nach Satz 7 bildet <p einen Isomorphismus. 

Nehmen wir an, daß ip ein Isomorphismus ist. Aus <p(g) I\ <p(rn) folgt 
<p(g) IR0 ^(m), also ip(g) I%0 ip(fh) und g I^n fh. Nach Satz 4 ist <p^0 ein 
I-Homomorphismus, woher g I%0 fh => g I m. Wegen <p(g) h <p(rn) => g I m 
bildet <p einen I-Homomorphismus. 

Fassen wir die Ergebnisse einiger vorgegangenen Sätze zusammen, so erhal­
ten wir: 

Satz 17 Für einen Homomorphismus <p : 3 —> 3i sind die folgenden Behaup­
tungen äquivalent: 

(1) <p ist ein I-Homomorphismus. 

(2) Es gelten (H3) und (H4). 

(3) Es gelten (H3) und (H5). 

(4) Es gelten (H2) und (H10). 

(5) Es gelten (H9) und (H10). 

(6) Es gelten (H3), (H7) und (H10). 

(7) Es gelten (H3) und 3 ^ < % . 

C8j Fs gibt einen Homomorphismus ift : 'J\ —> F(3) rml v?^ —\j)<p. 

(9) Es gilt (H2) t/nd die Abbildung \j> : F(3) -+ F(3i) m^i ^(g) = ^ ) 7 

> 
-0(ra) = 9?(m) Vg G S J Vra G Mj «si1 ein Isomorphismus. 
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