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Abstract
R. Wille defined the triadic contexts. In this paper, an “alternative”
theory of concepts in the triadic contexts is developped so thet the appro-
priate triples of sets are defined by means of appropriate non-empty sets
using inner tools of the theory.
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In [2] definierte R. Wille triadische Kontexte als die Verallgemeinerung der
(diadischen) Kontexte aus [1]. In der Theorie der triadischen Kontexte werden
spezielle geordnete Tripel der Mengen, sog. Konzepte studiert,wobei die Be-
nutzung der leeren Menge nicht ausgeschlossen ist. Stillschweigend wird dabei
die eingefiihrten Konventionen verwendet.

In der vorgelegten Note werden zulissige Tripel der nichleeren Mengen im
gegebenen triadischen Kontext definiert. Durch diese Tripel sind dann solche
zuléssige Tripel bestimmt, in denen auch die leere Menge vorgekommen wird.
Es zeigt sich, daf§ dieses Verfahren zu der gleichen Theorie der Konzepte fiihrt,
wie in [1].

Definition 1. Ein triadischer Kontext ist ein Quadrupel K = (K1, K3, K3,Y),
wo K1, K, K3 Mengen und Y C K; x Ky x K3 eine Ternirrelation sind.

Bemerkung 1. Wegen der Vereinfachung unserer Betrachtungen wird ferner
vorausgesetzt, dafl die Mengen K, Ko, K3 nichtleer sind.
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142 FrantiSek MACHALA

Definition 2. Nichtleere Teilmengen X; C Kj, 7 € {1,2,3}, sind zuléssig (im
Hinblick auf Y) genau dann, wenn (21, Z2,z3) € Y fiir alle z; € X; gilt. Sind X;
zuldssig, dann schreibt man (Xi, X2, X3)y, im umgekehrten Fall (X7, X5, X3)-y.

Bemerkung 2. Zu den nichtleeren Mengen X; C K;, X; C K; laBt sich
nicht stets eine nichleere Menge X}, mit (X1, X2, X3)y bestimmen. Es ist daher
notwendig, die Definition 2 iiber die leere Menge zu erweitern. Im Folgenden
werden zwei Moglichkeiten gezeigt.

Definition 3. Mengen X; C K, 1 € {1, 2, 3}, heilen 1-zuléissig ((X1, X2, X3)1),
wenn gilt:

a) Sind alle Mengen X; nichtleer, dann (X1, X3, X3); & (X1, X2, X3)y.

b) Ist mindestens eine der Mengen X leer, dann gilt stets (X1, X2, X3)1-

Definition 4. Mengen X; C K;, ¢ € {1,2,3}, heiflen 2-zulsissig ((X1, X2, X3)2),
wenn gilt:

a) Sind alle Mengen X; nichtleer, dann (X1, X2, X3)2 & (X1, X2, X3)y-

b) Sind X;, X5 nichtleer und X3 = §, dann gilt (X;, X5,0)2 genau dann,
wenn (X1, Xo, A)-y fiir alle nichtleeren Mengen A C K3 ist. Ahnlicherweise
definieren wir (X1, 0, X3)2, (0, X2, X3); fiir nichleere Mengen X;.

c) Sind X; nichtleer und X, = X3 = 0, dann gilt (X3,0,0)2 genau dann,
wenn (X1, M, N)-y fiir alle nichtleeren Mengen M C K,, N C Kj ist. Ahn-
licherweise definieren wir (@, X3,0)s, (8,8, X3) fiir nichleere Mengen X, X3.

d) Es gilt (0,0,0).

Bemerkung 3. Es gilt (X1, X3, X3)2 = (X1, X2, X3)1, aber die umgekehrte
Implikation gilt im Allgemeinen nicht. Fiir nichleere Mengen X; C K; ergibt
sich

(X1, X2, X3)y & (X1,X2,X3)1 & (X1, X2, X3)2.

Bemerkung 4. Fiir eine nichleere Menge X3 C K3 gilt (0,0, X3)2 genau dann,
wenn (@, B, X3)2 bzw. (A,0, X3)s fiir alle nichleeren Mengen A C K; bzw.
B C K, erfiillt ist. Dies gilt auch fir Mengen X; C K;,X; C K,. Wenn
X; C Ki;,i € {1,2,3} nicht 1-zuléissig bzw. 2-zuléssig sind, so schreibt man
(X1, X2, X3)—1 bzw. (X1, X3, X3)—2. '

Satz 1. Es seien X;, X{ C K; Mengen mit X; C X; fir alle i € {1,2,3}.

1. Sind alle Mengen X nichtleer, dann (X1, X2, X3)y = (X1, X}, X})y.

2. Ist mindestens eine der Mengen X| leer, wobei Xj = e X k=0, dann
(X{’Xé’Xé)] = (X17X27-X3)j fur] € {112}

Beweis. 1. Gilt (X1, X2, X3)y, dann aus z; € X folgt z; € X; und (2, 2%, 2%) €
Y, was (X7, X}, X3)y bedeutet.
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2. Fiir j = 1 ist unsere Behauptung offensichtlich. Nehmen wir (@, X}, X3)2
an, wo X}, X} nichtleer sind. Unserer Voraussetzung nach ist dann X, # 0, X3 #
0. Gilt (M, X2, X3)y fiir eine nichtleere Menge M C K;, dann aus dem Fall 1
folgt (M, X}, X})y, was aber ein Wiederspruch zu (§, X}, X}) ist. Deshalb gilt
(@, X2, X3)2. Ahnlicherweise verfihrt man in den iibrigen Fillen.

Satz 2. Fir X; C K;, X C K, sind folgende Behauptungen dquivalent:

(1) Es gilt (X1, X2, X3)—2 fir alle Mengen X3 C K.

(2) Genau eine der Mengen X1, X» ist leer. Gilt X; = 0,X5 # 0, so gibt es
eine nichleere Menge By C K; mit (By, X2, X3)y. Gilt X; #0, X2 =0, so gibt
es eine nichleere Menge B C Ko mit (X1, B2, K3)y.

Beweis. (1)=>(2). Es sei (X, X2, X3)—2 fiir alle X3 C K3 . Zuerst nehmen
wir an, daf die Mengen X3, X, nichtleer sind. Unserer Voraussetzung nach gilt
(X1, X2, X3)-y fiir beliebige nichleere Menge X3 C K3, woraus (X1, X»,0)2
folgt, was aber ein Wiederspruch ist. Ahnlicherweise gilt (#,0,0)2 auch im Fall
X1=X=0.

Nehmen wir also X; = @ und X» # @ an. Dann ist (@, X2, X3)—2 und es gibt
eine nichtleere Menge B; C K; mit (B1, X2, X3)y. Ganz dhnlich verfihrt man
im Fall .X1 7‘-‘ @, Xz = @

(2)=(1) Nehmen wir an,da88 X; = 0, X2 # 0 und (B, X2, K3)y mit
Bi # 0 gilt. Dann ist (§, Xz, #)—2. Fiir beliebige nichtleere Menge X3 C K3 gilt
nach Satz 1 (B, X2, K3)y = (B1, X2, X3)y , woraus (0, X3, X3) o folgt.

Definition 5. Ein Kontext K heifit 3-vollstindig, wenn es nichtleere Mengen
M C K1,N C K, mit (M,N, K3)y gibt. Ahnlicherweise wird ein 1-vollstéindi-
ger bzw. 2-vollstandiger Kontext definiert. Ein Kontext ist vollstdndig, wenn er
i-vollstandig fiir alle 7 € {1,2,3} ist.

Bemerkung 5. Ein Kontext K ist 3-vollstindig genau dann, wenn es Teilmen-
gen X; C Ki, X, C K, gibt, die die Bedingung (1) des Satzes 2 erfiillen.

Definition 6. Fiir beliebige Mengen X; C K;,Xs C K, setzen wir Az =
[X1, X5]; fiir j € {1,2}, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Es gilt (X3, X>, Az); und fiir beliebige Menge M C K3 aus (X1, X2, M);
folgt M C As.

2. Gilt (X1, Xa, M), fiir jede Menge M C K3 ,dann A; = [Xl,X2]2 = Kj.

Ganz shnlich wird A = [X1, X3); und A; = [X32, X3); definiert.

Satz 3. Fiir beliebige Mengen X; C Ki,X2 C Ka gibt es genau eine Menge
As = [X1,X2);, 7 € {1,2}. Ist K 3-vollstindig und gilt X; = X, =0,

dann [X1, X2]z = 0 und [X;, X2)1 = K3. In allen iibrigen Fillen gilt [ X1, X2)1 =
[X1, X2)2. Ist dabei mindestens eine der Mengen X1, X leer, dann [X1, Xa)1 =
[Xl,Xz]z = K3.
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Beweis. a) Es seien X7, X, nichtleer. Nehmen wir zuerst an, da8} es eine nichtleere
Menge X3 C K3 mit (X1, X2, X3)y gibt. Setzen wir A3 = {z3 € K3 | (X1, X2,
{Zs})y}, dann As = [Xl,th = [Xl,lez. Gilt (Xl,X2’X3)’ﬂY fiir alle nich-
leeren Mengen X3 C Kj, dann gilt (Xi,X2,0);, (X1,X2,0)2 und folglich
[X1,Xoh = [X1,X5]2 = 0.

b) Wir setzen voraus, daf genau eine der Mengen X, X leer ist. Es sei z.B.
X1 = 0. Gibt es eine nichtleere Menge X3 C K3 mit (0, X2, X3)2, dann gilt nach
Satz 1 (0, X5, K3)2, woraus sich [ X1, X»]2 = Kj ergibt. Aus (0, X3, )2 folgt nach
Bemerkung 4 (0, X, K3)2, was [X1, X2]s = K3 bedeutet. Gilt (0, X5, X3)—s fiir
alle Mengen X3 C K3, dann ist K3 = [X1, X2]2 geradeaus nach Definition 6.

c) Es seien beide Mengen X;,X> leer. Dann gilt (0,0, K3); und folglich
K3 = [X1,X5]1 . Ist der Kontext K 3-vollstindig, so gibt es nichtleere Mengen
M C K;,N C K, mit (M, N, K3)y. Fiir beliebige nichtleere Menge X3 C K3
erhélt man nach Satz 1 (M, N, X3)y und folglich (6,0, X3)—2 . Wegen (0,0, 0)
gilt also 0 = [X1,Xz)2. Ist K nicht 3-vollstindig, dann gilt (0,0, K3)2, weil
(M, N, K3)—o fiir beliebige nichtleere Mengen M C K;, N C K, ist. Daraus
ergibt sich K3 = [X1, X5]s .

Bemerkung 6. Durch die Vertauschung der Indizes in den S#tzen 2, 3 erhilt
man die entsprechenden Behauptungen auch fiir die Mengen X; C K;, X3 C K3
bzw. X2 g KQ, X3 g K3.

Verabredung. Gilt [X;, X;],
{1,2,3}, so setzen wir Ay = [X;,

2

[Xi,Xj]g = A fiir X; C K, XJ' C Kj, ’i,j,k €
il-

Satz 4. Es seien i,j,k € {1,2,3} verschiedene Indizes mit i < j und seien
Ai,B; C K;, A;,B; C K; Mengen mit B; C A;, B; C A;. Ist By = [B.,;,Bj]
erfillt, dann gilt Ay = [A;, Aj] und Ay C Bi.

Beweis. Wegen der Bestimmtheit setzen wir ¢ = 1, j = 2, ¥ = 3. Es sei
B; = [B1,B2] und nehmen wir dabei [A;, A2]1 # [A1, A2]2 an. Nach Satz 3
gilt dann 4; = Ay = 0 und K ist 3-vollstindig. Aus B, C 4, By C A, folgt
B; = B> = () und wieder nach Satz 3 erhilt man [By, Ba]; # [B1,Bz)2, was ein
Wiederspruch ist. Somit gilt As = [A4;, A2].

Nehmen wir an, da# die Mengen Bj, B2 nichtleer sind. Dann sind auch
Aj, Ay nichtleer. Ist dabei A3 leer, so A3 C B;. Es sei also Az nichtleer. We-
gen Az = [A1, As] gilt (A1, A2, A3)y . Ist Bj; leer, dann aus [Bi, Ba]z = 0 fol-
gt (B1,Bs,0)s. Nach Satz 1 ergibt sich daraus (A1, As,0)2, was ein Wieder-
spruch zu (A;, As, A3)y ist. Deshalb ist B3 nichtleer und nach Satz 1 gilt
(A;, A2, A3)y = (B1,Ba,A3)y, woraus man aus Bs = [B, By] die Inklusion
A3 g B3 enthilt.

Ist mindestens eine der Mengen B;, B; leer, so gilt nach Satz 3 B3 = K3
und damit Az C Bjs.

Bemerkung 7. Es sei der Kontext K 3-vollstéindig und seien Ay, B1, A2, B, die
Mengen aus dem Satz 4,wobei Bj, B leer sind. Dann gilt B} = [B1, B2]1 = K3
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und B? = [By, Bz, = 0. Setzen wir A} = [A;, A2]1, A} = [A1, A2]2, 50 gilt
A} C B}, aber B2 C A}

Definition 7. Ein Tripel (A;, A2, A3) C K; x Ky x K3 heifit ein i-Konzept
fiir 7 € {1,2}, wenn A] = [Ag,Ag]i, A2 = [Al,Ag].;, A3 = [AI,A2]i gilt. Die
Tatsache, dafl das Tripel (A1, A2, A3) einen i-Konzept bildet, wird mit dem
Symbol [A;, Az, As); bezeichnet. Gilt [A;, Aj, A3]; = [A1, Ao, As]2, dann ist
das Tripel (A;, As, A3) ein Konzept, was man mit [A;, A2, A3] bezeichnet.

Bemerkung 8. Aus dem Satz 3 erhilt man folgende Behauptungen: Es sei
(Al,Az,Ag) C K31 x Ky x K3. Gilt (Al,Ag,A(;) # (@,@, @), dann [Al,Az,A3]1 =4
[A1, Aa, A3)o. Ist dabei z.B. die Menge A; leer, so gilt A; = Kj, Ax = Ki, wo
i, 7, k die miteinander verschiedenen Indizes sind. Das Tripel (0,0,0) ist ein 1-
Konzept in keinem Kontext und [@, @, #]> gilt genau dann, wenn K vollstindig ist.
In einem Konzept kann die leere Menge nur in den Féllen [0, K, K3], [K1, 0, K3],
[K1, K2, 0] vorkommen.

Folgende Behauptungen sind die unmittelbaren Folgerungen des Satzes 4.

Satz 5. Sind [A;, A2, A3, [B1, B2, B3] Konzepte mit B; C A;, Bj C A;, dann
Ay, C By.

Satz 6. Sind [A;, As, As], [B1,B2,Bs] Konzepte mit B; C A; fir alle i €
{1,2,3}, dann [Al,Az,A;;] = [B1,Bz,B3].

Es sei 7 (K') die Menge aller Konzepte von K. Fiir Mengen X; C K;, X; C K;
setzen wir K(X;, X;) = {[M1, M2, M3] € 7(K) | X; C M;, X; C M;} und
br(Xi, X;) = {[A1, A2, 43] € K(X;,X;) | [Q1,Q2,Q3] € K(X;, X;) = Qx C
Ak}. Aus [Al,Ag,A;;], [B1,Bz,33] € b (Xi,Xj') folgt offensichtlich Ay = By.

Es sei [A;, A2, A3] ein Konzept aus bg(X;, X;), fiir den aus [Q1,Q2,Q3] €
bi(Xi, X;) stets Q; C A; folgt. Ist [By B;,Bs] ein weiterer Konzept aus
br(X;, X;) dieser Eigenschaft, dann gilt B; = 4;, By = A und folglich 4; =
[A;, Ax] = [Bi, Bx] = Bj, und [A41, A3, A3] = [B1,Bs, Bs). Es gibt daher hichstens
einen Konzept beschriebener Eigenschaft, der man mit b (X;, X) bezeichnet.

Im nichsten Satz wird bewiesen, daf} fiir beliebige Mengen X; C K;, X; C
K stets die Konzepte bk, bjx existieren. Hier ist auch die Konstruktion solcher
Konzepte beschrieben.

Satz 7. Es seien Mengen X; C K;, X; C K; gegeben.

1. Es sei mindestens eine der Mengen X;, X; nichtleer. Setzen wir Ay =
[Xi, X;] = Bi, Ai = [Xj,Ax], Aj = [Ai, Ax], B; = [Xi, Bx), B; = [B;, By,
dann gilt bik(Xi,Xj) = [A1,A2,A3] und bjk(Xi,Xj) = [Bl,BQ,BSI.
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2. Es seien die Mengen X;, X; leer. Setzen wir Ay = K = By, A;
Ki, Aj = [Ki,Kk], Bj = Kj und B,; = [Kj,Kk], dann gzlt bik(Xi,Xj)
[Al,Az,Agl und bjk(Xi,Xj) = [Bl,Bz,Bg].

It

Beweis. Zunichst beweisen wir, daf} die im Satz beschriebenen Tripel (A1, Az,
As), (B1, Bz, B;) die Konzepte mit [A1, A2, As], [Bi, By, B3] € K(Xi,Xj) bilden.
Dabei setzen wir i = 1, j = 2, k = 3 voraus.

1. Es sei mindestens eine der Mengen X3, X5 nichtleer. In diesem Fall sollen
wir die Giiltigkeit von A; = [Az,As], Az = [Al,Az}, B, = [Bl,A3] und X; C
A1, By; X2 C As, By nachpriifen.

a) Es seien beide Mengen X;, X» nichtleer.

a) Zuerst nehmen wir an, daf§ die Menge A3 = [X;, X] nichtleer ist. Nach
Definition 6 gilt dann (X3, X2, A3)y und wegen A; = [X», A3] erhalten wir
daraus X; C A; und A; # 0. Es gilt also (41, X5, A3)y, woraus wir wegen A; =
[A1, A3] wieder X, C Ag, A3 # 0 und folglich auch (A;, As, A3)y erhalten. Dies
hat zur Folge Az C [A1, A2] und A4; C [Az, A3]. Wegen X3 C A;, X2 C Az und
As C [X;,X5] gilt nach Satz 4 [A;, 42] C [X1, X2] und nach dem Vorangehenden
auch A3 = [Al,Az]. Aus X2 g A2 fOlg‘t endlich [Al,Ag] - [Xz,Ag] und A1 =
[Ag, A3].

Ahnlicherweise lassen sich die iibrigen Gleichheiten By = [X1, As], Bi
[Bz, A3] beweisen.

B) Es sei die Menge Az leer.Nach Satz 3 gilt 4; = [X5,0] = K;, A2 =
[K1,0] = K,, B, = [X1,0] = K> und B; = [K,,0] = K, woraus unmittelbar
X1 € Ay, B; und X, C Ay, B folgt. Wegen 0 = [X;, X3] ist (X1, X2,0); fiir
i€ {1,2} und nach Satz 1 gilt auch (Kl,Kz,@)i, was ) = [KI,KZ] = [Al,AZ] =
[B1, B3] = A; bedeutet. Endlich gilt A; = K; = [K»,0] = [A2, A3]. Ahnlicher-
weise 148t sich auch By = K, = [K1,0] = [B1, B3] beweisen. Somit ergibt sich
[A19A27 A3] = [Kla K2y m] = [B11 BZ: B3]~

b) Nehmen wir an, dafl genau eine der Mengen X7, X2 nichtleer ist; es sei
Z.B. X1 # @

a) Nach Satz 3 ist A3 = {Xl, @] = K3, A1 = [@,K3] = K] und Az = [Kl,Kg].
Ist Ay leer, dann gilt A; = [0, K3] = [As, A3] und zugleich K3 = [K;,0] =
[A1, A2). Daraus ergibt sich [A;, A2, A3] = [K1,0, K3]. Ist Az nichtleer, dann gilt
(A1, K2, K3)y und schrittweise auch Ky = [A1, K3] = [4;, 43], K3 = [41, K2 =
[Al,Az] = Az und [Al,Az,A;;] = [Al,Kg,Ks]. In beiden Fillen ergibt sich
offenbar Xl g Al, X2 g A2.

B) Es gilt By = [X1,A43] = [X1,K3]. Zuerst sei B> leer. In diesem Fall
ist Bl = [BQ,A;;] = [@,Ks] = K1 und A3 = K3 = [Kl,g] = [Bl,Bz]. Aus
0 = [X,1, K3] folgt (X1,0, As); und nach Satz 1 ergibt sich daraus (K1,0, K3);
und @ = [KI,K;;] = [Bl,Bs] = B2. Somit gllt [Bl,Bz,A;;] = [Kl,@, K3]

Es sei B, nichtleer. Dann ist (X1, Bg, K3); und wegen B; = [B2, K3] auch
(Bi1, Bz, K3); . Daraus folgt K3 = [By, B2] und By C [Bs, K3]. Gleichzeitig gilt
nach Satz 4 [B],Ks] - [Xl,K;;] = B;. Damit erhilt man B, = [Bl,K;;] =
[Bi, As] und schlieBlich [B;, B2, As] = [By, Bz, K3].

2. Es seien beide Mengen X, X leer. Setzen wir nach unserer Voraussetzung
A1 = Kl, B2 = Kz, A3 = K3 = Bs, Az = [Kl,Kg] und B1 = [Kz,Kg], dann

I
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A2 = [Al,Ag], B1 = [Bg,Bs]. Fiir A2 = 0 gllt A3 = K3 = {Kl,@] = [Al,Az]
und A1 = Kl = [Q,Ks] = [AQ,A;;]. Im Fall A2 # m el‘gibt sich (Kl,AQ,Ka)Y
und daraus A3 = K3 = [Kl,Ag] = [Al,Az], Al = K] = [AQ,K3] = [AQ,A3].
Ahnlicherweise 148t sich [B;, B2, B3] beweisen.

[A1, Az, A3), [Bi, Bs, B3] seien die im vorigen Teil beschriebenen Konzepte.
Dann gilt [4;, As, As], [B1, B2, B3] € K(X}1, X2). Es sei [Q1, Q2, Q3] ein weiterer
Konzept aus K(X;, X3). Ist mindestens eine der Mengen X7, X5 nichtleer, dann
Qs = [Q1,Q>2] C [X1,Xs] = A3 = Bj. Sind beide Mengen X, X, leer, dann
A3 = K3 = B3. Es gllt daher [AI,AQ,Aa],[Bl,Bz,le € b3(X1,X2). Es sei
nun [Q1,Q2, Q3] ein beliebiger Konzept aus bs(Xi, X2). Ist mindestens eine
der Mengen X3, X nichtleer, dann gilt @, = [@2,43] C [X1,43] = A; und
[Al,AQ,A;g] = b13(X1,X2). Ganz dhnlich ist auch b23(X1,X2) = [B],B2,B3].
Sind X7, X3 leer, dann folgen die eingefiihrten Beziehungen aus den Gleichheiten
A1 = K] und B2 = Kg.
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