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Über das Lokalisierungsprinzip bei 
mehrdimensionalen Shannonschen und konjugierten 
Shannonschen Abtastreihen 

Holger Boche 

Abstract: In this paper the behaviour of multidimensional Shannon and conjugated 
Shannon Sampling Series is investigated. For the one-dimensional Shannon as well as 
the one-dimensional conjugated Shannon Sampling Series there hold some localization 
principles. These localization principles are usefull for the investigation of the conver
gence behaviour of the one-dimensional Shannon and conjugated Shannon Sampling 
Series. In this paper it is shown that for more than one dimension these localization 
principles cannot hold. These results solve a problem proposed by P.L. Butzer [2], 

Mathematics Subject Classification: 41A05, 42A50, 94A05, 94A12 
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1. Einleitung und Ergebnisse 
Die Shannonsche Abtastreihe einer auf dem Intervall [0,1] konzentrierten stetigen 
Funktion / ist durch 

(D (̂ /)(') = à X X Ь 8 т п т г ( * - ~) 

t--* 

definiert. Die Shannonsche Abtastreihe besitzt für die Signaltheorie eine große Bedeu
tung [8] [9] [10]. Von mathematischer Seite wurde die Shannonsche Abtastreihe in den 
letzten 30 Jahren ausgiebig untersucht. Ein Überblick über den Entwicklungsstand 
wurde in den Übersichtsarbeiten von Butzer [3] [4] [5] gegeben. Für Anwendungen auf 
Fragen der Approximationstheorie sei auf [6] [7] verwiesen. 
Für die eindimensionalen Abtastreihen gilt das folgende Lokalisierungsprinzip. Es sei 
/ € Co[0,1] eine beliebige Funktion, welche auf einem Intervall [a, b] C (0,1) gleich Null 
ist. Dann konvergiert die Folge der Shannonschen Abtastreihe Anf für alle t G (a,6) 



28 Holger Boche 

gegen Null. Für jedes abgeschlossene Teilintervall von (a,b) konvergiert die Folge 
gleichmäßig gegen Null. Diese Eigenschaft der eindimensionalen Shannonschen Ab
tastreihe ist für die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Abtastreihen äußerst 
nützlich [15]. Mit dieser Eigenschaft ist es möglich, hinreichende Konvergenzbedin-
gungen stets lokal zu formulieren [11] [15]. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob 
für mehrdimensionale Shannonsche Abtastreihen diese Aussage ebenfalls gilt. 
Für stetige auf dem Quadrat [0, l ] 2 C IR2 konzentrierte Funktionen / ist die zweidi
mensionale Shannonsche Abtastreihe durch 

n—1 n — 1 , . / /ri \ • / ko \ 

smnir{x L( smnn(y *-) (2) (A»/)(*,y) = - - - - £ £ ' ( - > -
x — —•• v — — 

fc1 = l /e2 = l n & n 

definiert [3] [9]. Die Menge dieser Funktionen / bezeichnen wir im weiteren mit 
Co[0, l ] 2 . Wir versehen die Menge Co[0, l ] 2 mit der üblichen Maximum-Norm. 
Von P.L. Butzer [2] s tamm t die Vermutung, daß das Lokalisierungsprinzip für mehrdi
mensionale Shannonsche Abtastreihen nicht gilt. Wir wollen in dieser Arbeit die 
Gültigkeit dieser Vermutung beweisen. Diese Aussage ist in dem folgenden Satz en
thalten. 

Satz 1. Es existiert eine in dem Rechteck [0,1] x [0, \] konzentrierte stetige Funktion 
gl derart, daß 

(3) hmsup ( A 2 g ! ) ( - , - ) = oo 
n—>oo I Z Z I 

gilt. 

Damit kann offensichtlich das Lokalisierungsprinzip für die Shannonsche Abtastreihe 
in höheren Raumdimensionen nicht gelten. Wir wollen nun noch eine einfache hin
reichende Bedingung für die Gültigkeit eines Lokalisierungsprinzips angeben. Dazu 
führen wir die folgende Bezeichnung ein. Es sei ö > 0 eine reelle Zahl und (xo, y0) £ M2. 
Dann bezeichnen wir mit As(xo,yo) die Menge aller (x,y) £ R2, für die \x — xo\ < S 
oder \y — yo\ < S gilt. Mit dieser Bezeichnung erhalten wir den folgenden Satz. 

Satz 2. Es sei f £ Co[0, l ] 2 eine beliebige Funktion mit der Eigenschaft, daß ein 
Punkt (xo,yo) £ (0,1) x (0,1) und eine Zahl 6 > 0 existieren, für die f(x,y) — 0 mit 
(x,y) £ As(xo,yo) gilt. Für diese Funktionen f haben wir 

(4) Iim(A*/)(.-o )j/o) = 0. 
n—>oo 

Der Satz 2 gibt damit eine gewisse schwächere Variante des Lokalisierungsprinzips 
aus dem eindimensionalen Fall an. Der Satz 1 zeigt, daß die Voraussetzungen des 
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Satzes 2 ohne zusätzliche Glattheitsanforderungen an die Funktion / nicht abges
chwächt werden können. 

Als nächstes wird eine ähnliche Fragestellung für die konjugierte Shannonsche Abtas
treihe untersucht. Diese ist als Hilbert-Transformierte der Shannonschen Abtastreihe 
definiert. Für ein Signal / G Co[0,1] ist die Hilbert-Transformierte / durch 

Ѓ - Є 

/(*) = Bxa i [mdT+i rmdr 
e->0 i T T J t — T 7T J t — T 

t+e 

(5) = V.PX f mdт 
к ' ҡ t-т 

definiert. Im weiteren wird mit C0

5O(R) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren 
Funktionen bezeichnet, welche nur auf einer kompakten Menge von Null verschieden 
sind. Mit L2(R) wird die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen mit der 
üblichen L2(R)-Norm bezeichnet. Die Fourier-Transformierte einer Funktion L2(R) 
wird mit / bezeichnet. Für die Hilbert-Transformierte / einer Funktion / E C5°(R) 
ergibt sich damit die Darstellung 

(6) f(t) = i - I f{w){-j8ign(uj) )e^ 4 dw . 

Hierbei ist die sign-Funktion durch 

1 u) > 0 
(7) sign(u)) = ^ 0 u) = 0 

- 1 u) < 0 

definiert. Für die konjugierte Shannonsche Abtastreihe Än ergibt sich damit die 
Darstellung 

2 yl , / *xg°¥(*- l ) 
(8) (^/)(*)=Г-E/(^ 

П7Г --—-* V П 
t - --

fc = l n 

Hierbei ist / G Co[0,1] eine beliebige Funktion. Sie wurden bereits ausführlich in der 
Literatur untersucht [3], [4], [12], [13], [14]. 
Für die konjugierte Shannonsche Abtastreihe gilt das folgende Lokalisierungsprinzip: 
[11] [15] 
Es seien / , g € Co[0,1] zwei beliebige Funktionen derart, daß ein Intervall [a, b] C [0,1] 
existiert, so daß f(t) — g(t) für t G [a,b] gilt. Dann existiert für jedes Teilintervall 
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[c, d] C [a, b] mit a < c < d < b eine Konstante C\ = C\ (c, d), so daß für die konjugierte 
Shannonsche Abtastreihe die Beziehung 

(9) max \(Änf)(t) - (Äng)(t)\ < C\ 
te[c,d)' ' ' 

gilt. Die Differenz der konjugierten Shannonschen Abtastreihe der Funktionen / und 
g bleibt also für alle t G [c, d] beschränkt. Im folgenden wird das Verhalten der 
mehrdimensionalen konjugierten Shannonschen Abtastreihe untersucht. Dazu mußals 
erstes die mehrdimensionale Hilbert-Transformation eingeführt werden. Dazu wird 
von der Darstellung 6 ausgegangen. Die Hilbert-Transformierte / einer Funktion / £ 
C£°(]R2) wird durch 

oo oo 

(10)f(x,y) = — / / f(So1,uj2)(-jsign(uJl))(-jsign(uj2)y"i*eJ^yduJídL;2 

definiert. Das Intergal in (10) ist absolut konvergent. Damit ist / eine stetige Funk
tion. Mit der Parsevalschen Gleichung erhält man aufgrund der Darstellung (10) die 
Beziehung 

( Ц ) J J \f(x,y)\2dxdy= J J \f(x,y)\2dxdy, 

-oo —oo —oo —oo 

d.h. die zweidimensionale Hilbert-Transformation ist ein stetiger und linearer Oper
ator auf L2(R.2). Damit ergibt sich für die konjugierte Shannonsche Abtastreihe die 
Darstellung 

<»> ^ ^ £ £ ^ ) ^ - " ^ - ' 
ki=\ k2— 1 n J n 

Hierbei ist / <G Co[0, l ] 2 . 
In der Arbeit wird gezeigt, daß das Lokalisierungsprinzip für die mehrdimensionale 
Shannonsche Abtastreihe nicht mehr gilt. Diese Tatsache ist in dem folgenden Satz 
enthalten. 

Satz 3. Es existiert eine auf dem Rechteck [0,1] x [0, | ] konzentrierte stetige Funk
tion g2 mit einer stetigen Hubert-Transformierten g2 derart, daß für die konjugierte 
Shannonsche Abtastreihe die Beziehung 

(13) limsup| (Äng2)(x,y) | = oo 
n—)-oo 

für fast alle (x,y) G [0,1] x [|, 1] gilt. 

Die Arbeit ist während eines Arbeitsaufenthalts an der RWTH-Aachen 
entstanden. Der Verfasser dankt Herrn Professor P.L. Butzer für die 
Diskussionen zu dieser Arbeit. 
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2. Shannonsche Abtastreihe 

In diesem Abschnitt werden die Sätze 1 und 2 bewiesen. 
Beweis.(Satz 1) Es sei / > 4 eine beliebige natürliche Zahl. Wir konstruieren eine 
stetige Funktion fi mit einem Träger im Rechteck [0,1] x [0, -]. Dazu sei ki die größte 
natürliche Zahl mit ki < --. Wir definieren die gesuchte Funktion f\ als erstes für die 
Punktmenge (grj -? _I+T)- D a z u setzen wir 

, , f ( - l ) f c ] + f c 2 0 < k i < l u n d 0 < k 2 <kt 

f'(2iT-v2fh)=\ ( - ^ r + i <<^ 2 / - d ° < f c 2 - f c ' 
^ 0 k2 > ki . 

Es sei weiterhin q G C§°(R2), mit einem Träger im Quadrat [—1, l ] 2 und o(0,0) = 1. 
Wir können nun stets eine positive reelle Zahl r]i finden, so daß mit qVl (x, y) — q( —, —~) 
die Funktion 

ыx'Уï = Í2Í2Ą^'^)^(x-^vУ-2ïTï) 

einen Träger im Rechteck [0,1] x [0, | ] hat und auf der diskreten Punktmenge die 
vorgeschriebenen Werte annimmt. Wir wollen nun das Verhalten der Shannonschen 
Abtastreihe im Punkt ( | , | ) untersuchen. Es ist 

kl k2 \ (-1)*1 ( -1 )" 2 I 
fc__ 1 _ fc2 

fcj-lfcг-l 2 2Z-Һ1 2 2/4-1 
1(^+1/0(2^)1 " (21 + 1)2*2 I S X_ /f (_T+T' 2T+l) I 

^2 V 2/ + 1 -i- I _ 311 + 2/ + 1 2_< __ 1/ 
T fc!_l 2 2/ + 1 T

 fcl_/ + 1 21+1 2 

Wir wollen nun die einzelnen Faktoren der rechten Seite untersuchen. Für den ersten 
erhalten wir 

1 1 i-\ 

Г+T -^- !--£-- 2 - ^ 2/ + 1 - 2ki " 2 ZІ_ 2ki + 1 
fcl_i 2 2.+1 fcl_i 

0 
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Analog zeigt man 

5T+T -C T T ^ - T ^ n ^ + l) 
M + l

 k l = l + l 21 + 1 - 2 

Wir wollen nun den zweiten Faktor untersuchen. Hier gilt 

27+T 

1 
dx 

___ ү-ч 1__ f _J_ 
4 - l L i _ _____ > / i _ 

' ____- _ 9/4-1 J 2 
0 

1 
3 

/
f̂ø — 

2 ~ X 

0 

InЗ 
2 

Bei der Rechnung haben wir 

2l 4-1 x -

2ľ+T 

hl J 2 

— dT 

für k > 1 beachtet. Dies ergibt für die Abtastreihe 

(14) | ( _ l , + 1 / ( ) ( i , i ) | > ^ l n ( 2 Z + l ) . 

Wir wollen nun die gesuchte Funktion gi konstruieren. 
Dazu konstruieren wir als erstes eine Folge natürlicher Zahlen. Es sei lo = 5. Angenom
men wir haben die Zahlen li < . . . < lm bereits definiert, dann sei lm+i die kleinste 
natürliche Zahl für die die folgenden Forderungen erfüllt sind, 
i) l n ( . m + i ) > 2( ln(/ m ) ) 4 

ii( Für die durch 

fik(xiV) 

k=0 

definierte Funktion gilt für alle n > lm+i 

Һm{x,y) = У2-

\{A2

nhm){x,y)\<l + 
/ Í r 7 5 \ / 2 - l 

Eine solche Wahl der Folge ist immer möglich. Dies sieht man wie folgt ein. Die 
Funktion lim ist unendlich oft differenzierbar mit einem Träger im Quadrat [0, l ] 2 . 
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Damit konvergiert die Folge der Shannonschen Abtastreihen gleichmäßig gegen die 
Funktion hm [3]. Weiterhin ist 

\hm(x,y)\ < ] T \fih(
x>y)\ 

\Anh 

rrг 

m 

1 v ^ 1 

tol^(V2)fc< 

Wir definieren nun die gesuchte Funktion gi durch 

fik(
x,y) 

У2 
4 ñ ~ 5 \ / 2 - l 

(15) 
h 

Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe in (6) ist g\ eine stetige Funktion 
mit dem Träger im Rechteck [0,1] x [0, \]. Wir wollen nun die Abtastreihe der Funktion 
gi untersuchen. Es ist 

(16) (AL») (|. | ) = (-̂ .ftm-O (i \) + -ÄU^ß' ^ + (ALRm)(\, \) . 

Die Funktion Hm ist durch 

(17) 
. *—' . л/ln /fc 
к—m + \ 

definiert. Dami t erhalten wir 

1 1 
К Ä » ) ( « . ; ) < т2(Ьím)2||Дm||coю.1p 

oo 

< тг2(inгm)2 V _ L = 
. -—' VІn ІŁ к=m-\-l 

. 2 ( ln/ m )- y-л 1 a 1 
<s. 7Г -—;=г- > — — < 7Г 7= 

VЂП Ţ̂Г f^ (v_)fc 2 - \/2 fc=0 

12 Hierbei haben wir benutzt, daß für alle / € Co[0, l ] 2 die Beziehung 

ICo[o,i]2 \(A2
nf)(x,y)\<7r2(lnn)2\ 

gilt [3]. Dies ergibt mit der Forderung (ii) 

/^^\ I / A1 \ / l 1 \ I ^ 2 In 3 /r~~7 TT 

(18) ( A ? m S l ) ( - , - ) | > — - - / l o ' m - 2-^/2 
- 1 -

л/2 

/m~5\/2- l 
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Da diese Beziehung für alle m G N gilt, haben wir 

. 1 1 
^2' 2 

(19) lim \{Afm9i)(\,h\ = oo 

Beweis.(Satz 2) Es sei also f(x,y) = 0 für (.r,y) 6 At.(xo,yo)- Wir betrachten im 
weiteren natürliche Zahlen n mit n > (2<5)_1. Dann haben wir 

î / o - 4 -
| М 2 Ш V, . 1 Г Г ! / ^ 1 М 1 |5тптг(х-о- %-)[ |5ШП7г(уо 
(Ап/)(ж0,уо) < -«-2 > , > , / ( — ' — Н ~ь Н 

П27Г2 ^-^ --—' | V п п / И жо - -^ I I 1/0 -
Ац = 1 А 2 = 1 

п—1 п—1 

^ И/1Ь0[0,1]2Г2̂ 2- Х^ XI fcl | | „ . _ fcjП 
|aco — =M lita — 

fci=l; fc2 = l; 

- ^ • | > * ll/O- ^?" l>^ 12/0 

- ^2 l l / l l co[0 , l ] 2 ' 

Es sei e > 0 beliebig. Es existiert eine Funktion <j> G Co°[0> l ] 2 m r t 11/ ™ ̂ llco.o,!]2 < e-
Dies ergibt 

| ( A n / ) ( * o , g o ) | < l (-4n(/ - 0 ) ) ( * O , y o ) | + I (An0)(-CO, 2/0) | 

1 1 
-̂  ^ 5 2 11̂  ~ ^l^o[o,i]2 + \(An<f))(x0, yo)\ < - ^ e + | (A„0)(x o , yo)|. 

Nun ist |0(xo, 2/0)| < e. Da die Funktion </> unendlich oft differenzierbar ist, konvergiert 
die Shannonsche Abtastreihe gleichmäßig gegen die Funktion (p. Es existiert also eine 
natürliche Zahl no mit 

\(/>(x0,yo) - (An<t>)(x0,y0)\ < e 

für alle n > no. Damit haben wir für alle n > n0 

(20) (An<j))(x0, y0)\ < - — c 4- 2e. 

Da e > 0 beliebig ist, haben wir den Satz 2 bewiesen. 
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3. Konjugierte Shannonsche Abtastreihe 
In diesem Abschnitt wird der Satz 3 bewiesen. Für den Beweis des Satzes 3 wird das 
fügende Resultat aus [1] benötigt. 

Satz 4. Es existiert eine auf dem Intervall [0,1] konzentrierte stetige Funktion q\ 
mit einer stetigen Hubert-Transformierten q\ derart, daß für fast alle t E (0,1) die 
Beziehung 

(21) lim sup -
•J-í ,fc,sintf(ť 
2_*(ň)—m 

Als nächstes wird der Satz 3 bewiesen. 
Beweis. (Satz 3) 

i 
2 

Es sei (ß e Co°[0, \] eine Funktion mit </>(t) > 0 für t £ (0, \) und \ J <p(t) dt = 1. Mit 
o 

der im Satz 4 angegeben Funktion q\ wird die Funktion 

(22) 92(x,y) = qi(x)-<i)(y) 

betrachtet. Da die Funktion <j> unendlich oft differenzierbar ist, muß die Hilbert-
Transformierte 0 ebenfalls unendlich oft differenzierbar sein. Weiterhin hat man 

(23) Һ(x,y) = qi{x)-ф(y) 

Damit ist die Hilbert-Transformierte g2 stetig. Da die Funktion unendlich oft differen
zierbar ist, konvergiert die konjugierte Shannonsche Abtastreihe gleichmäßig auf ganz 
R gegen die Hilbert-Transformierte 0, d.h. für alle e > 0 existiert eine Zahl UQ = no(e) 
mit 

(24) 
П7Г - - — ' ч 

k s i n 2 H L ( ť _ i ) 
< 6 

für alle n > no- Für | < y < 1 gilt ebenfalls 

Ф(y) 

2 

-ïf fЫ 
У~Уi 

dyi > 

2 

i/ 
yҡ J 

f(Уi)dyi 

(25) ~ / f(yi)dyi = 1 

o 
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Damit existiert eine Zahl no, so daß für alle n > no und alle | < y < 1 die Beziehung 

(26) A g ,(*)*-¥('Zil>l 
fc=i n 

gilt. Es sei Fi die Menge aller x G (0,1), für welche die Beziehung 

(27) lim s u p — I y q\ 
n.+~ niv I --—' x n 

2 | ^ . . , J^ sin * - ( * - & ) 

fc = l 

= oo 

gilt. Mit deni Satz 4 hat man ß\(E\) = 1 Hierbei bezeichnet /ii das eindimensionale 
Lebesguesche Maß. Es wird nun die Menge F* = Fi x ( | , 1) betrachtet. Es gilt für 
das zweidimensionale Lebesguesche Maß fi2 der Menge F* die Beziehung JJ,2(E*) = 
ui(Fi) • / i i ( | , l ) = | . Dami t gehören fast alle Punk te (x,y) G (0,1) x ( | , 1 ) zur 
Menge F*. Nun gilt aber ebenfalls für alle (x,y) G F* die Beziehung 

(28) l imsup (Ang2)(x,y) i > 
T7-4.ГÏП П 7 Г 

Dami t wurde der Satz 3 bewiesen. 

E*( 
fc=i 

fc.sin^(x-i) 
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