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Uber das Lokalisierungsprinzip bei
mehrdimensionalen Shannonschen und konjugierten
Shannonschen Abtastreihen

Holger Boche

Abstract: In this paper the behaviour of multidimensional Shannon and conjugated
Shannon Sampling Series is investigated. For the one-dimensional Shannon as well as
the one-dimensional conjugated Shannon Sampling Series there hold some localization
principles. These localization principles are usefull for the investigation of the conver-
gence behaviour of the one-dimensional Shannon and conjugated Shannon Sampling
Series. In this paper it is shown that for more than one dimension these localization
principles cannot hold. These results solve a problem proposed by P.L. Butzer [2].

Mathematics Subject Classification: 41A05, 42A50, 94A05, 94A12

Key Words: Multidimensional Shannon and conjugated Shannon Sampling Series,
Hilbert Transform, Localization Principle, Convergence and Divergence Behaviour

1. Einleitung und Ergebnisse

Die Shannonsche Abtastreihe einer auf dem Intervall [0,1] konzentrierten stetigen
Funktion f ist durch

M (DO = = Zf (& S‘“’;”_(t_“ )

definiert. Die Shannonsche Abtastreihe besitzt fiir die Signaltheorie eine grofie Bedeu-
tung [8] [9] [10]. Von mathematischer Seite wurde die Shannonsche Abtastreihe in den
letzten 30 Jahren ausgiebig untersucht. Ein Uberblick iiber den Entwicklungsstand
wurde in den Ubersichtsarbeiten von Butzer [3] [4] [5] gegeben. Fiir Anwendungen auf
Fragen der Approximationstheorie sei auf [6] [7] verwiesen.

Fiir die eindimensionalen Abtastreihen gilt das folgende Lokalisierungsprinzip. Es sei
f € Co[0, 1] eine beliebige Funktion, welche auf einem Intervall [a,b] C (0, 1) gleich Null
ist. Dann konvergiert die Folge der Shannonschen Abtastreihe A, f fiir alle t € (a,b)
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gegen Null. Fiir jedes abgeschlossene Teilintervall von (a,b) konvergiert die Folge
gleichmifBlig gegen Null. Diese Eigenschaft der eindimensionalen Shannonschen Ab-
tastreihe ist fiir die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Abtastreihen dufierst
niitzlich [15]. Mit dieser Eigenschaft ist es moglich, hinreichende Konvergenzbedin-
gungen stets lokal zu formulieren [11] [15]. Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob
fiir mehrdimensionale Shannonsche Abtastreihen diese Aussage ebenfalls gilt.

Fiir stetige auf dem Quadrat [0,1]*> C R® konzentrierte Funktionen f ist die zweidi-
mensionale Shannonsche Abtastreihe durch

n-1 n-1 : k i k
o 1 ki ko sinnm(z — &) sinnn(y - 52)
@ WNen=55d Y IG ) e, E
ki=1ko=1 " "

definiert [3] [9]. Die Menge dieser Funktionen f bezeichnen wir im weiteren mit
Co[0,1]*. Wir versehen die Menge Co[0, 1]* mit der iiblichen Maximum-Norm.

Von P.L. Butzer [2] stammt die Vermutung, dafl das Lokalisierungsprinzip fiir mehrdi-
mensionale Shannonsche Abtastreihen nicht gilt. Wir wollen in dieser Arbeit die
Giiltigkeit dieser Vermutung beweisen. Diese Aussage ist in dem folgenden Satz en-
thalten.

Satz 1. Es ezistiert eine in dem Rechteck [0,1] x [0, 1] konzentrierte stetige Funktion
g1 derart, dafl

(3) Iimsup‘(Aigl)(%,%)':oo

n— oo

gult.

Damit kann offensichtlich das Lokalisierungsprinzip fiir die Shannonsche Abtastreihe
in hoheren Raumdimensionen nicht gelten. Wir wollen nun noch eine einfache hin-
reichende Bedingung fiir die Giiltigkeit eines Lokalisierungsprinzips angeben. Dazu
fiihren wir die folgende Bezeichnung ein. Es sei § > 0 eine reelle Zahl und (zo, y0) € R?.
Dann bezeichnen wir mit A;(zo,yo) die Menge aller (z,y) € R?, fiir die |z — 20| < &
oder |y — yo| < ¢ gilt. Mit dieser Bezeichnung erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2. Es sei f € Co[0,1)* eine beliebige Funktion mit der Eigenschaft, dafi ein
Punkt (zo,y0) € (0,1) x (0,1) und eine Zahl § > 0 ezistieren, fir die f(z,y) = 0 mit
(z,y) € As(zo,y0) gilt. Fir diese Funktionen f haben wir

(4) Lim (A7) (w0, y0) = 0.

Der Satz 2 gibt damit eine gewisse schwichere Variante des Lokalisierungsprinzips
aus dem eindimensionalen Fall an. Der Satz 1 zeigt, daf§ die Voraussetzungen des
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Satzes 2 ohne zusidtzliche Glattheitsanforderungen an die Funktion f nicht abges-
chwicht werden konnen.

Als néchstes wird eine dhnliche Fragestellung fiir die konjugierte Shannonsche Abtas-
treihe untersucht. Diese ist als Hilbert-Transformierte der Shannonschen Abtastreihe
definiert. Fiir ein Signal f € Co[0, 1] ist die Hilbert-Transformierte f durch

t—e

Fy 1 [ f(r) f(T)
e = el—m ks t—TdT+; t—7
— 00 t+e
_upl [0

definiert. Im weiteren wird mit C°(R) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren
Funktionen bezeichnet, welche nur auf einer kompakten Menge von Null verschieden
sind. Mit L?(R) wird die Menge aller quadratisch integrierbaren Funktionen mit der
iiblichen L?(R)-Norm bezeichnet. Die Fourier-Transformierte einer Funktion L*(R)
wird mit f bezeichnet. Fiir die Hilbert-Transformierte f einer Funktion f € C§°(R)
ergibt sich damit die Darstellung

3

1

_ = Jwt
=5 w)(—jsign(w) )e’*" dw .

(6)

—o0

Hierbei ist die sign-Funktion durch

1 w>0
(7) sign(w) = 0 w=0
-1 w<0

definiert. Fiir die konjugierte Shannonsche Abtastreihe A, ergibt sich damit die
Darstellung

®) (D)) = Zf (ks Ee-n)

n

Hierbei ist f € Co[0, 1] eine beliebige Funktion. Sie wurden bereits ausfiihrlich in der
Literatur untersucht [3], [4], [12], [13], [14].

Fiir die konjugierte Shannonsche Abtastreihe gilt das folgende Lokalisierungsprinzip:
[11] [15]

Es seien f, g € Co[0, 1] zwei beliebige Funktionen derart, daf ein Intervall [a, b] C [0,1]
existiert, so dafi f(t) = g(¢) fiir ¢t € [a,b] gilt. Dann existiert fiir jedes Teilintervall
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[e,d] C [a,b) mit @ < ¢ < d < beine Konstante C; = Ci(c, d), so daB fiir die konjugierte
Shannonsche Abtastreihe die Beziehung
(9) ax [(Anf)(1) = (Ang)(D)] < O

LG[ d]
gilt. Die Differenz der konjugierten Shannonschen Abtastreihe der Funktionen f und
g bleibt also fiir alle t € [¢,d] beschriankt. Im folgenden wird das Verhalten der
mehrdimensionalen konjugierten Shannonschen Abtastreihe untersucht. Dazu muflals
erstes die mehrdimensionale Hilbert-Transformation eingefiihrt werden. Dazu wird
von der Darstellung 6 ausgegangen. Die Hilbert-Transformierte f einer Funktion f €
C§° (R?) wird durch

10F(,9) = 55

/ / flwr,we)(—jsign(w:) )(—jsign(ws) )’ 1% e?2?Y dw) dws .
definiert. Das Intergal in (10) ist absolut konvergent. Damit ist f eine stetige Funk-
tion. Mit der Parsevalschen Gleichung erhilt man aufgrund der Darstellung (10) die
Beziehung

(11) //iﬂx,y)fdxdy: / /lf(x,y)fdwdy,

— 00 — 00 — 00 — 00
d.h. die zweidimensionale Hilbert-Transformation ist ein stetiger und linearer Oper-
ator auf L?(R?). Damit ergibt sich fiir die konjugierte Shannonsche Abtastreihe die
Darstellung

n—1 n-—1 -onm k
kl %m—(x~ L) sin 5 (y — )
(12)  (ALf)(z,y) nuﬂ,z ]ZlkZlf ) c_ kL y—k
1 2 " "

Hierbei ist f € Co[0,1]%.

In der Arbeit wird gezeigt, dal das Lokalisierungsprinzip fiir die mehrdimensionale
Shannonsche Abtastreihe nicht mehr gilt. Diese Tatsache ist in dem folgenden Satz
enthalten.

Satz 3. Es euistiert eine auf dem Rechteck [0,1] x [0, 3] konzentrierte stetige Funk-
tion g2 mit einer stetigen Hilbert-Transformierten g» derart, daff fir die konjugierte
Shannonsche Abtastrethe die Beziehung

(13) linlsup l (Aigz)(l', y) ] = 00

fir fast alle (z,y) € [0,1] x [$,1] gilt.

Die Arbeit ist wihrend eines Arbeitsaufenthalts an der RWTH-Aachen
entstanden. Der Verfasser dankt Herrn Professor P.L. Butzer fiir die
Diskussionen zu dieser Arbeit.
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2. Shannonsche Abtastreihe

In diesem Abschnitt werden die Sitze 1 und 2 bewiesen.

Beweis.(Satz 1) Es sei I > 4 eine beliebige natiirliche Zahl. Wir konstruieren eine
stetige Funktion f; mit einem Tréger im Rechteck [0,1] x [0, 1]. Dazu sei k; die grofite
natiirliche Zahl mit kl < . Wir definieren die gesuchte Funktlon fi als erstes fiir die
Punktmenge (21+1’ eTpY )A Dazu setzen wir

(=D)kFr+k2 0 <k <1 und0 < ky < Ky

k k
,fz(ﬂ—il, ﬁjﬁ) = (=1)FFRetl <k <20 und0 < ky < Ky
. 0 ko > k.

Es sei weiterhin ¢ € C§°(R?), mit einem Triger im Quadrat [—1,1]* und ¢(0,0) = 1.
Wir kénnen nun stets eine positive reelle Zahl 7, finden, so daff mit ¢, (z,y) = ¢(& = #’ )
die Funktion

filz,y) = Zzﬁ( 1)‘1"'( 2zk+1’y"2zkj-1)

ky=1ko=1

einen Trager im Rechteck [0,1] x [0, %] hat und auf der diskreten Punktmenge die
vorgeschriebenen Werte annimmt. Wir wollen nun das Verhalten der Shannonschen
Abtastreihe im Punkt (%, %) untersuchen. Es ist

2 Ky i N
11 ( 1)k (_1 2
1(A§z+1fz)(—y—)| = s fz( )1 ,c ,c
2’2 2l+1 s klz_“; 20417 21+1 E_Wh%_’zl—-zﬁ
!
- sEm Y 5 )
= = -
™ 2l+1k1=15_2+1 2l+1k—,+1?t+1_§
k
1 : 1
20 +1 1 ky

Wir wollen nun die einzelnen Faktoren der rechten Seite untersuchen. Fiir den ersten
erhalten wir

l -
1 1
= 2
2l+1kz:1%__’°1_ Z2l+1—2!¢1 szl-{—l
1= k1=0

]

> 2/1+2 de =In(2l+1) .
0
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Analog zeigt man

2l+1 Z = > In(20 +1) .

ky=l+1 2z+1 2

Wir wollen nun den zweiten Faktor untersuchen. Hier gilt

1
> /1 dz =1In3.
53—

Bei der Rechnung haben wir

1 1 >/ 1 P
1 k 1 T

fiir £ > 1 beachtet. Dies ergibt fiir die Abtastreihe

21n3

11

(14) ](Aszz)( 2)‘ > In(2l +1) .
Wir wollen nun die gesuchte Funktion g; konstruieren.
Dazu konstruieren wir als erstes eine Folge natiirlicher Zahlen. Esseilop = 5. Angenom-
men wir haben die Zahlen I; < ... < L bereits definiert, dann sei /,,41 die kleinste
natiirliche Zahl fiir die die folgenden Forderungen erfiillt sind.
i) In(lmt1) > 2(In(lm))?
ii) Fiir die durch

fu(z,y)

pnte) = 3 ke

ViInlg

definierte Funktion gilt fiir alle n > I, 41

V2
\/_x/i-l

Eine solche Wahl der Folge ist immer moglich. Dies sieht man wie folgt ein. Die
Funktion hm ist unendlich oft differenzierbar mit einem Tréger im Quadrat [0,1]%.

[(AZhm)(z,y)] < 1+ —=
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Damit konvergiert die Folge der Shannonschen Abtastreihen gleichmiflig gegen die
Funktion hn [3]. Weiterhin ist

[fu (@)l _
hom (z, <
|hm (2, 0) - < Z N Zm
R T
In 5 m5v2-1"
Wir definieren nun die gesuchte Funktion g1 durch
(15) (z,1) = Z fulz.y)
In lk

Aufgrund der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe in (6) ist g1 eine stetige Funktion
mit dem Tréger im Rechteck [0, 1]x [0, 3]. Wir wollen nun die Abtastreihe der Funktion
g1 untersuchen. Es ist

11 1 Al fin) (3% 11
(16) (42,91) (5.5) = (Al hm-1) (55 5)+( : 'ln)l(” d + (41 Bm) (55) -
Die Funktion R,, ist durch
_ = flk(z:y)
=m+1
definiert. Damit erhalten wir
11
(48 Rn) (3:3)] < 7@l WRmllcoor
= 1
< 7’(Inly,)?
k=2m:+1 Vinlg
1

Hierbei haben wir benutzt, da8 fiir alle f € Co[0,1]* die Beziehung

(A% ) (@, 9)| £ 7*(nn)* || fllc0,p2

gilt [3]. Dies ergibt mit der Forderung (ii)

11 2In3 ™ 1 V2
18 ' A > =/Inlyy — —— 11— )
(1) ( 1,,.{]1)(2 2)|_ w2 " a2 In5v2-1
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Da diese Beziehung fiir alle m € N gilt, haben wir

(19) lim (Alzmg1)(%,%)| =00,

m— 00

Beweis.(Satz 2) Es sei also f(z,y) = 0 fir (z,y) € As(zo,y0). Wir betrachten im
weiteren natiirliche Zahlen n mit n > (26)~'. Dann haben wir

n—-1 n-1 . k . k
1 ki ko sinnm(zo — )| |sinnw(yo — =2)
e 5 oo 83 (s ) e e
(AiN@ow)l < =D > (o - —
k1=1ko=1 n n
1 n—1 n—1 1 1
< Nflicoronz 5= T
D DR DI
k1=1; ko=1;
lvo—22126  lyo— 2126

1
< ;ngz‘nf“co[o,u2 .

Es sei € > 0 beliebig. Es existiert eine Funktion ¢ € C§°[0,1]* mit ||f — Bllcoro,z <€
Dies ergibt

[(An f)(z0, yo)l

IN

[(An(f = ) (0, y0)| + |(And)(z0, y0)]
1 1
< W”f = @lloo.z + 1(And) (20, yo)| < gt [(Ané)(z0,yo)l-
Nun ist |¢(zo0,yo)| < €. Da die Funktion ¢ unendlich oft differenzierbar ist, konvergiert

die Shannonsche Abtastreihe gleichmiflig gegen die Funktion ¢. Es existiert also eine
natiirliche Zahl ng mit

|#(z0, y0) — (And)(zo0,yo)| <€

fiir alle n > no. Damit haben wir fiir alle n > ng

(20) (4n9) (0, y0)| < ;15— + 2.

Da € > 0 beliebig ist, haben wir den Satz 2 bewiesen.
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3. Konjugierte Shannonsche Abtastreihe

In diesem Abschnitt wird der Satz 3 bewiesen. Fiir den Beweis des Satzes 3 wird das
fogende Resultat aus [1] benotigt.

Satz 4. Es ezistiert eine auf dem Intervall [0,1] konzentrierte stetige Funktion q
mit einer stetigen Hilbert-Transformierten ¢ derart, daf fir fast alle t € (0,1) die
Beziehung

n—1

(21) limsupi7r qu(ﬁ)

E
nooeo MM AT T t—=

: k
sin (¢ — ) .

gult.

Als nichstes wird der Satz 3 bewiesen.
Bewezs.(Satz 3)

1
2

Es sei ¢ € C§°[0, 3] eine Funktion mit ¢(t) > 0 fiir t € (0, 1) und £ [ ¢(t)dt = 1. Mit
0

der im Satz 4 angegeben Funktion ¢ wird die Funktion

(22) g2(z,y) = q1(z) - (y)

betrachtet. Da die Funktion ¢ unendlich oft differenzierbar ist, muf} die Hilbert-
Transformierte ¢ ebenfalls unendlich oft differenzierbar sein. Weiterhin hat man

(23) g2(z,y) = @1(2) - $(y) -

Damit ist die Hilbert-Transformierte g2 stetig. Da die Funktion unendlich oft differen-
zierbar ist, konvergiert die konjugierte Shannonsche Abtastreihe gleichméflig auf ganz
R gegen die Hilbert-Transformierte ¢, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Zahl ng = no(€)
mit

n—1

in 2= (¢ — k
(24) 3) - — Z¢(§)Sm:_(—tk") <e
k=1 n

fiir alle n > no. Fiir § < y <1 gilt ebenfalls

1

2
1 [ fly) ,
™ Yy—un
0

o

1
Y1 > y—ﬂ/f(m)dyl

0

3
(25) > %/f(yl)d’yl =1.
0
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Damit existiert eine Zahl ng, so daf fiir alle n > no und alle % < y < 1 die Beziehung

n—1

2 k sin & (t — S) 1
(26) ;L;kﬂ‘ﬁ(;)—‘—‘t_% > 3

gilt. Es sei E; die Menge aller z € (0,1), fiir welche die Beziehung

n-1 s R k l
2 k. sin 2 (z — )
27 lim sup — | E a(=)—t—2 | =0
( ) n—oo Trlk:l (n) Z—;]i-

gilt. Mit dem Satz 4 hat man p: {F,) =1 Hierbei bezeichnet p; das eindimensionale
Lebesguesche MaB. Es wird nun die Menge E. = E\ x (3,1) betrachtet. Es gilt fiir
das zweidimensionale Lebesguesche Maf§ uy der Menge E. die Beziehung pz(E.) =

p1(E1) - pa(3,1) = £ Damit gehoren fast alle Punkte (z,y) € (0,1) x (3,1) zur

Menge E.. Nun gilt aber ebenfalls fiir alle (z, y) € E. die Beziehung

k
sm— a:—;)
k

- n

(28) llmsup| (A%92)(z, ) =00.

Damit wurde der Satz 3 bewiesen.
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