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Abstract: The behavior of the autocorrelation and crosscorrelation function is investigated
in the paper. Several measures for the quality of the autocorrelation and crosscorrelation
function are introduced and discussed in the paper. Some interesting open problems as well
as practical applications are also discussed.
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1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Untersuchungen zum Verhalten von Autokor-
relations- und Kreuzkorrelationsfunktionen von Zahlenfolgen untersucht. Dazu
werden im Abschnitt 2 der Arbeit die notwendigen Begriffe eingefiihrt und eine
erste praktische Motivation angegeben. Im Abschnitt 3 wird das Verhalten der
Autokorrelationsfunktion fiir komplexe Zahlenfolgen untersucht, wobei der Schwer-
punkt der Untersuchungen auf der von Zygmund eingefiihrten Phasenfunktion liegt.
Es zeigt sich, dafl das Verhalten der Autokorrelationsfunktion der entsprechenden
Folgen mit dem Verhalten der Riemannschen Zetafunktion verkniipft ist. In den
Abschnitten 4, 5 und 6 werden weitere interessante Aufgabenstellungen im Bereich
der Autokorrelations- bzw. Kreuzkorrelationsfunktionen diskutiert. Hierbei werden
insbesondere die praktischen Bedeutungen dieser Aufgabenstellungen behandelt.

2. Praktische Problemstellung

Dazu werden als erstes einige Begriffe eingefiihrt. Es sei N € N eine feste natiirliche
Zahl. Im weiteren werden Zahlenfolgen der Linge N + 1 untersucht. Fir eine
solche Zahlenfolge a(n),n € N, gilt also a(n) = 0 firn < —1 und n > N. Die
Autokorrelationsfunktion ist durch
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+00
$aa(n) = Y alla(n +1) (1)
l=—00

definiert. Sie besitzt fiir die Charakterisierung von Zahlenfolgen eine wichtige Rolle.
Die [2-Norm einer Zahlenfolge wird mit || a ||z bezeichnet. Fiir die Autokorrelati-
onsfunktion ¢, gilt

¢aa(0) = (Il al2).

Weiterhin hat man |@q, (k)] < ¢(0) und ¢aa(k) = O fiir |k| > N.

Von besonderer Bedeutung fiir die praktischen Anwendungen sind Zahlenfolgen
a(n), N € N, fiir die |a(n)| = konstant fiir 0 < n < N gilt. Die Zahlenfolge kann
stets auf || a ||o= 1 normiert werden, womit man |a(n)| = ﬁ,o <n<N
erhdlt. Eine solche Zahlenfolge besitzt stets die Form a(n) = ﬁexp(ﬁp(n)),
wobei ¢(n) eine reellwertige Phasentunktion ist. Im weiteren werden nur noch
solche Zahlenfolgen untersucht. Aufgrund der speziellen Struktur der Zahlenfolge
a(n) gilt fir0 <n <N

Paa(n) = Nl+ 1 Ni:n exp (j (cp(n +1) - w(l))) )

1=0

Damit stellt (1) eine Exponentialsumme dar. Fiir spezielle Klassen von Phasen-
funktionen spielen die Exponentialsummen in der Zahlentheorie eine besondere
Rolle [14], [15]. Deshalb wurden bereits friihzeitig Methoden zur Untersuchung
von Exponentialsummen entwickelt [7].

Fiir N > 1 existiert fiir jede Zahlenfolge a ein Zeitpunkt k& mit 1 < |k|, so daf3
¢aa(k) # 0 ist. Fiir praktische Anwendungen ist es interessant, Zahlenfolgen a
derart zu konstruieren, dafl die Autokorrelationsfunktion ¢, fiir k£ # 0 moglichst
klein ist. Es wurden in der Literatur unterschiedlichste Mafle eingefiihrt, um die
Konzentration der Autokorrelationsfunktion ¢, fiir £ # 0 zu messen [1], [6] [24],
[26). Am héufigsten werden dabei das Haupt-Nebenmaximumverhéltnis (HNV)
und der Merit-Faktor (MF) verwendet. Hierbei ist das HNV (a) einer Zahlenfolge
a durch

¢aa (0) 1

HNV(a) = Max1<k<n |Paa(F)] = max; <k<N |Paa (k)| @

definiert. Der MF(a) einer Zahlenfolge a ist durch

2
MF(a) = —fee@” 1
23 k=1 1aa(B)? 2305 [Baa(K)I?
erklart. Im weiteren werden der MF(a) und das HNV(a) von Zahlenfolgen un-
tersucht. Der Schwerpunkt der Untersuchungen liegt dabei auf der Analyse der
Abhangigkeit von der Lange N. Dazu wird im néchsten Abschnitt eine mathema-
tische Interpretation der Ausdriicke (2) und (3) angegeben.

Fiir Untersuchungen zu den Autokorrelations- und Kreuzkorrelationsfunktionen sei
auf (1], [13], [17], [24], [25], [26], [27], [31] verwiesen.

3)
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3. Mathematische Interpretationen

Fir eine Interpretation der eingefiihrten Begriffe wird fiir eine Folge a der Lange
N + 1 die Funktion

N

A(e¥) = Za(k)ej“’k (4)
k=0
eingefithrt. Mit der Parsevalschen Gleichung erhélt man
1 (7 )
5 | AE)Pdw=(la lli2)® = 1. (%)
T J—n

Als néichstes wird der Merit-Faktor MF (a) einer Folge a berechnet. Man hat

. —2N kz—N k)?
ME@ - ;ma( =D [dealh)]

k=~N

®)
=L [ a1
21 J_,
Dies flihrt mit Gl. (5) zu
e = e | (AR - 1a ™
MF@ ~2r ). :

Der Merit-Faktor MF(a) nimmt somit genau dann grofie Werte an, wenn das Be-
tragsquadrat der Funktion A dicht an 1 liegt. Weiterhin hat man stets

(HNV (a))* > 2M F(a),

d.h. ein guter Merit-Faktor MF(a) einer Zahlenfolge a impliziert ebenfalls, daf$ das
HNV (a) der Folge a einen guten Wert annimmt.

Ein weiterer Faktor zur Charakterisierung des Verhaltens von Zahlenfolgen a ist
durch den Crestfaktor Cr(a) gegeben. Dieser ist mit

I 4lle= max_|A(E™)
w€(—m,m)
durch

_ Ao _

definiert. Er spielt insbesondere in der Meftechnik eine besondere Rolle [5], [8],
[12], [30]. Newman hat in [21] &hnliche Probleme untersucht. Da || A || 2= 1 gilt,
hat man stets Cr(a) > 1. Fiir eine Folge a der Linge N > 1 gilt Cr(a) > 1. Das
Ziel der Konstruktion von Zahlenfolgen mit guten Crestfaktoren besteht darin, da§
die Crestfaktoren moglichst dicht bei 1 liegen. Fiir den Crestfaktor Cr(a) einer
Zahlenfolge a gilt mit Gl. (6) die obere Abschitzung
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1
— < 41
317 < (@) ©)
Ein Crestfaktor Cr(a) nahe 1 impliziert somit, dafi der Merit-Faktor MF(a) relativ
grofB ist. Im weiteren wird das Verhalten der Faktoren Gl. (2), (3) und (8) fiir eine
spezielle Zahlenfolge untersucht. Dazu wird fiir ¢ > 0 die Zahlenfolge

1 .
_ \/—N=+1exp(]clnln(1+n)) 0<n<N
aN,C(n) { 0 n g [07 N]

betrachtet. Diese Folge wird im weiteren als Zygmund-Folge bezeichnet [34]. Sie
ist ebenfalls in [16], [18], [22] untersucht worden.

Bei den weiteren Untersuchungen sollen der Einflul der Linge N + 1 der Folge
an,.(n) und der Einflul des Parameters c¢ analysiert werden. Bereits friihzeitig
wurde erkannt, daf8 der Crestfaktor Cr(an,) der Folge an . nicht von N abhéngig
ist. Es wurde gezeigt, daf} fiir die Zygmund-Folge eine positive Konstante K; =
K (c) existiert, so daB fiir alle N € N stets

Cr(an,) < Ki (10)

gilt. Fir eine ausfithrliche Diskussion sei auf [34] verwiesen.

Im weiteren sollen der Einfluf des Parameters ¢ und der Lange N auf das Haupt-
Neben-maximumverhéltnis HNV(an ) der Zygmund-Folge an . untersucht werden.
Die Abschitzung Gl. (10) zeigt, daf8 die Zygmund-Folge an . beziiglich des Crest-
faktors ein gutes Verhalten besitzt. Hierbei mufl beachtet werden, daf in der Regel
fiir eine Folge von Zahlenfolgen die Folge der Crestfaktoren unbeschrankt anwéchst.
In dem restlichen Teil dieses Abschnitts wird gezeigt, daf8 sich das gute Crestfak-
torverhalten der Zygmund-Folge an . nicht auf das Verhalten des Haupt-Nebenma-
ximumverhéltnisses auswirkt. Dazu wird mit

F(Nv C) = ¢UN.caN.c(1)

+o00
=Y ancDanc(+1) (11)

l=—00

der Wert der Autokorrelationsfunktion fiir ¥ = 1 bezeichnet. Fiir die durch den
Ausdruck definierte Zahlenfolge wird im néchsten Abschnitt der folgende Satz be-
wiesen. :

Satz 1. Es sei ¢ > 0 eine feste Zahl, dann gilt fir die durch Beziehung (11)
definierte Zahlenfolge F(N,c), N € N, die Beziehung

1
1+c2

Jim |F(N,c)| = (12)

Damit ist die Folge der Haupt-Nebenmaximumverhaltnisse der Folge an,. be-
schrankt.
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Die Autokorrelationsfunktion ¢,, der Folge a kann aufgrund der Form a(n) =
ﬁ exp(jp(n)) ebenfalls mit der Exponentialsumme

N
> exp(ji(k)) (13)

1
Sla) = VN+14&

in Zusammenhang gebracht werden. Dazu wird die Darstellung

JZ

1S(a)f?

I I

exp (3 (k) = (k) )

I!

N
k=0k
N

w(k))

—N el

benutzt. Hierbei ist I, = {l € [0,N] : 0 < k+1 < N}. Dies ergibt mit der
Autokorrelationsfunktion ¢,, die Darstellung

1 N
1S@ = —— baa(k) - (14)
L,

Dieser Ansatz geht auf Weyl und van der Corput zuriick und bildet eine wichtige
Grundlage fiir die Analyse von Exponentialsummen (7], [15], [23].

4. Beweis des Satzes

Der Beweis des Satzes wird auf die folgenden zwei Lemmata zuriickgefiihrt.

Lemma 1. FEs sei ¢ > 0 eine feste Zahl. Es gilt

. exp(—
Nh_r}rxoc F(N,c) _N—-}———l— Z exp(jcln(2 +n))| = 0. (15)
Lemma 2. Furc> 0 gilt
., N-1 1
A}gxlo N ; exp(jeln(2 +n))| = = (16)

Fiir die weiteren Untersuchungen reicht es aus, die beiden Lemmata zu beweisen.

Beweis (Lemma 1:) Es sei ¢ > 0 fest. Es gilt
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+o00
F(N,c) = an.c(Dan(1+1)
l=—oc
N N-1
:Z an..Dan (1+1) = ZaNC (Dan,c(I +1).
1=0 1=0

Weiterhin hat man

N-1 1 N-1
Y anc(Danc(l+1) = xp [je (L +1)In(l +2) = - In(l + 1))]

N +1
=0 =0

1 = 1
= jcl )) e yel - —) ] .

Vil 2 exp (jeln(l + 2)) - exp (}cl In(1+ l+1)>

Damit ist

N-
F(N,c) - gz“vp’IT }: exp (jeln(l +2)) =
N-1 1
=¥+ Z exp(jeln(l + 2)) [exp(jcl “In(1+ m)) - exp(—jc)]

- e);{)f-g- 1 Z exp(jcin(l +2)) [exp (jc(l in(1 4 Z%) _ 1)> _ 1] .

Dies fiihrt zu

exp(— )
F(n,c) — N Zexp (Jeln(l+2))| <
;N
< — — )=
S N+1 exp((l ln(+ ) 1) ’
1=0
N-1

sin (-g [l-ln( +-—)—1]>‘

Il
!
+ (3]
™

)
)

< £ N_ll~1n(1+—1—)—1'
“N+1l:0 [+1

c N2 1
:N+1 (1—l-ln(1+m)>.

=0
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Hierbei wurde beachtet, daf |sin z| < |z| gilt. Weiterhin ist

1+1+i%(1)k:e+>l+l~i—1,

also

1
1-1-In(l 4+ — )
n(+l+1)>0

Fir 0 < z < 1listIn(1+2) >z — Cyz% Damit gilt

exp

F(n,c) — Z exp (jeln(l +2))| <

1=0

Somit wurde das Lemma 1 bewiesen.
Bemerkung: Der Beweis des Lemmas 1 gibt ebenfalls eine Abschitzung der Kon-

vergenzgeschwindigkeit von Gl. (15) an. Es gilt

exp
N+l

. In(N +1)

F
(n,c) N+1

N 1
Z exp(jeln(2 +1))| <
1=0

Beweis (Lemma 2) Es wird fiir ¢ > 0 der Ausdruck

N N+1
QN, ) = 3 exp(jeln(1 +n)) ‘/ exp(jeln(l + z))dz
1

n=1

untersucht. Es gilt

N n+1
Q(N,c) = Z [exp(jcln('l +n)) —/ exp(jeln(1 + z))dz]

I
M=

/ exp(jecln(1 +n)) —exp(]cln(1+z))]d .

n=1

Damit erhilt man
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n+1

|Q(N,¢)| S lexp(jeln(l +n)) — exp(jcin(1l + z))| dzx

>
>/

1
u[\’]z 1

exp(jeln(1+n)) —exp(jeln(l +n + 7))| dr

N
= In(l14+ ——))|d
g/ sm( n( +1+n)> 4
N N D
In(1 d <ec-
cZ( n(+ n)‘r)_cz</O 1+ndT>
n= n=1
C N I
=5 21 ~ <5 {1+ N).
n=1
Damit ist
—_ 3 A ¢ In(l1+ N)
lN+1;exp(]cln(1+n))~ N+1/; exp(jeln(l + z))dz 5 IIN
(17)

Fiir das Integral auf der linken Seite von Ungleichung (17) erhélt man

1
14 jc

N+1 ) )
/ exp(jeln(l + z))dz = (v 4 2)0+9) — ga+50)]
1

Dies ergibt

N+1
. 1
Nh_r)noo Nl / exp(jcln(l + z))dz Niew
Folglich ist
lim Zexp(]cln(l +n))| = 1 .
N—-oo N +1 1+¢?

Damit wurde das Lemma 2 bewiesen.

Bemerkung: Der Beweis des Lemmas 2 zeigt, dafl die Abschéatzung

N
1 . 1 In(N +1)
> 1 S S e
N+1 nzlexp(]”(H")) irel- 0V TINT)

fiir eine geeignete Konstante C) gilt. Diese ist hierbei nur von dem Parameter ¢ > 0
abhingig.
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Als nachstes soll auf eine Beziehung zur Riemannschen Zetafunktion ( eingegangen
werden. Diese ist fiir ®s > 1 durch

(=Y =

k=1

definiert. Die durch diese Darstellung fiir s > 1 definierte analytische Funktion
kann bis auf den Punkt s = 1 in die gesamte komplexe Ebene analytisch fortgesetzt
werden. Sie besitzt flir s = 1 einen Pol erster Ordnung. Fiir Rs > 0 gilt die
Darstellung

M 0
L Mt [u] —u
((.s)—ZT—F+s_1+s/ s du , (18)
k=1 I

hierbei ist [u] die groBte natiirliche Zahl, welche kleiner als u ist. Damit stellt der er-
ste Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (18) fiir Rs = 0 die entsprechende
Funktion aus dem Lemma 1 dar. Die Darstellung (18) wird fiir Untersuchungen des
Verhaltens der Riemannschen Zetafunktion ausfiihrlich genutzt. Hierbei wird je-
doch in der Regel nur der Bereich < 1 < 1 betrachtet. Aufgrund der Abschitzung

M

1
Z no+it

n=—N

M

1
> &

< —
A Nrgnna‘é(m (19)

kann von dem Verhalten der Riemmanschen Zetafunktion auf der imagindren Achse
auf das Verhalten der Riemannschen Zetafunktion in diesem Bereich geschlossen
werden. Fiir Untersuchungen in dieser Richtung sei auf [14], [15], [23] verwiesen.

Die Resultate dieses Abschnitts zeigen, dafl die Zygmund-Folge beziiglich des HNV
kein besonders gutes Verhalten besitzt. Das HNV (an,) bleibt stets beschréankt.
Im néchsten Abschnitt wird die Zygmund-Phase ¢l - In(1 + 1), durch eine quadra-
tische Phasenfunktion ersetzt. Es wird gezeigt, dafl das HNV fiir die quadratische
Phasenfunktion in Abhéngigkeit von N fiir N — oo gegen unendlich strebt.

5. Das Haupt-Nebenmaximumverhaitr's fiir
quadratische Phasenfunktionen

In diesem Abschnitt werden komplexwertige Folgen angegeben, fiir die das HNV in
Abhingigkeit von N fiir N — co gegen unendlich strebt. Dazu wird die Zahlenfolge
1 - k%n
an (k) = { s epUngr) 0Sk<N
0 k¢ [0,N]

eingefiihrt. Die Autokorrelationsfunktion ¢qy¢y = ¢n wird im weiteren untersucht.
Quadratische Phasenfunktionen sind in der Literatur bereits ausfiihrlich untersucht
worden [6], [9], [10], [11].

Der folgende Satz liefert eine obere Abschétzung fiir die Autokorrelationsfunktion.

Satz 2. Fir die Autokorrelationsfunktion ¢n der Zahlenfolge gn gilt fir 1 < |k| <
N
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2r
k)| < .
Damit gilt fiir das Haupt-Nebenmaximumverhiltnis HNV (¢n) die Abschitzung
VN +1
HNV(gy) > Yo L.
27
Beweis: Essei 1 <k < N. Es gilt
N—k
on(k) = gnv(Dgn(k +1)
=0
2
exp J,f/fl) N—ke 27kl )
= X |
N+1 — PUNT

Fir den Bereich VN +1 <k < N +1—-+N + 1 erhdlt man

onl = Ao [T L
N N+1 sinﬁ"f; “N+1 sinlg‘fl'

Fiir N

< 1 ist sin gk _’4-—17 also

1 2(N +1) < 2
N+1 k VN+1
Analog zeigt man, daf fir &L < k < N +1— /N + 1 die Beziehung
G
low VN +1

gilt. Als letztes mufl der Bereich 1 < k < v/N + 1 untersucht werden. Man hat

[on (K)| <

on(h)] = L [T L [in gy
N = T
N +1 sin §57 “N+1 s1nN+1
wk? 1 2rk 2

< : < < .
N+1)? gk N+ S UNI
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Damit wurde der Satz 2 bewiesen.

Der Satz 2 zeigt nun, daBl das Haupt-Nebenmaximumverhaltnis einer Folge der
Linge N mit der Grofle VN + 1 gegen unendlich streben kann. Die maximale
Groflenordnung des Anwachsens des Haupt-Nebenmaximumverhéltnisses scheint
bisher nicht bekannt zu sein. Die Folge gn kann ebenfalls in der Form

an (k) = —— exp [i(N + gl(57)]

1
N+1 N+1

mit

z? 0<zr<1
p(z) =

0 z ¢ [0,1]
dargestellt werden. Fiir praktische Anwendungen wire es interessant, das Verhalten

der Autokorrelationsfunktion fiir andere Phasenfunktionen ¢ zu untersuchen.
Fiir weitere Untersuchungen sei auf 2], [3], [4] verwiesen.

6. Weitere Probleme
In diesem Abschnitt sollen einige weitere Probleme diskutiert werden. Dazu wird
mit By die Menge aller bindren Folgen a(n),0 < n < N, der Lange N +1 bezeichnet.
Es gilt also

1
VN+1
Mit Cn wird die Menge aller komplexen Folgen a(n),0 < n < N, der Lange N + 1
bezeichnet, fiir die ebenfalls

a(n) ==+

a(n) = \/Nl—-i—l exp(jp(k))

gilt. Hierbei ist ¢ eine reellwertige Funktion. Fiir eine Folge By gilt somit p(k) = 0
bzw. ¢(k) = w. Fiir praktische Anwendungen jst es interessant, wie schnell das
Haupt-Nebenmaximumverhaltnis bzw. der Merit-Faktor in Abhangigkeit von N
gegen unendlich streben kann.

Zur Beantwortung dieser Frage ist es erforderlich, die Grofien

v~ = sup HNV(a) (20)
a(n)€EBN
und
I'v= sup HNV(a) (21)
a(n)eECn

zu untersuchen. Man hat natiirlich stets 'y > yn. Der genaue Verlauf der durch
die Beziehungen (20) und (21) definierten Zahlenfolge scheint bisher nicht bekannt

zu sein. Die Resultate des letzten Abschnitts zeigen, dafl 'y > 3@ gilt.
Weiterhin ist es interessant, die Gréfien
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6y = sup MF(a) (22)
a{n)EBy
und
&y = sup AIiF(0) (23)
a(n)ECV

zu analysieren. Man hat ebenfalls &G < Alv-
In [3] wurde gezeigt, dafi

limA AT =+ 00
N~>oc

ist. Das genaue Verhalten der durch (22) und (23) deiinierten Zahlenfolgen ist
ebenfalls unbekannt.

Eine weitere interessante Grofie zur Bewertung des Verhaltens von endlichen Folgen
ist durch den Rausch-Verstarkungsfaktor

i 1
RVia) = — | —-r-r~rcL;

gegeben [19], [20], [26]. Aufgrund der Cauchyschen Ungieichung gilt stets
RV{a) > 1.
Far ale Folgen a der Lange N, N > 1, hat man stets RV(a) > 1. Es gilt weiterhin

genau dann RV(a) < -foo, wenn |A(e™)]? ~ O fir LJ £ [—77) erfdllt ist. In diesem
Fall ist durch

— x_ Ty rdk 4
h{k) =771 aed regj

eine Folge aus dem Raum |? definiert. Es gilt

E Ry = _27r/i_7, ’|,_4(é"{?mw < +00.

fc= — oo

Weiterhin hat man

-foo

IT fe(@ - i)o0 = 8K, (@

/: — oo

wobei die Kronecker-Funktion S durch

definiert ist [26]. Die durch Gl. (24) definierte Folge stellt somit die Impulsantwort
des zum Filter mit der Impulsantwort a(n),n G W, gehorenden inversen Filters dar.
Far den Rausch-Verstarkungsfaktor konnen ebenfalls die Gréfien
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Ay = inf RV 25
N= |l (a) (25)
und
Anv = inf RV(a) (26)
a(n)eCn

eingefithrt werden. Man hat Ay < An. Es ist bisher nicht bekannt, ob
)\}1_13100 infAy =1

gilt [19], [20].
Eine weitere wichtige Funktion zur Berechnung von Folgen a(n),b(n) der Linge
N +1 ist die Kreuzkorrelationsfunktion

+o00

$as(k) = Y a(l)b(k +1).

l=—o00

Fiir praktische Anwendungen ist es interessant, Folgen mit sehr gut konzentrierten
Autokorrelationsfunktionen ¢,., dpp zu konstruieren, so daf§ die Kreuzkorrelations-
funktion ¢4 fiir alle k € Z relativ kleine Werte annimmt. Mit der Funktion

+o00
()= D dap(k)e

k=—o0
hat man
®(e’) = A(ei*)B(e?)
und damit
+00 "
> 6w ®F = 5o [ 1@ BE) o,
2 .

Diese Beziehung kann ebenfalls in

+o00 +oo
D 1B = Y aalk) - baa(k)

k=—o00 k=—00
iiberfiihrt werden. Da

51; A Pdw = — [ [B(e™)Pdw =1

2r J_,

gilt, kann die [2-Norm der Kreuzkorrelationsfunktion @at in der Regel nicht zu klein
sein. Damit ist die Grofe

| dab lloo= |ll;:r|123(\’ |¢ab(k)|
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ein geeignetes MaB, um die Gréfle der Kreuzkorrelationsfunktion zu messen. Die
Zahl || ¢ab |leo wird als der Spitzenwert der Kreuzkorrelationsfunktion bezeich-
net. In der Literatur ist der Zusammenhang zwischen dem Haupt-Nebenmaximum-
verhiltnis der Autokorrelationsfunktion und dem Spitzenwert der Kreuzkorrelati-
onsfunktionen untersucht worden [28], [29], [32], [33]. Es seien M Folgen by, ...bp
der Lange (V + 1) vorgegeben. Fiir diese Folgen werden die Zahlen

D4 = max ( max |¢b,b,(k)l>

1<I<M \1<|k|<N

und

DCI max (max ld)bzbn(k)!)

I<tn<M \ O<|k|<N )
I#n

= Jnax I @b.6, lloo
I#n

eingefithrt. Die Zahl D4 ist ein Maf fiir die Giite der Autokorrelationsfunktionen.
Die Zahl D¢ gibt eine Giite fiir das Verhalten der Kreuzkorrelationsfunktionen an.
Fiir praktische Anwendungen ist es wichtig, dafl beide Zahlen méglichst klein sind.
Es wurde jedoch von Welch [33] gezeigt, daf fiir die Zahlen D4 und D¢ stets

(N-1)
CN2(M - 1)

gilt. Die Beziehung (27) ist als Welch-Schranke in der Literatur bekannt. Sie stellt
eine untere Schranke fiir die Zahlen D4 und D¢ dar. Bisher scheint nicht bekannt
zu sein, ob die Abschitzung (27) weiter verbessert werden kann. Fiir den Fall, daf§
die Abschétzung (27) bestmdglich ist, wére es interessant, Folgen zu konstruieren,
die das optimale Verhalten beziiglich dieser Abschatzung besitzen. Fiir eine Analyse
des Verhaltens von Kreuzkorrelationsfunktionen wire es ebenfalls interessant, die
12- Norm von Kreuzkorrelationsfunktionen abzuschétzen. Aufgrund der Darstellung
(27) hat man stets

(Da)? + (Do 5 21 (27)

™

(0 10* = 57 [ 1A() - 1B(e) P

und || @ab ||2# 0. Es ist jedoch interessant, wie klein bei fest vorgegebener Lange
der Folgen a, b die 12-Norm der Kreuzkorrelationsfunktion werden kann. Die Zahlen

1 T ; :
= Jjny|2 . Jhy|2
on = it o | HAEE By (28)
und L
- Jmy|2 . Jmy |2
Iy = nf o / A Bl dp (29)

stellen ein mdgliches Maf zur Bewertung dar. Man hat stets Ty > onx > 0.
Der genaue Verlauf der durch die Beziehung (28) und (29) definierten Zahlenfolgen
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scheint bisher nicht bekannt zu sein. Numerische Untersuchungen bestirken die
Vermutung, dafl

Nh—rvnoo ON = 0 (30)

gilt. Die konkreten Berechnungen fiir eine feste Zahl N sind jedoch sehr aufwendig.
Die bisherigen numerischen Untersuchungen geben keinen Aufschluf} iber das Ver-
halten der Folge on. Ob in diesem Fall ebenfalls die Beziehung (30) gelten konnte,
ist noch vollig offen.
Die Konstruktion von Codes mit gewiinschtem Verhalten der Autokorrelationsfunk-
tion bzw. Kreuzkorrelationsfunktion spielt in der Nachrichtentechnik eine wichtige
Rolle. An dieser Stelle sei nur auf die Anwendungen in der Spreizspektrumstechnik
eingegangen. Bei dieser Anwendung wird héaufig von den periodischen Autokorre-
lationsfunktionen bzw. Kreuzkorrelationsfunktionen ausgegangen. Hierzu werden
m-Signale a;,...,a, der Lange N periodisch fortgesetzt. Die dadurch konstru-
ierten Signale werden mit a;,1 < | < m, bezeichnet. Dann ist die periodische
Autokorrelationsfunktion ¢, 5, durch

N
bana. (k) = ) an(Dar(k+1)
1=0
erklart. Die m-Signale a, ... ,a, besitzen beziiglich der Anwendung in der Spreiz-

spektrumstechnik ein optimales Verhalten, wenn fiir 1 <n <m
(31)
und fir 1 < n,r < m,n #r, stets

ana, (k) =0

fiir 0 < k < N gilt. Jedes Signal a, ist mit der Beziehung (31) zu allen zeitlichen
Verschiebungen a,,(-+k),1 < k < N, orthogonal. Ein solches Verhalten kann fiir die
Autokorrelationsfunktion ¢, ,, nicht auftreten. In der Regel ist eine Analyse des
Verhaltens der Autokorrelationsfunktion ¢, 4, bzw. die Konstruktion von Signalen
a, deren Autokorrelationsfunktionen ¢, 4, ein vorgeschriebenes Verhalten besitzen
bedeutend komplizierter als fiir die entsprechenden periodischen Signale a, bzw.
periodischen Autokorrelationsfunktionen ¢z, 3., .
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