
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

Karel Zahradník
O jisté birationální kubické transformaci a jejím upotřebení v theorii
křivek. [I.]

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 34 (1905), No. 2, 105--123

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120948

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1905

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/120948
http://project.dml.cz


105 

jejíž ostatní kořeny by byly dány průsečíky kružnice c' středu 

M' 1^-, ~A a procházející body Z<, S. 

Rovnice (18) dává podmínku pro dvojný kořen rovnice 
(12). Vyloučínie-li z (18) a (13) veličinu *, obdržíme podmíneč
nou rovnici, jíž musí p, q, s vyhověti, aby rovnice (12) měla 
kořen dvojný. 

Podotknuto budiž, což na jiném místě odvozeno bylo, že 
z konstrukce naší lze onu podmínečnou rovnici mezi p, q, s 
rovněž obdržeti, čímž se zároveň zjedná její geometrický význam. 

0 jisté birationální kubicko transformaci a jejím 
upotřebení v theorii křivek. 

Dr. K. Zahradník. 

Dané budtež dvě přímky, jež zvolíme za osy souřadnic. 
Rovnoběžky bodem M (x\y)k\x osám vedené protínají osy 

v bodech A, B. Spojnice těch bodů označme písmenem II. 
Je-li Mx (xx | yx) pata kolmice z počátku souřadnic na 

přímku II spuštěné, obdržíme *) 

_*£_ _ x*y 
1~x*+-y2' yi~x* + y*' {) 

Prvou rovnici můžeme psáti: 
xl(x2-\^y2)zzzxy2\ 

*) Kdyby byl-0 úhel přímek, jež jsme vzali za osy souřadnic, je, 
píšeme-li cos0 = c 

* — (y ~ cx) xy 
l ~ x2+y2- 2cxy' 

— (^ — cy) X1J 
Vx — x*-\-y2--2cxy' 

x__x\ + y\ + 2cxiyi , 
*1 + c2/l 

x\+y\_+2cx}y1 

y zzz • : 
xt + cxx 

V následujícím předpokládati budeme 9 —z 90°, nebude-li opak toho zvlášť 
vytknut. 

z čehož opět plyne 
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znásobíme-li ji xL a uvážíme-li, že z podílu těch rovnic plyne 

xxx = yyx, (2) 

_ x\ + y\ 
(3) 

obdržíme: 

У 
Ví 

x\ + y\ 
xл 

OЬr.L 

Rovnice (3) obdržíme též přímo geometricky (obr. 1.), 
neb je 

OM\ = O A . OAx = OB. OBx 

Z rovnic (1); (3) vysvítá, že je příbuznost bodů M a M1 

jedno-jeduoznačná a kubická. 
Jedno-jednoznačnost patrná je i geometricky; že bodu 

M naznačenou konstrukcí jediný bod Mt přísluší, jsme ukázali 
z počátku, ale i naopak každému bodu Mx přísluší jediný bod 
M. Sestrojíme totiž kolmici v bodě Mx na OMx, čímž obdržíme 
přímku 77, a rovnoběžky v průsecích přímky II s osami určují 
bod M. 
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Jsou tedy body M a Mx v jedno-jednoznačné příbuznosti 
a podobné i bod M a přímka 17. 

Bodu Mx stejným způsobem přísluší bod M2 a přímka ITl 

jedno-jednoznačně atd. 
2. Z rovnice (2) plyne 

-* = - (4) 
xx y w 

a z analogického vztahu mezi souřadnicemi bodů Mx a M, 
obdržíme 

y% %i 

tudíž je 

Touto cestou najdeme, že je 

i// i// 2/i 

a podobně 
#1 #2n-f 1 

j w = 1, 2, 3 . . . 

t. j . v řadě bodů Mn postupně příbuzností uvedenou obdržených, 
leží body M2n na spojnici OM a body Mzn +1 na spojnici OMx, 
při čemž platí 

< AOM= K MxOB = < 0-4.MÍ = 91 
tudíž je 

3C ^OMx = <px = - - <p. (5) 

3. Je-li 
r=f(cp) 

rovnice křivky (M) v souřadnicích polárních, obdržíme dle pří
buznosti (3) rovnici křivky transformované (Mt), uvážíme-li, že je 

O A = r cos 9 , 
rj = OMi = O A cos <px 
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relaci 
r, — r cos <p cos (px ~/(<p) cos cp cos <px, 

tudíž za příčinou rovnice (o) 

= / I g — ^ i l c o s ^ sin 9, (6) 

jako rovnici křivky (Mx) odvozené transformací zmíněnou 
z křivky (JM). 

(?) 

4. Píš шe-H 
1 

w„ = - — , 
_ 1 

" _ u»' 
obdržím z rovnic (1) 

u2 -f - -v2 

1 ~~ w ' 1 _ V 

a z rovuic (3) 

Л j » • 

«ľ+«í 

(8) 

(9) 

Příbuznost mezi přímkami n & II1 (resp. 77n a -Hn-j-i) vy
jádřená jest týmiž rovnicemi v souřadnicích Pliicker-ových, jako 
je příbuznost mezi body M1 a M v souřadnicích bodových. 

5. Píšeme-li 
Xn I Ž ^ = "̂« > 

obdržíme z rovnic (1) 

' l = r ? 

tudíž j pro bod җ 
tC<, zz 

r\ = 
#У 

r 4 

= 
*,У, 

r? 

*,Уr 

rr 
x2y'л 

r 4 

*У 
r, 

Podobně platí pro bod ilf3 

__ #y __. ^y __ ^y 
xs — ~~x* í 2/3 — ~~~r > rs — r(S » 
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a obecně obdržíme 

Xn + 2 --=- ^#w , Žln -f 2 ----- -tyn , Xn -f 2 = Arn, 

kde platí 

>2+</2)2* 
6. Dříve, než přistoupíme ku vyšetření naduvedené trans

formace a upotřebení její na konstrukci algebraických křivek, 
vyšetříme některá geometrická místa. 

a) Jaké jest geometrické místo (M) bodu M, jenž má od 
svého sdruženého bodu Mx stálou vzdálenost c. 

Jelikož je 
_ y\ _ < 

xi x — ~ -> y^ y — ~i 
x1 y. 

máme 
x\ + y\~e> 

aneb 

(M,) = «í + yj - c^íyí = 0. (10) 

Jest však též 

__ x* ___ y* 
x i — x - — ^~+f' y i - y - — ^ r + y - * 

tudíž je, zkrátíme-li společným faktorem (xr +- y% rovnice místa 

(M) = x* - x2y2 + ž/4 - c\x* + y2) = 0. (11) 

V polárních souřadnicích je rovnice místa (M) 

±c2 

'sin2 2ę -t-4cos22g)' (12) 

Křivka tato je symmetrická jak k osám souřadnicovým, 
tak k její symmetrálám. Plocha jednoho oktantu p je 

>=™=lf"*=*f&&-.=-(iY-
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tudíž jest plocha celé křivky (viz obr. 2.) 

P=82) = 27tc2 — 7cAC\ 

Rovnice křivky sdružené (ií:) v souřadnicích polárních 
zш: 

2 __ c2 s in 2 (jp cos 2 (p 
~~sin6<p -[- cosGfv' (13) 

OЬr.Z. 

Křivka tato skládá se ze čtyř schodných smyček, jež se 
dotýkají os souřadnic v počátku souřadnic. Plocha polosmyčky 
_»i je 

lí n 

— — CA sin2 y cos2 <p , __ _c* rT d tg3gp 7tc2 

Pl~~ 2 J s i n > + cos> rtSP ~ ¥ 0«/ \ + tg«ý~~2Í" 

tudíž je plocha celé křivky 

A = 8 ^ = -?-'. 
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Bychom blíže seznali křivku (M), vezmeme v úvahu její 
iuversní křivku. Vezmeme počátek souřadnic za střed inverse 
a poloměr inverse roven a. Pak máme: 

tudíž 

(14) 

rY = a\ 

Q2 
o4 

— 4c2 ; (sin2 2 qp -j- 4 cos2 2«P). 

Plšeme-li 

4c* ' 1 Qi = : ò SÍVÍ 2 ц>, ?a = 21 

je 

Rovnice první z křivek (15) je v souřadnicích rovno
běžných *) 

(x2 + y2)3 — 4b2oo2y2; 

otočíme-li polárnou osu při druhé z křivek (15) o úhel ^- , 

přejde její rovnice ve 
Q2 rz 2b sin 2 (p. 

Křivka druhá je tudíž zvětšená křivka první a poměr po
dobnosti jest 

Na základě rovnic (15) můžeme snadně křivku (M) sestrojiti. 
Opišme dva soustředné kruhy, jež mají počátek souřadnic za 
svůj střed a b potažmo 2 b za svůj poloměr. Paprsek vedený 
pod úhlem 2 op protíná prvý kruh v bode Bx a druhý kruh v bodě 
B2. Rovnoběžka bodem B1 ku ose X protíná ordinatu bodu B2 

v bodě N(Q2 I QJ. Místo bodů N je patrně ellipsa 

(iГ+(ł) 
2 

= 1. 

*) Loria SchUtte: Spezielle alg. und transe, ebene Curven. Lipsko, 
pg. 223, pg. 231, pg. 304. Jest to speciální druh scarabea zvaný corolla, 
též čtyřlistá rhodonea zvaný. Srovnej Jeřábek: O polárně reciprokých 
křivkách epicykloid a hypocykloid. Brno 1891. 
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Na symmetrále OP úhlu AOB2 = 2y přeneseme od počátku 
O délku ONř = ON, tu je Nř bod křivky inversní, příslušný 
ku polárnímu úhlu op a na základe inverse obdržíme bod M. 

P) Jaké je místo bodů (M), jež mají od sobě sdruhné přímky 
II vzdálenost stálou a. 

Vzdálenost QM bodu M od přímky I7 rovná se 

Уж- •r 

tudíž je rovnice geometrického místa*) (M) bodu M (obr. 3.) 

(M) = xY — o?(x2 -f- y2) = 0, 

oo~2 + y~2 = a~2. (17) 
aneb 

Jelikož je OMt = QM= a, je místo boduMx kruh. tudíž 
je i obálka přímek U kruh**). 

Rovnice křivky (M) v polárních souřadnicích zní 

*) Křivka tato jmenuje se dle Schoute-ho „Kreuzcurve", viz Jeřábek 
1. c. pg. 5 a pg. 11. Loria-Schutte 1. c. pg. 210, pg. G96. La Goumerie jme
nuje ji „Trinodale harmonique". 

**) Z rovnice (6) či. 2. se to přímo obdrží. 
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r = -r—-—, (18) 
sin 2 <p ' v ' 

a porovnáním s prvou z rovnic (15) vychází, že je ta křivka 
inversní rhodoney čtyřlisté. 

y) Provodiči sdružených bodů vyhovují relaci OM. OMx -= a 2 . 

Jelikož je 
OMl = x2-\- r , 
тттт- •> i •' x%ìЃ 
OMv = æ; -f- y; = - Õ - . — 2 , 

OM2.0/¥* = « y = a4, 
je 

tudíž je 
( M ) ^ ^ ~ a 2 z z 0 , (19) 

a tím je 
(ML) = (a? + y'02 - a 2 *^ = 0. (20) 

Je-li bod M'(x' \ y') sdružený s bodem M(x \ y) hyperboly 
(19) na základě inverse, při čemž je kruh nad reálnou osou 
hyperboly kruhem inverse, je 

xy2 __ aŁy 
~ %Ł + УŁ ~ X'Á + * j . . */- ~ <r* -J_ *i2 — У ' 

x2y a2x , 
Vv — x~f~ ~~í^+F~~x ' 

Z rovnic těchto vychází, že je křivka (Mx) identickou se 
křivkou inversní hyperboly (M), t. j . (ML) je lemniskatou, což 
i z rovnice (20) patrno. 

Obálka (II) přímek II sdružených bodům křivky (M) dané 
rovnicí (19) je (či. 4.) 

a2uv z= 1, 
aneb 

a2 

*</ = -- . 

Jelikož je obecně křivka (Mx) úpatnice křivky (II), je tedy 
v našem případě křivka (Mx) daná rovnicí (20) úpatnicí hyper-

8 
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boly (77), vezmeme-li střed hyperboly za pol, z čehož opět 
shledáváme, že je (MJ zde Iemniskatou. 

ů) Kdy jsou křivky (M) a (M2) ve vztahu inversním ? 
V případě tom platí, je-íi O střed, a poloměr kruhu 

inverse 
OM. OM2 = a2. (21) 

Body M a M2 leží na témž paprsku jdoucím bodem O 
(či. 2.), a jelikož dle (21) platí 

tudíž je vzhledem k článku 5. rovnice křivky (M) 

x2y2 = a2 (x2 -f y2) 
aneb 

x~2 + y~~2 = ar2. 

S touto křivkou setkali jsme se již ve (/?) tohoto článku. 
Souřadnice bodu M jsou 

a a /oo\ 
x = -.-— , y = , (22) 

sin <p cos <p 

a rovnice tečny bodu příslušného ku parametru <p zní: 

x sin5 <p -j- y cos3 <p — a = 0; 

rovnice přímky 77 sdružené ku bodu l i je 
77 = x sin <JP -f V cos 9? — a = 0, 

tudíž je obálka. přímek 77 

(77) = ^ 2 - f # 2 — a 2 = : 0 , 

tím je též (J/J = (77) rovno kruhu inverse a 

(Mi)^(x\+y\)'-aV2yl = 01 

aneb v polárních souřadnicích 

r2 =z — sin 2<p2 = -5- sin 2<p. a . 0 a 
2 - 8 1 1 . 2 ^ = 2 

Jelikož je 
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jв 
(Лx) = м-2 + v-2 - «-» = 0, (23) 

kdež jsme stavili cca = 1. 
Jest tedy (-flx) asteroida a (23) její rovnicí v tangential-

ných souřadnicích (obr. 4.). 
Že je křivka (M2) čtyřlistá rhodonea a že je úpatnicí 

asteroidy pro pol ve středu asteroidy, dále že je křivkou in
versní od asteroidy (/Tx), vezmeme-li střed asteroidy za pol, 

jsme dokázali; že je asteroida polaroreciprokou od „Kreuzcurve" 
vzhledem ku kruhu Kay vychází již srovnáním rovnic (17) 
a (23). 

Co se tkne plochy křivky (M2) je, značí-li p plochu jed
noho listu, 

P- Ap = ~J SІП 2<pйqp = •— я Щ 

8* 
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e) O bodech sdružených, kteréž s počátkem souřadnic určují 
trojúhelník stálé plochy. 

Je-li a2 dvojnásobná plocha toho trojúhelníku, je 

xy __ xy (x2 — y2) 
xxyx ~ r2. ' 

tudíž je 
; (M) = xy (x2 - y2) - a2(x* + y2) = 0, 

aneb 
r2 sin 4<jp = 4a2. 

Rovnice.místa bodů sdružených (M,) je 

y\—x\— a2xxyx = 0, 

aneb v polárních souřadnicích 

r\ = - j - tg2c]P. 

Křivka (M) má asymptoty x = 0> y — 0, x + y = 0 a 
leží v prvním, třetím, pátém a sedmém oktantu, skládajíc se ze 
čtyř kongruentních částí; počátek souřadnic je střed křivky. 

£) Kdy probíhá spojnice MMX sdružených bodů pevným 
bodem P? 

Za souřadnice w, v spojnice MMX obdržíme 

— y3 ___ x2 

~~ xy(y* — x*y ~ xy(y2 — x2)' 

Probíhá-li spojnice MMX pevným bodem P(x0 \ y0), je 

(M) = y*xQ -f x% + xy (y2 — x2) = 0, 

rovnice místa (M) a rovnice místa (Mx) bodů sdružených je 

(Mx) = x\-y\- (x0x\ - y0y\) = 0. 

Leží-li bod P na symmetrále os souřadnice, rozpadá se 
místo ve symmetrálu a křivku racionálnou třetího stupně. 

Leží-li bod P(x0 \ yQ) na ose souřadnic, je (M) cissoida 
Diokles-ova. 
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Upotřebení uvedené transformace. 

7. V následujícím podáme transformaci přímky na základě 
příbuznosti jedno-jednoznačné (1) a (3). Vyšetřeni transformace 
kuželoseček a obecné vyšetření této transformace bude před
mětem zvláštního pojednání. 

Transformujeme-li přímku, berouce ji za místo bodu (M) 
t. j , za přímku danou rovnicí 

(M) = ax + by + c = 0, (24) 

pomocí transformace (3), berouce pol transformace za počátek 
souřadnic, obdržíme za rovnice transformované křivky (M^)\ 

{Mi) = {xl + yj) (ayi + hXi) + cx^ _ o, (25) 

tudíž cirkulární racionální kubickou křivku, která má dvojný 
bod v počátku souřadnic a osy souřadnic za tečny bodu dvoj
ného. 

Tato křivka je zobecnělá strophoida a co takovou zváti 
ji budeme strophoidalou. V případě, že je a = Z>, obdržíme oby
čejnou strophoidu. 

Kdyby bylo bud a neb b rovno nulle, je (Mx) kruh, jenž 
se dotýká dané přímky (M) a osy souřadnicové rovnoběžné 
s tou přímkou a prochází polem transformace O. 

Kdyby bylo c = O, je (M{) přímkou symmetrickou s přím
kou (M) vzhledem k symmetrále onoho úhlu os souřadnic, ve 
kterém daná přímka leží. 

Konstrukce strophoidaly. 

8. Jednoduchá konstrukce strophoidaly plyne na základě 
příbuznosti definované rovnicemi (3). 

Vedeme totiž bodem M přímky (M) rovnoběžky s osami 
souřadnic. Na spojnici průseků jejich s osami spusťme z po
čátku souřadnic kolmici. Pata Mx té kolmice je bodem stro* 
phoidaly, 

Vytneme-li si přímku (M) a tečny dvojného bodu jako osy 
ouřadnicové, je tím strophoidala úplně dána; naopak lze ku 
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každé strophoidale určiti přímku (M), ku kteréž je strophoidala 
sdružená. 

9. Z rovnice (25) plyne, že můžeme, jak známo, strophoi-
dalu považovati za inversní křivku hyperboly, neb rovnice stro* 
pboidaly v polárních souřadnicích je 

c sin (p cos cp 
a sin (p -\-b cos 9 ' 

tudíž je rovnice křivky inversní 

r = _ _ ( _ _ + _ _ _ \ , 
c \cos<jp ' sin^/ 

aneb 
cxy -f- k2 (ay -f- bx) — 0, 

vezmeme-li dvojný bod strophoidaly za střed inverse a poloměr 
kruhu inverse rovný k. 

10. Z konstrukce strophoidaly jako křivky sdružené ku 
přímce (M) vychází, že je strophoidala úpatnice obálky přímek 

n (——, — 7 ) ' t e dy P ř í m ky 

OЬr. 5. 
У 

"\ x в' 

\ 
Л- v./r^ 

в 

- ^ 0 

\ / ''\ ^ \ 

^J-. .x .\^ 
я4 

Á 

л\ Л > ^ ^ - ^ j T ^ 4 

V ч 

' J7=I_ |___.__ 1 = ,0, : :..-./ i . • ' ' 
x ' y ' 

opisujeli bod M{x\ý) přímku (M). Rovnice obálky přímek 
B zní; 
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(ař + bV + c)2 - 4a6|ij = O, (26) 

a to je rovnice paraboly, již můžeme též psáti: 

( - ař + fy -f c)2 — 4ac| = 0. (27) 

Je tedy strophoidala úpatnice paraboly (72), vezmeme-li 
počátek souřadnic za pol. Z rovnice (27) vysvítá, že je směr 
osy paraboly dán přímkou 

—- ax -f 6y = 0 ; 

a z rovnice (26) plyne, že se tu parabola dotýká tečen dvoj
ného bodu strophoidaly v bodech, v nichž přímka (M) je 
protíná. 

Další konstrukce strophoidaly jako cissoidaly. 

11. V předcházejícím podali jsme jednoduchou konstrukci 
strophoidaly na základě kubické příbuzuosti s přímkou; pouká
zali jsme na strophoidalu jako na inversní křivku hyperboly, 
a seznali jsme, že je též úpatnicí paraboly. V následujícím 
ukážeme, že lze každou strophoidalu považovati za cissoidalu 
a co takovou ji konstruovati. Vezmeme-li za základní kuželo
sečku 

axx~ -f \xy -f cxy
2 -f dx -f ey = 0 

a za přímku 

P = mx -f ny -f p = 0, 

je rovnice cissoidaly*) 

(axx
2 -f \xy -f cy) (mx -f wy -f p) 

- (mx-\- ny) (dx -f ey) = 0. (28) 

By ta cissoidala byla strophoidalou, třeba, by bylo 

b, = 0, a1 = cl. 

Stavíme-li tudíž ax = 1, což se shoduje tím, že si myslíme 

*) Časopis jedn. česk. Hiathematikii, Praha. II. ročník, pg. 183, 
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rovnici základní kuželosečky dělenou faktorem a1, bude rovnice 
cissoidaly v tomto případě 

(x2 -f- y2) (mx -f- ny -\-p) — (mx -f ny) (dx ~\- ey) zz 0. (29) 

Srovnáme-li nyní tuto rovnici s rovnicí strophoidaly (25), 
shledáme, že se úplně shodují, je-li 

m zz b, n zz a, # zz mtř zz ne, me -f- nd zz — c, 

tudíž je: 
ac 

a^-ł-ô*' 
òc 

m — b, n — a, p = 

a 2 - f ò 2 ' 
aic 

(30) 

Ob;: 6. \ 

Bychom vytvořili strophoidalu jako cissoidalu, třeba tudíž 
vzíti 

C2 = x* + ў -

P = bx -\- ay — 

ac 
a2 + 62 

abc 

ÿqгь-*=°. 
(31) 

a 2 -f- i 2 

Přímka C probíhá středem základní kuželosečky P3. Je-li 
Q pata kolmice z počátku souřadnic na přímku (M) spuštěné, 
a Q, bod symmetrický s bodem Q vzhledem k počátku sou
řadnic O, je přímka P bodu Qj sdružená dle téže příbuznosti, 
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jako je přímka II sdružená k bodu M. Tím lze přímku P 
snadně sestrojiti. Střed kruhu C2 půlí délku OQx. Tím je jak 
kruh C2 tak i přímka P určená a tudíž i konstrukce strophoi-
daly jako cissoidaly daná. 

Sestrojení tečny strophoidaly. 

12. Jelikož je strophoidala úpatnice paraboly (II) pro po
čátek O jako pol, obdržíme snadnou konstrukci tečny bodu Mx 

strophoidaly. Bodu Mx přísluší přímka II jako kolmice na OMx 

v bodě-Mi, a jelikož je strophoidalou (Mx) daná též přímka (Af), 
jsou mimo tečnu II paraboly též tečny X, Y s jejími body 
styku Ar, Bř dané. Dle věty Pascala protíná spojnice bodu 
E= Á'B .ABf s bodem O tečnu II v jejím bodě dotyku D. 
Je-li nyní L stfed délky OD, je, jak obecně pro úpatnice platí, 
LMX normálou strophoidaly v bodě Mx a tím je též tečna toho 
bodu dána. 

Asymptota reálná strophoidaly a její vztah ku 
přímce (M). 

13. Rovnice reálné asymptoty strophoidaly je 

b (a2 + b2) x + a (a2 -\-b2)y — abc = 0 (32) 

a rovnice obou imagináruých asymptot jsou 

iax -f by -}-~) ± i (bx — ay) = 0. 

Imaginárně asymptoty protínají se na strophoidále v reál
ném bodě P, jehož souřadnice jsou 

Ě — - aC v - - - _ * - — - (33) 
5 — 2(a a-f-b 2) ' ^~~ 2 ( a * + & T 

Je-li bod M (xř \ y'), jemuž, je přímka (M) co přímka (II) 
sdružená, je 
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p c , c 

tím můžeme souřadnice bodu P, jejž jmenujeme polem stro-
phoidaly, psáti 

g - l x'yn « = l ^ v (34) 
* — 2 # ' a + #' 2 ' ' 2áP'a + y " ' l ; 

Srovnáme-li rovnice (34) a (1), shledáváme, že pol P půl 
kolmici OQ z počátku souřadnic na přímku (M) spuštěnou; tím 
je i sestrojení pólu dáno. 

14. Jsou-li ux | vL souřadnice reálné asymptoty a u \ v 
souřadnice přímky (M), je 

tlå = -
a2 + Ьl 

ac ' 
a2 + b-

V>= ôc 
a 

W = : — , 
C 

_ ъ 
c 

tudíž je 

uL = - w'2 + v2 

' ~~~u~' 
u" 4-гŕ 

vx = -- — 
1 t> 

z čehož opét plyne 

91 
uxv\ u\v. 

<-\-< «ï-Hľ 
(35) 

Mezi přímkou (M) a reálnou asymptotou příslušné stro-
phoidaly platí analogická příbuznost, jako mezi body ML a i/, 
kteráž by se shodovala i co do znaménka, kdybychom místo 
asymptoty vzali souměrnou ji přímku vzhledem k počátku sou
řadnic. 

15. Srovnáme-li rovnici reálné asymptoty s rovnicí (31) 
přímky P článku 11., shledáváme, že je ta přímka asymp
totou. Konstrukce přímky P podaná v článku 11. je tedy sou
časně konstrukcí reálné asymptoty. 

16. Mysleme si, že přímka (M) probíhá pevným bodem 
MQ (CC | /J), že tudíž platí relace 

aa ^bp + c — 0, . .(36) 
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pak můžeme rovnice (33) psáti: 

_ JL_ a(aa+bp) *t ( 3 7 ) 

Otáčí-li se přímka (M) kolem bdduilIo, obdržíme rovnici 
místa pólu P1 vyloučíme-li z rovnic (37) proměnlivou směrnici 

a 
— -r , totlZ 

. * f + V - y ( « ř + /íi?)-=0, 

kterýžto výsledek je i geometricky patrný, neb je-li C střed 
délky OMot je PC||Qiíf0, tím je < O P O = 9 0 ° ; délku OO vi
díme z pólu P pod pravým úhlem, místo bodu P je tudíž kruh 
nad OO jako průměrem sestrojený. 

17. Otáčí-li se přímka (M) kolem bodu Mi)(a | /J). vyho
vují souřadnice její rovnici 

ua -f- vfi -f- 1 zz 0, 

a dle příbuznosti mezi přímkou (M) a asymptotou .4 vyjádřenou 
rovnicemi (35) obalují reálné asymptoty příslušných strophoidal 
křivku 

uxvx (avx + fiux) — (u\ + v\) = 0, 

tedy racionální křivku třetí třídy a čtvrtého stupně. 

Poznámka k, problému normál u ellipsy, 
Napsal 

V i l é m J u n g , 
professor c. k. státní průmyslové školy v Praze. 

Body qh (Je = 1, % 3, 4) ellipsy E, jimiž procházejí její 
normály vedené libovolným bodem p(x19 yv) v její rovině, sta
noví se jednoduše jako průsečíky dané ellipsy E s jistou rovno-
ramennou hyperbolou FT, jež se zove Apolloniovou. 

Jel i velká osa dané ellipsy osou úseček X a malá její 
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