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GAST MATEMATICKA. S

Variaéni pocet
jeho vyvoj, jeho pokroky a jeho tiloha v matematické fysice.
' V. Volterra. ‘

Druhi piednaska.
Obsah druhé piednasky.

1. Dirichletiv problém. 2. Dirichlet, Riemann, Weierstrass, Neumann,
Schwarz, Poincaré, Fredholm. 3. Arzela, Hilbert a jejich nésledovnici.
4. Tonelli a polospojitost. Staré a nové metody variaéniho poétu. 5. Polo-
spojitost funkeionélt zdola a shora. Nové metody Tonelliho. 6. P¥evedeni
otazek o pFirodnich. d&jich na tlohy o minimu. Filosofické my&lenky Mau-
pertuisovy, Lagrangeovy, Hamiltonovy, Jacobiho, Gaussovy a Hertzovy.
7. Hamiltontv princip a princip variované akce. V&ta Greenova. 8. RozSi¥eni
kanonickych rovnic na obecné ulohy variaé¢niho poétu i pro n8kolik nezivisle
proménnych. 9. Roz&ifeni véty Hostinského o invarianci kanonickych rovnic.

_10. Zvlastni pFipady. 11. Zobecn&ni Jacobiho rovnice na p¥ipad mnoho-
nésobnych integrald. 12. Jind zobeenéni kanonickych rovnic a véty Jacobiho.
13. Rovnice elektromagnetickych poli. . Pfevedeni na tlohy wvaria8niho
podtu. 14. Obecné myslenky pana Hostinského o transformaci rovnic mate-
matické fysiky. 15. Variacni poéet, Hamiltondv princip a relativita.

1. Budeme nyni zkoumati vztahy, které jsou mezi variatnim
. podtem a otdzkami matematické fysiky a mechaniky. S
Tak muZeme projiti mnoha i privé nejnovéjsimi oblastmi
téchto véd a zaroven muZeme vidéti — jak jsem ¥ekl na konci
predeslé prednisky — jakou dlohu méla mauka o funkcionalech
v nejnovéjiim vyvoji variaéntho poétu.
Zatneme s velmi duleZitym problémem matematické fysiky,
totiz § problémem Dirichletovym; miZeme jej povaZovati za ty-
- picky, nebot v mnoha piipadech dochézi se k otizkim obdobnym. - .
" "Je zajimavo v&imnouti si, Ze Dirichletdv princip je-otazka, doty- -
kajici se té Cdsti matematické fysiky, kterd by se mohla nazvati-
jejf logikou. Timto principem se totiz dokazuje, Ze existuje funkece
V (z, y) spojitd, majici parcidlni derivace prvniho a druhého fadu,
kterd vyhovuje Laplaceové diferencidlni rovnici '
| v v _
, oz® ' oy: \
a nabyvé na okraji dvojrozmérného oboru danych hodnot.
V piipadé funkce o tiech proménnych zni diferencidlni rovnice
2V 0tV . etV SRR
CEmTegpTE Tt e
.~ a obor je t¥{rozmérny. : g LT

"
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‘S timto principem setkdvame se v teorii rovnice pro vedeni
tepla, v nauce o elekt¥ing, o pruznosti atd. Také se s nim setkdvime -
v analyse v nauce o funkeich.

K dfikazu Dirichletova principu u#ivalo se nékolika zpusobu
Otézku tu lze pievésti na tuto Glohu: Dokézati, Ze mezi funkcem1
spojitymi V (z, y), které naby‘rap na okraji dvojrozmérné oblasti .Q
danych hodnot, a pro néZz m4 iritegral

- 2+ o

smysl, existuje jedna takova, Ze tento 1ntegral nabyvé pro ni
minima.

Takto stévé se Dirichletiv problém tlohou variadniho podtu.
Nebot hleddme-li Eulerovu rovnici pro tento p¥ipad, dostaneme
Laplaceovu rovnici.

- 2. Snadno lze poznati, Ze piedefly integril je vidy kladny
niebo rovny nule, a na zaklade toho domnivali se Dirichlet a Rie-
. mann, Ze tento poznatek stati k dikazu o existenci jeho minima. .
Weierstrass viak ukézal, Ze tento zplisob uvaZovéni byl zcela .
mylny, a od té doby byly hledény jiné cesty k diikazu Dirichletova
principu.

Utivalo se zpiisobtl, které vibec nemély co dglati s variadnim
pottem. Mnozi autoli sledovali metodu Neumannovu a rozsirili
ji na mnohé jiné p¥ipady, pak metodu Schvarzovu a Poincaréovu -
(méthode du balayage). Koneéné velmi uspesne metody zaloZené
na integralnich rovnicich, jichz uzil poprve Fredholm, a jeZz daly
podnét velmi mnohym pracem.

3. Ale zéroveil utvotil se novy smér, ktery se vratil ke staré -
myslence, uZiti variatniho podtu. Arzela prvm se pokusil, veden jsa
- mySlenkami o funkciondlech, jez se ziroveii ponendhlu vyvijely,
o presny dikaz, Ze za jistych podminek minimum existuje. Prace,
které obsahuji konetné vysledky Arzelaovy,. pochézeji z roku
1897 (1), adkoli jeho postfehy a studie jsou stari.

" Pozdéji roku 1900 uvefejnil Hilbert (2) Gplny a presny. d_ukaz,
obdrzev vysledek def1n1t1vn1, &ehoZ Arzela nedosdhl. Ale Hilbert
mohl dosici Gspéchu jen tim, Ze se drZel cesty onim razené. Po praci
Hilbertove pnsly getné prace Leviho, Fubiniho, Lebesgueovy,
Zarembovy a jiné. Ale viechny tyto price jsou zaloZeny na zvlast-
nich podminkéch problému a neotvu:a}z nové obecné cesty. Ta byla
objevena teprve, kdyZ se poznalo, Ze uzité metody dekuji za svij
Gspéch té vlastnosti mtegralu 1, ze je polospojity.

4. Tonelli Poj jal tlohy varia¥ntho poétu jako zvla¥tni otazky -
z nauky o funkeiondlech a vlozil do zdkladd variaéniho poétu novou
: metodu zaloZenou na p01mu polosp0]1tost1 Mozno tudiz i’icl ze
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variaéni podet ]e jenom kapltolou z nauky o funkcionélech, vy- '
mezenou tim, Ze -

1. jedné jen o téch funkcxonalech které jsou vy]adreny omeze- .
nymi integrély,
' 2. jedné o takovych tlohich o maximu a minimu t&chto
funkcionald, které vedou k diferencidlnim rovnicim.

Nauka o funkciondlech je takto omezena se dvou stran.

Tak byl variaéni poéet uveden na docela novou drihu, na ni% se
Eulerovy diferencislni rovnice opomijeji a o tloze se uvazuje p¥imo.

Ostatné v mnoha p¥ipadech neddvid metoda diferencidinich
rovnic hledaného FeSeni. Uzivé-li se této metody, je nutno

1.  najiti rovnice Eulerovy,

2. urditi kiivky nebo plochy, které témto rovnicim vyhovup _
a které spliiuji okrajové podminky, nebo aspoii dokézati, Ze takové
kiivky a plochy ex1stu31

" 3.dokézati, ze tyto kiivky skuteéné davaji maximum nebo mini-

mum, to jest, Ze vyhovuji podminkim postacupmm pro existenci
maxim a minim, a rozlifiti, kdy nastdvad maximum a kdy minimum.

Avsak ve ve1m1 mnoha pifpadech, i kdyZz obdrZime rovnice
Eulerovy, zptsobuji ostatni otédzky obtiZe nepfekonatelné, nebo
aspoli velmi znaéné. Vidéli jsme to na prikladé, ktery jsme pravé
pfipomenuli, totiZz na Dirichletové problému. V mnoha p¥ipadech,
zv14té v mechanice a v matematické fysice, jest uZitedné otazku
obratiti. Misto abychom studovali tlohy variaénfho poétu, pie-
vadeéjice je na diferencidlni rovnice, je vyhodné prevésti ulohy,
* které patii na prvni pohled mezi tlohy z oboru diferencidlnich
rovnic, na ulohy varia¢niho poétu. -

Je to dilezité po stridnce abych tak Yekl filosofické a také, jak
hned uvidime, po strince praktické.

Tedy vytvofeni novych metod variaéniho poétu nent dulezlté
jenom pro tento podet, nybrz mé také veliky vyznam proto, %e
d4va nové metody pro studium nauky o diferencidlnich rovnicich’
a velkého mnoZstvi tloh, které se na ni vztahuji. To také budi
novy zijem o nauku, ktera muize slouti ryzi naukou o funkcionslech.

5. Mluvili jsme pred chvilkou o polospojitosti. Je nutno,
abychom se s touto vlastnosti sezndmili podrobnéji. Nejdiive byla
zavedena do studia obydejnych funkei, ale to se stalo teprve, kdyZ
pronikla do nauky o funkcionélech, jak jsme to videli na integralu 1.

Poprvé zavedl polospojitost u obyce] nych funkef Baire. Funkce
bodu je v jistém oboru spojitd, mizeme-li ji zméniti o tak malo,
jak jen chceme, jen kdyZ poSinuti bodu nepresahne urdité meze.

Néjaka funlkee je polospojitd zdola, nezmenuje-li se, nebo
zimens$uje-li se mén& ne¥ o hodnotu hbovolné malou pokud posmutl /
bodu nedosahuje jisté mezni hodnoty. - - G '

’ ' 14* .
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Stejné se definuji funkce polospojité shora.

. 4

NuZe, pojem  polospojitosti shora a zdola byl roz$ifen na

funkcionaly. Toto rozsifeni je viak mnohem duleZitéjsi, neZ jak by

se mohlo na prvni pohled myslit. Nebot kdeZto se u funkei obydej-

nych vyskytuje zpravidla spojitost, vyskytuje se u funkcionéld -
nejéastéji polospojitost. Souvisi to s véci, kterou jsme jiz uvedli,
e se totiz muzZe néjaks kiivka piibliZiti k jiné kiivce, aniZ se tvar
prvé kiivky pribliZi ke tvaru druhé. Rekli jsme sice, Ze u funkef dar
musime rozeznivati nékolik druht spojitostf riznych Fadd, ale
funkece &ar a ploch, které se vyskytuji obecnd ve variaénim po&tu,
jsou budto polospojité shora nebo zdola. Tonelli polozil tuto vlast-
nost do zakladu varia¢niho poétu.

Na druhé strané lze dokéazati, Ze existuje-li zvli$tni tvar

kiivky, pro ktery nabyva funkce éar maxima nebo minima, musi = -

byti funkce &ar polospojité vzhledem k této zvlaStni funkei.

Mezi funkcemi &ar, které vyhovuji podminkidm pravidelnosti,
jsou takové, Ze existuje nekoneénd posloupnost €ar, pro néz jde
funkciondl k své limit& horni (nebo k své limité dolni), (posloupnost:
dévajici maximum nebo posloupnost ddvajici minimum).*) NuZe

- u_pravidelnych funkei dar tohoto druhu lze dokézati jednu zdkladn{ -

vlastnost. Predpoklddejme, Ze funkce je polospojitd zdola, a Ze
existuje posloupnost davajici minimum, jeZ ma mezni k¥ivku; pak
lze dokézati, Ze minimum existuje. Obdobnd véta plati pro maxi-
mum. Takto lze dokizati o velmi mnoha tlohdch variadniho po&tu,
Ze maji FeSeni. Vlastnosti toho feSeni daji se odvoditi z prvé variace.’

Jakmile je jednou dokdzéno, Ze FeSeni existuje, lze je vypoditati
nékolika zpisoby, bud metodou postupnych aproximaci, nebo roz-
vojem v Fadu (fadu Fourierovu atd.). Tak dostdvdme nové YeSeni

filoh varianiho poétu a znovu nalézame fefeni zndm4 a vypoStend .

podle starych metod.

Tak Ize nalézti nova fedeni velmi mnoha diferencisdlnich rovnie -
4 mnoha tGloh na piiklad z mechaniky obydejné i.z mechaniky. .

nebeské.

Tyto metody vyleZil Tonelli v n&kolika pojedndnich a v dile, -

které se v kratké dobé stalo klasickym. (3). ,
6. Snaha pievésti piirodni problémy na Glohy o minimu byla

tu vidy, nebot vidy se mysli, Ze pfroda hledi Setfiti ve svych.-
projevech co moZn& nejvice nééim, co pii prib&hu n&jakého pii-

rodniho déje vydava.
Touto filosofickou my&lenkou Fidili se mnozi udenci, kte¥i doka--
zali, Ze na p¥iklad mnohé zjevy optické vedou k tlohdm o minimu.’
Odtud vysel Maupertuis (4), ktery se ve svém slavném dile
domnival, Ze objevil jeden ze zakladnich principt p¥irodnich, jeji-
*) Sucecession maxim'isant‘e ou succession minimisante. :

e B e

oy

T e
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nazval principem nejmensi akce, a jeni byl urden, aby se stal
zékladem dynamiky.

Maupertuis stavél na filosofickém principu, Ze pfiroda jednd
vzdy co nejjednoduseji, a opiraje se o tuto zdsadu snaZil se odvoditi
viechny zdkony pohybu i klidu z jediné metafysické my%lenky.
Descartes hledél odvoditi v8echno z principu o zachovani hybnosti
a Leibniz z principu o Zivé sile. Maupertuis definuje nejprve akei -
a hledi odvoditi vSechno z principu nejmensi akce. Uzivd ho ke
studiurdzi télesnepruznychipruznych. Pripomma Fermattiv princip
© odrazu svétla a objevuje vztah mezi nim a mezi svym principem.

Je ihned patrno, Ze Maupertuisiiv princip obsahuje mnohem
vice, nez principy Descartiv a Leibniziiv, nebot tyto poddvaji
jenom integrily rovnic dynamiky, kdezto Maupertuisiv princip
Jje rovnocenny s témito rovnicemi samymi.

Lagrange Vybudoval dynamiku na jinych zdkladech a dokézal
princip neJmen51 akce jakoito jejich dusledek. Tak vritil opét
dynamlku variaénimu poétu, k jehoZ vytvofeni byl sim pXispél.

- Hamilton propracoval tuto otdzku a zpusobil jeji rozvoj tim,
Ze objevil princip, jeni sluje (princip) Hamiltoniv, nebo-li princip
staciondrni akce, a Ze propracoval princip variované akee. *) (5).

Konetné Jacobi vytvofil soustavnou teorii tim, Ze doSel
k rovnici, kter4 byla neddvno tak znaén& zobecnéna a jejiz dosah
Toste den ze dne.

V8echny tyto principy mohou byti rozsifeny s jedné strany na
obecné otdzky variaéniho poétu,ina ty, které nesouvisi s mechanikou,
8 druhé strany na parcié;lm' rovnice matematické fysiky i na rovnice
integro-diferencidlni, jenom kdyZ se uZije metod teorie funkcionali.

. VSechno to jsou véci dobfe zndmé a b&Zné, a neni nutno, abych
se jimi déle zabyval. R4d bych. jen upozornil na jiny princip, ktery
se také vyslovuje jako zdsada o minimu. Je to Gaussiiv princip
nejmenstho nutkini. Z tohoto principu vychazi mechanika, kters
vzbudila veliky zdjem a byla kdysi. dtlezits: mechanika Hertzova.

7. Agkoliv to ]sou véci velmj, zndmé, pfipometime prece na'
okamZik tyto rizné principy a uvédime také rizné zékladni véty
matematické fysiky. UkiZeme, Ze rizné tyto teorie mohou byti
spojeny v jeden celek teorie variaéniho poctu

1. Hamiltontw princip. Je-li T Ziva sila néjaké soustavy,
P potencisl sil, plati, %e variace integralu

I——;jt"(T+P)dt

v Lagrangeové smyslu je rovna. nule, jsou-li variace parametri,
definujicich stav soustavy, rovay nule v mezmch oka,mz:lmch
Pro i a 4. ' : : B

*) Le principe de l’action variée.
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2. Kanonické rovnice. Jsou-li 9y, ¢y, . . ., ¢&» Parametry soustavy,
a poloZime-li

: or
3_q_’_¢ = Di,
(Poissonovy proménné, nebo-li momenty soustavy) a vyjadiime-li (T')
veliinami p; a ¢;, p¥i SemzZ klademe

= (1) —
dostaneme rovnice
' dgs °H dpi_ 0H
& & o

To jsou kanonické rovnice.

3. Princip variované akce. Povaiujeme-li mtegral I za ‘funkck

hodnot ¢1: 35 - - -» §» Pro horni mez a hornf meze ¢, mame
ol
aq% p'u

a I (tiqu 0 @) vyhovuje rovnici
| +H_0

v ni% jsme dosadili v H Za Py - Py vyrazy ol/oq,, . . .0oI/og,.
4, Jacobiho princip. Je-li V (2, ¢, @as - « - @ @y, G, « - ., @), kde.
ay, . . ., @, jsou libovolné konstanty, obecny integral rovnice

ov ov
'_at-_l_H(QI"'-: qvi—az-"'a_q—v’t) =0,

v ni% jsme nahradili veliéiny p, . . . p, vyrazy oV/dg, . .. 0V/dg,, pak
jsou integraly kanonickych rovnic ddny rovnicemi
' v ov
691 =D, §a— = bi,
kde b. jsou nové libovolné konstanty.

5. Greenovo lemma a Greenova véta. Jsou-li U V. -dvé& funkee,
kbere obdrZime, poloZime-li prvm variaci integralu

NEEN

rovm'J: nule, plati
Grocnons 'iémm f(U%g — Vﬂ_l) do = 0,
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1
Greenova véta 4nV = f voy_1 fV) do,
4 = ron

kde ¢ je okraj 2 a n vnitini normala k tomuto okraji.
Integrace Laplaceovy rovnice

02V 0%V

P + oyt

jez odpov1da Eulerové rovnici v predeslé tloze variaéniho podtu,

=0,

1
zaklddd se na vété Greenové a na existenci elementirni funkce e

Se zietelem na daldi vyklady o zobecnéni Greenovy véty nent
nezajimavo.vSimnouti si véty obdobné vété Greenovs, kterd od-
povidé tloham varia¢niho podtu pro jednoduché integrily.

Me]me na mysli mtegral

I_f tq,dt

a polozme
ol = 0;

dostaneme Eulerovu rovnici

oF doF

: dg  dtog

Nahradime-li v§ude ¢ jinym feSenim z, plati

oF_doF_

oxr dtox’ ~

Nésobime-li prvni rovnici veliinou z, druhou pakga 1ntegru]eme -li

od f, do t;, dostaneme
t t

F  oF ' 4 oF daF
f(aq % q)d‘ f( Gog @ )dt_o
to

a mtegram po dastech L
4 ~ : & o
ox oF o — oF oF BF).
f(@_ Tz +8q e )dt ( Yo Tl
Je-li identicky : :
.EE — E‘ _.I._ @ 2z — .?.E =0
T wm Tyt Tt T

.obdriime - _ , ‘
(xilf ,aF) (EF q.aF)'-—»—-»,O'-i,'

oq’ Tor oq’
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Tuto rovnici psali jsme za predpokladu, e funkee z, ¢, 2, ¢’

jsou spojité. Predpoklddejme, Ze z. ¢, ¢" jsou spojité v intervalu
(t, t,) a Ze x’ je nespojité pro t = 7, kde {, < 7 < ¢,. Bude
oF oF ( oF 8F) '
b —) =
O (cZ—a ) (e E— 0 Z) = tato

vy

kde @ je Tozdil meznich hodnot, jichi nabyvé 8F/5x, blizili so

t &k 7 hodnotami vé&t$imi nebo men$imi nez 7.

Takto lze pomoci vzorce (b) integrovati Eulerovu rovnici

vztahujici se na tuto Glohu variaéniho poétu, zndme-li jedno FeSeni,
které je nespojité. Nebot pravé toto nespojité Yesent jest elementdrni
fedent (6). ' -

8. Pfejdéme nyni k riznym zobecnénim rozlidnyeh téchto
principii, metod a vét. Zaneme s tim, Ze budeme uvazovati o roz-
gffeni Glohy 1 na nejobecnéji Glohy variaéniho podtu.

Jacobi dokézal, Ze je mozno uvésti diferencidlni rovnice, které
obdrzime, kladouce prvni variaci jednoduchého integralu rovnu
nule, na ka.nomcky tvar, na né]z uvedl Hamilton zakladnf rovnice
dynamiky. DokéZeme, %e je mozno viechny diferencidlni rovnice,
které plynou z tloh variaéniho poétu vztahujicich se na mnoho-
nasobné integraly, uvésti na spcleény tvar, jenz odpovidad tvaru
Hamiltonové, a redukuje se nail v pfipadé jedné nezamsle pro-
ménné (7).

BudteZ v, 9, ... yp funkee n proménnjfch Zyy Ly, « o5 Tn
a budiz F funkece velidin z, . . ., z,, ddle velidin v, ¥,, . ., ¥p @ je-

jich parcidlnich derivaci. MuZeme piedpoklddati, Ze v, ¥s, .- -, Yo
jsou nezivislé, nebo Ze mezi nimi a jejich derivacemi plati vztahy

F,=0, F,=0,...,F, =o0. ()
Zavedme jako pomocné promenne parc1alm derivace velidin y,,
Yo, « - » Yp Tadu nizZ&fho, nez je nejvy$¥ index u funkei F, F,,

F,, ..., Fy. Oznatme souhrn proménnych ¥y, ¥5. . . ., Yp & promén-
nych pomocnych pismeny R

215 2+ - s Zme
Bude pak F funkef proménnych Xy, Loy « « 2y Tny 21y Ray - - - 2m & jEJich
prvmch derivaci :

az,- .

—_——=Z ("’),

oxr k

Mezi viemi t&mi funkcemi budou pla;titi vztahy
F'—O F9=0 Fr=0 Fr+1=0 F3=O,

z nichz prvnich r jsou pravé vztahy (1), ostatnf pak jsou linedrn{

rovmce mezi velidinami z; a z®.
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Checeme nynfi vyjédfiti; Ze variace integralu
I= fF dzda, . . . dz,
je rovna nule. . .
Polozime-li

VRN P=F Y AR )
dostaneme rovnice |
g or e _ 1 ’
Z’»‘ oxy 023D de; 0 (z )

F,=0, F;=0,...,F,=o0.

Jestlize ve @ chybi velidiny 2;™ aZ na 2z,®, 2;,9, . . ., 2;,®, napisi se
tyto rovnice ve tvaru -
0 00 g 09 0 0P 0D o )

Bxh 2 ® (0 + E_x; 02;,® ooty oz le @ éz
(¢t = 1 2,...,m)

B R ,F, = 0. (2a)
PoloZzme o
0P - ) ' -
X = 2. : . = ]. 2 e es 2b
8z¢ﬂ)_p'()’7' L2..., m; g , ) (2b)

a predpoklade]me %e soustavu utvorenou témito rovnicemi a rovni-
cemi (2a) Ize roziesiti podle veli€in Jxa.z;,®; dosadme takto obdrZens
feSeni do vztahu .

H = — _H @ -—Z Zazl (z)p‘ (%), | (3)

Provedeme-li variaci se zretelem na vztahy (2b)e obdrzune '

3H, & OH, (30
./V.J-(az,,‘s +Za <t>‘5’v )"2( A Z”ap”ﬂ
odkudZ plynou ze zretelem na rovnice (2) rovnice, ktere 1ze zva,ﬁl '
kanonickymi: < :
”@N’am
2 axz az» bﬁ e ‘ . : :
T (4)
Oz OH, " L
ax,ﬂ Bp @’ ,
(z_-l mg_12 )R , .
MizZeme dokézati i vy;rokx .opatny, to - jest: ,,masme-lg,:rovmce ”
tohoto tvaru, muzeme je vZdy odvoditi-z ne]a,ké;ulplg,y’ & i‘ménfho g

e
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poétu. Nebot je vskutku dostaneme tim, Ze poloZime rovnu nule
variaci integralu

[ AT

Vratme se k zékladnim rovnicim (4) a predpoklidejme, Ze
méme dvé jejich i‘e.éeni, ktera oznadime z;, p,-g(i) a U, qq-”("). Budiz S,
obor n-rozmémy v prostoru z,, &, . . ., &a, & Sp—; obor (n — 1)-roz-
mérny, jenz tvoii jeho okraj. Velmi ]ednoduchyml vypodty dosta-
neme tuto vétu o reciprocité:

m v

j Z zzz %, ® cos v z; dSy—y — Zwu‘aZap’f’m cos v 2; dSp—; =
1 1

Sp—1 ! Sn—1

fZ(‘Bz,—I-Zygap(l’))dS_ v

8H1 o BH; |
- f yz + 07)70( og; (n)dSn’ ‘

v je zde normila k nadprostoru S,,_l mifend dovnit¥ S,. Tato véta

jest jenom rozsffenim vety Greenovy. Je-li H homogenni funkce
druhého stupné, je pravé strana rovna nule. Odtud lze odvoditi
na pifklad Bettiho v&tu o vnitini rovnovaze pruznych téles.

Vyslovime nyni obecnou vétu, kters udava, za jakych pod-
minek jsou urdeny tlohy, jimiZ jsme se pravé zabyvali.

Budte Z;, P; W 1ntegra1y rovnic (4) takové, Ze kvadratické

formy - .
Z‘Zlc 0Z; alz,, ¢ Gty Z 27; aP, () a;) (k) Bi, B,

jsou formy definitni s opa,cnyml znamenky, pak Vsechny inte-
graly z;, pa® v oboru Sh, které jsou takové, Ze

Izz—zz1 < 1”101”(’)—-—1’(”(‘)[ <[.L,
1'_12 ) m g'—‘la-a--:v:

kde 1a u ]sou ¢isla mensi neZ urc1ta, mezni hodnota, budou uréeny,
jsou-li zndmy na okraji Sp—y hodnoty 2:, nebo soudty

.,Z, i, cos v @i, = Pu.

9. MiZeme pokralovati v zobecnéni, které jsme pravé provedh |

pro pfipad n&kolika prom&nnych, a studovati otdzku invariance.




BTt Ty e mRTe -
‘:;,,M - N
—

R &
K tomu cili budeme sledovati cestu, kterou naznaéil pan Hostin-
sky (8). -
Yratme se k rovnicim (2) a predpokladejme 76 F, Fy, ..., Fs

chybéji. to jest
L v ¢ =F;
rovnice ty pak piejdou v _
' o oF oF B

: Zk ouy 0u® oz 0 P=hEenp
Bude _ :

F =F(z,, oy . . ., Tny 2, %05 - « +, 20, 22D L L. 2,(D),
a piedeslé rovnice obdrzime z rovnice varia¢niho poétu 6/ = 0, kde

I=ff.s..dex1.'..dxn

Zavedme nyni proménné u,, Us, . . ., Un tim, Ze polozime
X = % (Uy, Us . . . Un)
za predpokladu

Cod(®y, - T
D= d(uy, .. u §0'
Bude
% y 0z; 0z4
Qup Lo ax, our’
z Gehoiz -
, d(zy ...z ... 2)
o 0z d(ug... ... Un)
z"()_ax, o (xl... )
d(uy .. - Un) -

Zde se predpoklidd, Ze jsou v éitateli na pravé strané nahrazeny
velitiny x,. velidinami z;. Obd.rznne pak

_ 02, 0zp O0x; Eir_,. ‘
F= F((zl, Zy .. . 2p, Ty, Xy . Tny 5 8u P By 'au,.)’

a poloZime-li ' .
Ly- - Tn = Zpyy - - Zpins

F = F(zl,z2. . .2p+”;, .%1, . -.‘ a:;in)i_. o N

' . 2 "az '\ A(Zppr - - Zpan)
1=Jf... fF((zl,zz..’-me'g';l afj;) (d’(’;j_, u’,‘;;" i
S dug e dun “ .!*{fm wsé? .

o D0 e LAY L
Piteme-li 55‘ =, vyjde - . L * : % >

budeme miti
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F(zl5 ye . s zp'+n’ C1(1)9 ”C2(l)’ .o es Cn“’n) (1_(31’(_-;}1____.___,?;4)'") i
= f(2y, 23, v+ s Zpamy LoD, CoD, L o, EnPHW), ‘ ,z‘-i:'f
kde f je homogenni funkce prvaiho stupné velxcm ' vj]“@?{‘
L, 5O e, (t=1,2, ..., n). (5

Nebot kazdé z,® lze psatl ve tvaru »
‘ d(zs, 2iy, - - -5 2,)
d(tg, Us, - - .0 Un) .
Alpry, o tpen) |
: . d(uy, Uy, . . ., Ug)
kde iy, %5, . . ., in jsou &isla vybrand z Fady éisel 1,2,...,p +n.
Tedy kaZdé 2, bude homogenni funkce stupné 0 vzhledem k pro-

ménnym (5) a tedy F pravé tak ]ako F budou homogennf a btupne' E
nultého vzhledem k tymz promennym AvSak determinant _

L
oLt

d(zp41 - zp-t-n)" ‘ : j 2y
d(uy . .. ua) -
je prvniho stupne ‘take i f bude homogenm funkce prvmho Qtupne
Proto pravé S A
i 04® & ' | k"'“",\ ‘

Na druhé strané platl se zietelem na dob¥e znimé vlastriosti
determinanti -

N o 8 ez om) B

| i o OLE® Ay, Ug, - - o Un) R

LN : I

0 Az, Zig v oy zi,,) . e

e =0, (k=g9), -~ .

X . ” ‘ aé‘k(%) d(ul? Ugs « - oy ’lln) ' : ( = g) o ‘:‘ ‘9m

tudiz _ v _ v ;;’g
. 4 D+n__iaf_~:(i)_0 (k> ) ui;
=g T =9) SRS

Uvazu]me nynf{ o tiloze variadniho podtu v . V
oI = 0; B

obdrZime p 4 n rovnic . : I *
R b

. 0% Zkaukagkm =0 (i=12 .. ’p+n)

v

Ty'to Tovnice nejsou nezavislé, nebotjejich levé strany vyhovu]i 7 f ;

linedrnim homogenmm rovnicim, jejich% determmant je rizny od*&

nuly. _ ‘ , ;%e;'
f ! ¢ ]
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* Nebot

p+n P
of on®
= 4 (azl C"“"‘Ek ER%C au,,)_

.1’+n n. Bf ac() n a' of
- (zx 350 oup T kaaépF

| duy B
Je tedy identicky splneno n rovnic linedrnich a homogennich

| E" o & Z_a_ GE-)_

N i gy 2 By W) .

~ a determinant z koeficientt {,je praveé determmant D, kter)’r neéni
roven nule. Provedme nyni transformaci

2= @1 (Zy, Zs, . . .. Zp4a)
2y = @y (Zl" Zz, N .,'Zp.}.n) . . ' ‘A . (6)

2p+n = Cp+n (Z]_a Z,, . Zp;l—n)
Méme identicky S S
o 02, 02pin) o, 0Z, BZ,,M.) .
f(zl, Zos o e e Zns M 7 )— ,(P(Zl, Zsy « « oy Zn, " Pun )
f je homogenni funkce prvniho stupné velidin' 8z, /0us . . . Ozp4in/OUk,
a ponévadz vztahy mezi veliéinami 0z;/0uz & .0Z;/Oux jsou linearni
a homogennf, bude i @ homogenni funkce prvniho stupné veliéin
0Z,/cuy, . 8Z,,+n/au;.
Provedenfm variace obdrzime

of 3 i BZ«h
Zw 0z 6z + Z,)‘, agkm qui Zz 0Z; ‘SZ' + Z 2 az,,w am

z éehoz plyne mtegram

f f( ‘ "’“‘ZZacm az';)dulduo. .dun=‘

3’(14

'—f I S (Z 3z, %% + Mo Z DA auk) duduy .. du
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nebo-li po integraci po &astech, je-li dz; = 0 na okraji oblasti S,

) v [ of o of ) q B
lf s ‘ Zi(azz ZL duy, 0L dzduyduy . . . dup =

oD .
jZ( Zl a'llL aZL(’L)) 6Z7, duf]_d'“g P dun =

op o
[Z 27' aZg (azy }Jl aul aC}.(V)) éZ du dll2 . d'lL".

Z porovnani koeficienttt pfi Z; na obou strandch posledni
rovnosti plyne, Ze plati identicky

LA RN B W (_‘”i* iwﬁf_).
8Z~,, "guk 0ZH — wmlt 3Z; 0zg e Dy, D)
To je dikazem, %Ze rovnice
of 0 of
o2y ZLE@ZU o0
neméni transformaci (6) svého tvaru a jsou tedy invariantni.

Tim je Hostinského véta roziifena na pripad nékolika ne-
zavisle proménnych.

10. Tak jsme tedy zobecnili pro nejobecnéjsi tlohy variaéniho
poétu

1. kanonicky tvar,

2. vétu Greenovu a obdobnou vétu Bettiho.

Uvedme nékteré zvladtni piipady nalezenych obecnych vét.
Predpoklade]me nejprve, Ze je jen jedna nezavisle proménna z;
pak jiz nebudou veli¢iny z;® zdviseti na indexu £ a budeme Je
moci psati z().

Podobné budou veli¢iny p;, (Y nezdvislé na indexu 15 a budeme

]e moci psati p@), takze zakla,dnx rovnice nabudou tvaru

dp® _oH, - dz oH,
dz 8z¢’ dx T op®”
coz jsou obydejné kanonické rovnice.
Piedpokladejme ze se funkce ¥y, s, . . ., ¥p Omezi na jedinou,
kterou oznaéime z,proménné pak z,, %, ..., , na pouhé dvé z;

a Xy F; =0, . Fn — 0 budte? identitami a bud
1 (/02 0z
F= 5 {(aﬁ — (590_2) } = 3z® + 2,7%);

) l P1=7%, P2=2y
(22 + 22°) — P12y — Pre = — F(11® + 2e?).

bude

H, =

w]u
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a kanonické rovnice prejdou v

_%_@2 =0
ox, O, ’
oz
h =2z = oz, D2 zz—gx—’
takze
0% . 0%

o T

11. Pfistupme nyni k zobecnéni principu . variované akce.
K tomu si sta¢i piipomenouti, Ze povazujeme jednoduchy integral
za zavisly na hodnotdch danych parametrim v meznich bodech
integradniho intervalu a na mezich tohoto intérvalu. Pfejdeme-li
k integralu mnohonasebnému, bude jej nutno povaZovati za zavisly
na integra¢nim oboru, jenz je din svym okrajem, a na hodnotéch
danych na tomto okraji nezndmymi funkeemi.

. Diferencidlni rovnice Jacobiho bude nahrazena rovnici, v ni%
se ob]ev1 funkecionélni derivace integralu vzaté vzhledem k oLrap
povaZovanému za proménny prostor, a vzhledem k funkeim danym
na okraji. Bude to parciilni rovnice, o ni% jsme mluvili v minulé
prednisce. Od té doby, co jsem uve_i‘ejnil své prvni prace, je ve:
zvyku uvaZovati o velidindch zdvislych na okraji jistého oboru.
Piipominam pii té piileZitosti klasické price Hadamardovy, Lévyho
a Hostinského o Greenovych funkcich povazovanych za zévislé na
okraji oblasti, v niZ jsou definoviny; v neddvné dobé zabyval se
.Krall obdobnymi otézkami v nauce o pruznosti. . ,

Nebudu jednati o této otdzce s ne]obecne] §fho hlediska, nybrz
promluvim o zvla§tnim pnpade ]enz se vztahuje k pnkladu na-
posled uvedenému, a jenz, tfeba Ze ]e velmi ]ednoduchy udéva
zplsob, kterym. Ize provestl roziifeni na ne]obecneJ piipad (7).

Vratme se k rovnicim ( ) za pFedpokladu, Ze F, Fz, veo Fa
chybgji, Ze funkee 2, . . . 2,, jsou omezeny na jedinou z, a Ze z pro-

mennych 2y, Xy, - - o xn zlstévaji jen dvé z;, z,. Budeme pak miti
oF oF 0z 0z
¢ F, azl Pn"a;;:pz: H1=F_EP1—§;2pza
a kanonické rovnice piejdou v tyto:
ap1 4 2P apz aHl
ox, ' ox, oz

oo, B OH,
oz, op , 0 apz

Dile budeme predpoklidati jako v pripadsd predeélém Ze
hodnoty 2 (zlstavajici v jistych mez1ch) dané na okraji L celého



216

oboru ¢ v jisté $asti roviny 2,, z,, uréuji funkce 2, p,; p, uvnite "
toho oboru. Budtez z = f(s) hodnoty, funkece z dané podél uzaviené
rovinné krlvky L; z, p; a p, budou funkee veli¢in 2,, ,, uréené v o. .-
Utvofme vyraz ‘
P

LT T Py, N
a nahradme v ném velitiny 2, p, a p, predeslymi funkcemi. F bude
funkei proménnych 2z, a z,. Vypodtéme

0H, H
= f —n 6p1 s )d:)nldx2

Obdrzime funkei zamslou na k¥ivee L a na hodnotéch f(s) funkee 2,
dané na této kiivee; miizeme proto psa,m o

= |IL.11.

Predpoklidejme, Ze pozmémme kiivku L tim; %e poSineme
malitko kaZdy- jeji bod’ kolmo na ni smérem dovnit¥ oboru o.
Budeme moei predpoklédati, Ze se timto poSinutim funkce f ne-
zmém Zména funkce V bude vyjddfena vzorcem

oVv. ’f A\ L(s )énds,

F—H,—

kde dn znamens, posmutl A (s) je funkclonalm denvace funkce v
vzhledem ke kiivee L v.-bodé s.

Zmgtime nyni funkei f aniz zménime knvku L Budeme m1t1

oH. oH "9H, .. ' ©oH,
6V"f 15 +816 1+ap162 6161 alapz

| oH, oH, oH, e\
—n T ap)dc—f( 6z+p16  ¥mog, )do‘-‘

= plcosnxl—l-pzcosnxz)dzds-{- aHl__?l_'_?'_p_z ds di =
axl 0,

< =f(p1 cos na, + s COS m;z) dfds,. . . ...

miiZzeme tedy psati
"(8) = p, cos nxl -+ Py COS Ny,

kde n je norméla ke kiivce L.

t Bredpoklade;me %e zm¥nime: knvku L, posinouce- jeji-: body
dovhﬂ;r & 0 Om; a Ze zarovel zménime: hodpoty funkee £, vezmouce:
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- hodnoty z v bodech, ]1m1z krlvka Lmé prochazetl Zmena funkce Vv
bude :

6V—fV’ 6nds+fV’ ——Bnds

Na druhe strané plyne z definice funkce V, Ze
oV ——[ o, aH‘) onds,
apl
takie jest o
: 5 _\ ,
‘£(s) +V'i(8) (2, cos nay + 2y cos ny) = — Hy + py=—— Hl + pg?fl—‘- (7)
| " op ops .

~Tudiz

2, COS N vz cos nzy d

<1 2T~ U 1= ds

P1€08 N, + Pycos nx, = Vy(s)
__OF

P = azl

R

- ?)2 T oz .
. C ey Coqvegs e df
Z téchto rovnic miZeme vyjadiiti z,, z;, p;, p, velidinami P Vii(s)

a eliminaci z,, 22, P1,Ps z Tovnice (7 (7 obdrix’me rovnici
Vialo) + o (Vi) G 0 56 9) =0

]ez odpowda rovnici Jacobiho.

+12. Je tfeba nyni ukdzati, Ze se miZe zobecnéni prmclpu
o nich jsme mluvili, provestl nekoneéné mnoha zplsoby ‘jinymi.

Tak na priklad byl prvoi tvar, jejz jsem .dal teorii Jacobi-
Hamiltonovs, ]my nez tvar, o némz jsem mluvil prave ted (10).
Pripomindm, Ze miZeme utvofiti zvlastni vétev nauky o funkciona-
lech tim, Ze uvaZujeme o zvliStnich funkcmh dar, které nazyvam
f\mkceml prvniho stupné.*) :

_ *) BudiZ F [L] dany funkciondl 8ary L. Pozmd&ime &ru L. v okeli
bodu 2 = 2, § = @, 2 = 2, tak, aby nabyla tvaru L, & aby vytvotila pri
pfechodu z tvaru L do L, nekonetnd malou plochu Z. PYedpokladéme, Zeé
sméry normdl sestrojenych v jednotlivych bodech této nekonetn$ malé

plochy lisi se V‘s’echny nekonetn& mélo od sm&ru 0, L1m1tu poméru (F [L]
—F[L]): 2, kdy% X se bli#i nule, oznadime :

v dF/d(y, z) = dF/d(z,, xa)
a nazveme ji derivaci funkcionslu F [L] podle rovmy yz v okoli bodu »
(24, Zp, 23). (Viz prvai pfednasku, odst. 15.)

Casopis pro pistovini matematiky a fysiky. Rodnik 62. ) 15
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Tato teorie pisobila ve vyvoji klasické nauky o funkeich
dvojim smérem; jeden vedl k funkcim, které nazyvam iso.gennim%
pro obdobu s Cauchyho monogennosti, druhy k teorii fgn};m
konjugovanych, v niZ se vyskytuji nové invarianty docela jiného
razu, neZ invarianty klasické.

NuZe, mimo zobecnéni teorie Jacobi-Hamiltonovy, které jsem
pravé vylozil, mame zobecnéni jiné, jeZ se vztahuje na funkce dar.
Napsal jsem o tom pojednani, které pak pan Fréchet velmi zobecnil.

Vyjadieme, Ze variace dvojného integralu

. : /’j'(Zpik (—l—é%;*%))— — H) dudv (v,k=1,2,3)

se rovnd nule; dostaneme diferencidlni rovnice
d(xi, C&’k) _ SH d(pik, .’l)k) oH

A, v)  epn ad d(w,v) | 0mp
kde d(u, v)/d(zi, zx) jsou funkdéni determinanty. Nyni lze dokazati
vétu, kterd odpovida vété Jacobiho, a zni takto:
Budiz
( dF dF dF

’ 751s952-753)‘|"k=0

d(zy, 1) AT, 7;)  d(xy, 2)

rovnice s funkciondlnimi derivacemi, kterou obdrzime, nahradime-li
v H pi vyrazy dF/d(z;, xx). Piedeslé rovnice odpovidaji rovnicim
kanonickym a rovnice s funkciondlnimi derivacemi odpovida rov-
nici Jacobiho. Mezi nimi je ty% vztah,jako v klasické teorii Jacobiho.

13. Vidéli jsme, jak je vyhodné prevésti n&jakou tlohu na
tlohu varia¢nftho poétu. UZijeme toho nyni k tomu, abychom
uvedli elektrodynamické rovnice v zévislost na variaénim podtu.
Ponévadz jsou rovnice, které chceme nalézti, prvého ¥adu, mizeme
si poloziti, pfedb&Znou talohu: Nalézti, za jakych podminek vede
variafni poéet k rovnicim prvého Fadu. Zaéneme proto s dikazem
této véty (11):

Budte z), 2, . . ., z, funkce proménnych z,, ,. . . .. z, a piSme
jako drive v
0%
_ T Omy
Nutné a postatujici podminka, abychom dostali rovnice pryniho
Yidu, polozime-li variaci integrilu

I=[[ . PG .. 2¢z®. . 20m™ 2 ... 2,)ds,...dz,
rovnou nule, jest. aby bylo

F =F, -+Z~Ek Fr® +Zi2k B, ks e, z)

d(xkx’ .’L'l-’)

248



d(zizi, - . - 2,)
+}-‘Z *rd(a:l Zz, . .xkr)

kde Fk"" 7 jsou funkce proménnych 2, ... 2,

Jest 1hned patrno, Ze tato podmmka stam vskutku dostaneme-
dxfel encisln{ rovmce '

oFF ank aFi,
sz oz +ZZ( - =Y, ax: o= 0.

Chceme-h dojiti k rovnicim elektrodynamiky, vezméme za ne-
zndmé funkce¥)

215 Rgs 23, %y, 25, Zg,
a za nezdvisle proménné
1y o, xs’ Ly
plsme téch Sest neznamych funkei ve tvaru (predpokladame, Ze:
: /clen zméni znaménko, vyménime-li ]eho indexy)

5 = Hm = Hs«v By = Hy,; = Hu, 23 = Hn = Hea,
2 = Hza = Hm 25 = Hy = HIZs e = H42 = Hm,

totiz jako Sest sloZek vektoru v Sestirozmérném prostoru.
Vezméme F ve tvaru

F=F, +LZ B —‘”‘i,

kde F; jsou funkece: velidin z, ..., 2,. Abychom obdrzeli rovnice-
elektromagnetického pole, stadi vziti

1 ¢H,, ©Hy, 0Hy
F= T‘f{ﬂn ( 0, T 0, Bx,;)
o0H, 0Hy | OHy
+ 31( 0z, . T 0%, 8x4)
oH, . ol ol
+ Hm( a:; + oz, + 8x4
.* ‘b ' aﬁm 3};’13_*_ a-Z-{l
— 1lg3 ( -a_x—— ax3 ax4
x (0H, BHm oH,,
—Hy (_é—‘;?: axs + 8x4
] aﬁ:ﬂ Eﬁﬁ‘z ‘ 3H34)
By (—3;2:—1- T 8.2'2 + 0,

it
* tup, kterého zde u¥ivém, je v podstatd tyZ, kterého jsem uZi
v roce)lggf ua,lpe t:lzeupraveny, aby vy¥el Minkowského tvar pro rovnice

elektrodynam1ky 15%
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a variace integralu o »
[[[[Fdidz,dzda, o
bude, vynechame-li 8leny vztahujici se ke kraji, : =y (

. o0H,, 8H13 oH,,
ff{f[éfl% 8.2:2 + 0%, 8.1*4)

L oH,, (BHm agf + aﬁj‘)
e

—ol( e

— o, (aa;jl + %"- aﬁj‘) :
Y (%% n 3522 = a{g? ] dzydzda,dz,,

odkudz dostane_me rovnice
OHy,  0OHy aHu

o2, T om T om0
0H,, OHy | 0H, -
oz, + 0, T %z, ox, o
"OHy | 0Hy aHs«x
0z, + 0%, + ox, =0

a rovnice obdobné, které z nich vzniknou, napiSeme-li hvézditku
nad kazdé pismeno H. Tyto rovnice k nimz miiZeme pripojiti
axl + axz + ax - Q(xla x23 xﬁ),

. nejsou nic jmeho, nez Maxwellovy rovnice ve tvaru, ktery ]1m 'dal
Minkowski.

Nebot polozime-h K

i
) Ved
12—V}*Ls H13=—'“V)~L2: 14=*"1V8X1’
» V-Lls H34=—1'V£X3’ 42""1'V8X2’ ‘
nabudou tyto rovnice tvaru o
S 8Ly oLy e dXy, ax2 Xy, 4oL,

.___—_.—4_. —_——— == ——_——
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oLy, 0Ly _ & 0X, 3Xs X _ 1L
c ot 8951" oxy ¢ Ot
oL, oL _eoX, oX_ 0%, _ A0
ox, Ox, ¢ ot oxr, ox, ¢ o’

coZ Jsou Maxwellovy rovnice, k nimz lze pripojiti rovnice

8L2 6L3
o T8z

Mobhli bychom se zabyvatl piipadem anisotropie, ale pak by
-bylo tfeba, aby si byly elektrické i magnetické koeficienty ﬁmérny;‘
je v8ak zndmo, Ze magnetické anisotropie neni, a proto se musime
vratiti k piipadu 1sotrop1e také elektrické. Mohh bychom také
uvazovati o pripadu, Ze prostfedi je vodivé.

Snadné’ lze nahlédnouti, ¥e nemiZeme zde uZiti avah, které
jsme prévé provedli, nebot se tykaji pfevodu na tvar kanonicky.

Mutzeme vsak _postupovati .jinak, chceme-li pfevésti elektro-
dynamické rovnice na.variadni.podet uzZitim vyrazi symetrickych

vzhledem ke ctyrem soufadnicim xl, Xy, Xy, Xy = wt/]/a). -Polozme
tedy

+

S 43 - i+3 i

. oH; * 8]:[ . : _

K= i = B o(i=1,23,4), ‘
N .;3 0xs . Zs ax, )' -

F = :12-2‘28 (Hsi Ks""‘Hsi I}s),
2 il .

. 1 = [[[[F dz, dz, d=, da.
Utinfme-i o | »
: ’ 6 =0,

obdrzime rovnice S, B

o ' K1+K4+]fa+lfz=0
K, + Kl—-_k'a-—K4 =0

. K3+K2+K1+K =0
K4+A3—K2 K1_0

. K4+K3 K1—O
Ka—K1+Kz K4—0,

Lt

odkudZ plyne - . '
B | 31&: + ]?14‘-1"‘“11'5-1;2 + Ki+3";—; 0
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a koneéné ' !
K,=—K,= K, =— K, g
Kl—'—K2=K3=—K4. L

Avak - i

4 4 * g
oK, oK; ﬁ
= — = O iyl s At s
2112 8x@ Zli x; . ﬁf“%g
takze : a
aK\' BK; cK; oK; N
dx, oz, T oxy  o0my 0 i
ok oK, oK oK.
. 0y 0%, - Oy 0%,
a tedy

- Kt'+1 =Ki= f(2’1 — Ty Ty + Ty, T3 — x4)
— KH-I = K, = f(x1 — Xy, Ty + Ty, Xy — )
Jecli pro z, = 0 v néjakém oboru § f(xl, Zy; %) = 0, f(xl, Xy, X3) =

=0, budou ty &éty¥i velidiny K; a &tyti K1 rovny nule pro z, = h
(kde hje libovolné) ve viech bodech oboru, ktery vzmkne z oboru 8
zvétSenim soufadnic jeho bodi o A.
14. Zde bych rad vyleiil velice- dbilefitou poznamku pana. i
~ Hostinského, kterd ddvd vysledkim, s nimiZ jsem vis pravé se-
znamil, docela novy vyznam. - ?
Pan Hostinsky poznamendvé, Ze se v nejnovéj§i dobé mnoho ..
psalo o invariantnim tvaru rovnic matematické fyS1ky, na piklad .
rovnic Maxwellovych. NuZe tato otdzka tdsné souvisi s otdzkou, jak
odvoditi diferencidlnf rovnice z tilohy varia¢niho poétu. Vikutlku - -
se musi souhrn podminek vyjad¥ujicich, Ze variace jisté rovnice
. je rovna nule, transformovati v souhrn obdobnych podminek pro
- integral premenen}’r tim, Ze na prom&nnych provedeme hbovolnou i
transformaci. *
' To vSe se vztahme na metody klasické. Na piiklad miZeme -
transformovatl rovnici Laplaceovu na- kfivoéaré soufadnice, po-
vaZujice ji za odvozenouw z tlohy va,rla,émho pottu, jiz jsme. se
zabyvali pfed chvili. -
- - Pan Hostinsky uZil j jiz.s uspéchem této myslenky k transfor-
maci rovnic mechaniky (8). ‘
A protd miZeme se zabyvatl pfevidénim rovmic elektro-
' dynamlckych na filohu vanacmho podtu, davajice se vésti myslen- "
kou.pana Hostmskeho ji% se takto dost4va nového zéjmu. -
Pii té pi Hlezitosti nechei opomenouti jinou poznamku ktera. .
_ mﬁze byti v mnoha p¥{padech uZiteénou, uzueme-h ji spolu s po-f.‘
e znamkou pana Hostinského. -

P
,:*‘%‘&f"zﬁux‘ LTy
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Ukézal jsem, Ze tGlohy variaénfho podtu vedou k vzorciim,
chha je Greenova formule jen velmi zvla§tnim p¥ipadem. Nuze
~ vratme se k této formuli v nejelementdrngjiim a nejjednodussim
pripadé Laplaceovy rovnice. Jsou-li U, V pravidelné funkce lze
ji psati (viz odst. 7, &. 5).

f(U.g-Y—v%U) do + [(U4V — V420 dS = o,
kde o je okraj tnrozmerneho oboru 8, nebo klademe-h U=1

fa -do + {A2VdS = 0.

Prvy élen se transformllje uzijeme-li Lrlvocarych souradmc
bez obtiZi, zachovévaje tvar ploSného integrilu; uZijeme-li viak
Gaussovy véty, lze jej prevésti na integral trojnisobny, jens dava
A?V v soufadnicich kfivosarych. Podobného postupu u%il jsem
k transformaci rovnic pro vnitini rovnovihu pruZnych téles a téz
k transformaci rovnic optiky (13). Mize se ho uZiti i v eleLtro-
dynamice a v mnoha mech prlpadech .

UkéZi nyni, v 8em spodivaji vyhody téchto metod.

~ Chceme-li transformovatl 4%V uiivajice vyrazu 4V, mime tu
vyhodu, Ze poditdme s prvnimi derivacemi misto s druhymi,
setkavame se viak s diferencidlnim parametrem kvadratickym,
nikoli linedrnim. Uzivime-li Vyrazu oV/on, poéitdme vidy s deri-
" vacemi prvnimi, zdroveii viak s vyrazem linedrnim. MiZeme ¥ici,
%e ve viech ostatnich ulohdch matematické fys1ky je tomu podobné.
15. Koneénd chei velmi kritce ukézati, Ze muZeme dojiti
k relativnosti, vyjdeme-li z principu variaéniho poétu, ktery jsme
nazvali principem Hamiltonovym.
" Méme-li na mysli pohyb jediného bodu, méme
T =} m=hmota =1,
P potenciél,

a Hamiltondv princip znf

6det=0, |

kdia L =T + P, pfi éemz vanace jsou v mezich integrilu rovny
nule.
l‘ransformujeme-h kartézské souradmce yl, Yor Ys V Iy, Ty, g
uzitim rovnic
zr = Tk (Y1, Yo Ys: 0)y yk = Yk (%1, Zs, Zs, t))
dostaneme Lagrangeovy rovnice
- "ot 0x'; Oom :

které jsou invariantni.



L se sklddd ze t¥{ &lent: ‘
- 1. z ¢lenu L, druhého stupné v z'y, «'5, &',

2.z 8lenu L, prvatho stupné v tychz vehcmach SR
" 3..z ¢lenu Lo, jenZ na nich nezavisi. ' R O
Vskutku jest o : R
/ ayL ay k l
+ Z aacz -

" g-dosadime-li tyto vyrazy do vzoree
Hy'® + ¥+ ¥
vidime, Ze prvé dva &leny lze ihned vypoéisti.
) Prvm clen na]deme poloZime-li ve vzorm

F(dy® + dys? + dys?)

. d?/ _—L ayk d H
budeme miti | IR
' Cdlr= (dy'+ dyz2 + dy,?) = ZX aje dai dag

. A ,
: jau;".; o 1 di?
. - L=y
Pedobne lze obdr'Zetl OStatm dva ¢leny Ll, L,
Poélte1me T

: R | oL. ,

T s
N_a,jdeme ‘ '

x! i d aL ’ . oL oo V

Eax, '+Zax,, T el Yt
L a oL\, oL -
. _i—X(iiacz ai oz’ )x T ot

4oL, o
dt( iaxti“") ot

Tedy

= 0.
Vypoétéme nyni
DR 'afL'dp

za piedpokladu, Ze ¢ se té% meni a Ze v mezich jest & = 0. Pro ‘;
- &ast, kterd vzmkne variaci ¢, dostaneme vyraz , : &

B 4

) 8 dt . ,
f(—ét— at..+ZQ .+L dt)dt |

. .
kde 42'; je variace _veliéiny 2y vzniklé variaci £.
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Ponévadz jest
’ radm dx
AJJ,, = A—a_t"——'—'dt—zadt,
plejde predesly vyraz v
oL oL dzd dt o di
f(ﬁt L At i dt)d

to
Aviak 1ntegrac1 po &astech obdrzime

£y
d (ol
—f o 3 6dt——L6dt) f'd?( 55,-1_9“—1;)(1;(»,

ts o
takZe

t '
oL  d oL , :
t

- 0 .
Z toho plyne, Ze variace nemé zZddného vlivu na vypodet

Proto mizeme uvazovati o étyfech proménnych x;, ,, s, ¢ stejné,
nebo-li mysliti si de] v prostoru o 8tyfech rozmerech z nichZ 3 jsou
prostorové a jeden Gasovy.

Bude pak nejobecngjsi transformace téch &ty proménnych
déna rovnicemi : »

2y = 2 (Y1, Y Ys» )
Zy = % (Y1, Yo Y 1)
&3 = 23 (Y1, Yo Yar 1)

' %y = %o (Y1, Yo Ys> B)- _
Proménnou ¢ nahradime proménnou z,, které budeme ¥ikati mfstni
das, ponévadz zavisi také.na souradmcmh prostoru ¥, ¥s, Ys.

K takové transformaci neni jiz L invariantni. MiZeme si dati
kol hledati tvar, ktery by se blizil tvaru L a jenz by mél tu povahu
invariantu. Pak budeme moci ¥ci, Ze skute¢nosti odpovida- tento
tvar a Ze tvar L je Jenom jednoduché pfibliZeni.

K tomu cfli vezmé&me rychlost ¢ takovou, aby bylo lze ¢isla

v2 P
zanedbati v jedné. MiZeme zvoliti ¢ = rychlost svétla =
= 3.10%km/sec. Zvolime-li v téhoZ fidu jako je rychlost Zemé&
na jeji draze, to jest 3 .10 km/sec, budeme miti

. . 2‘
Z=10, Z =10
c c*
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PonévadZ je 6/ pro meze integrilu rovno nule, je mozno pfi~
¢isti k L libovolnou konstantu. Budeme tedy moci uvazovati -
o variaci integrilu :

ty t

i
y _ L . 1+ P
f(o--L)dt_fca (1—55) dt _fcz (1'_522-—0—2) a.

to to []

Rozvinutim v ¥adu plyne, Ze

Jor—v— 2P = cl/l_’_’f_ili = (1__ !_”_2__13 + ),
Zanedbime-li jako nekoneénd malé ty éleny, které jsme nenapsali,
miZeme nahraditi variaci naSeho integrilu vyrazem

8 [fe*—=v*—2P dt = 6 [Jf(c®— 2P) diz — di,

a polozime-li’ ' :
ds? = (c? — 2P) d2 — d] 2,

stadi psati .
§[ds=o.
Zaménime-li nafe ¢ty proménné, obdriime kvadratickou formu

ds? = X, gir Ao dag.
Je-li
ds? = 2t — dig,

je pohyb rovnomérny. Transformace, kterd neméni této formy, je
transformace Lorentzova. :

Autorem této metody, jak dojiti k relativnosti, je pan Levi-
Civita (14).
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