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Poznámka k důkazu zákona reciprocity pro kva^ 
dratické zbytky. 

Napsal K. Petr, 

(Došlo' 10. ledna 1933.) 

Pro zákon reciprocity podána nepřehledná řada důkazů. Při 
tom snaha matematiků směřovala k tomu, podati důkaz nejstruč
nější a zároveň pochopení nejpřístupnější. Jeden z takových důkazů 
jest Frobeniův-Zellerův, který ve své knize „Úvod do elementární 
teorie číselné" podává prof. Rychlík (str. 72 a násL). Příbuzné 
důkazy stručností vynikající podány od Rroneckra a jiných. 
V následujícím podáno nové — pokud mi ovšem známo — sestavení. 
důkazu na základě pomůcek k tomu již dříve používaných. 

Při tom lze hned podati důkaz věty obecnější, vztahující se 
k symbolu Jacobiově. Buďtež dvě čísla celá, lichá, kladná 
a nesoudělná P, Q. Utvořme řadu čísel 

l.Q92.Q,S.Q,...,i(P—l)Q. (1) 

Odečtěme od jednotlivých členů této řady celočíselné násobky 
čísla P, tak aby zbytky po odečtení vznikající byly v absolutní 
hodnotě menší než -|P. Budeme této operaci krátce říkati „dělení 
podle zbytku o nejmenší absolutní hodnotě". Provedeme-li dělení 
na př. na členu kQ, obdržíme zbytek rjc a máme tento vztah 

kQ^picP + n, 0<k<\P, 0 < | f > | . < f P , (2) 

k, Pfa Th jsou čísla celá. Zbytky v řadě (1) tak vznikající tvoří řadu 

r*, T2,. . . . , r 4 ( P . _ i ) ? (3) 
jež od řady 

• 1 , 2 , . ; . . , * ( P — 1 ) 

se liší jednak pořádkem, jednak znaménky. Počet záporných členů 
v řadě (3) označíme fi. Pak definujeme 

( | ) = ( - 1 ) " . (4) 

' Pro takto definovaný symbol pak dokážeme zákon reciprocity. 



229 

K tomu cíli utvoříme součet rovnic (2) psaných pro k = 1, 2, . . . 
. . ., \ (P — 1). Při tom zároveň člen rk, který se shoduje až na 
znaménko s jedním z čísel 1, 2, . . ., -1- ( P — 1) na př. s Z, dáme 
na levou stranu a sloučíme jej s IQ. Dostaneme tak vztah 

ЦP—1) ł(P-i ) 
2 l ß =ғ i) -

Ыl 

Q -f 1 jest číslo sudé, neboť # jest podle předpokladu liché; jest 
tedy na levé*straně součet čísel sudých a tedy číslo sudé; jest tudíž 
i pravá strana číslo sudé, a jelikož P jest liché, jest součet £pk 

číslo sudé. * 

Provádíme-li dělení čísla kQ číslem P podle nejmenšího 
zbytku kladného, obdržíme místo (2) rovnici 

kQ = p'kP + r'k, 0 < i < | P , 0<r'k<P; 
h p'h ťi jsou čísla celá. Očividně jest p'k = pk, je-li ve (2) rk kladné 
(pak i rk = r'k); je-li však rk záporné, jest pk = p'k + 1. Jest tedy 

Spk = Sp'k + //, /i = 27p* — 2/p'fc = 27p'* (mod 2), 
K K fC w JC 

É - l , 2 , . . . , i ( P — 1 ) . 

Jfáme íMtžíl tól se (4) 

_\ _ ( _ ! ) ? ' * . * _ l , 2 , . . . , i ( P - l ) . 
$ 

Avšak očividně jest 
(— l ) ^ _=.sign (1 .P — kQ) (2.P — kQ)(3.P — kQ)... 

[±(Q-l)P-kQ] 
= sign tf(ZP-£<?), i = l , 2 , . . , i ( Q —1). 

Mohli bychom součin sice rozšířiti o další činitele vztahující se 
k větším l než vytčeným, avšak jest to zbytečno, neboť IP — 
— kQ>Q, je-li l>i(Q— 1) a k^\(P— 1), a činitelé, jež 
bychom tak přibrali, jsou kladní a nemají vliv na znaménko. 
Jest tedy 

l^\ = sign nn (ip-kQ), 

£ = 1 , 2 , . . . , - H P - 1 ) , l =1,2,...,Í(Q-1). 

Stejně však jest 
/ P i signnn(kQ — lP) (í) X- 2 
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při týchž k, l jako v předch. součinu. Porovnáním obou výsledků 
máme bezprostředně 

(ÍHD-'-1'1"-" •'"-"• . •*• 
což jest zákon reciprocity. 

Remarque concernant la loi de réciprocité des résidus 
quadratiques. 

( E x t r a i t de l ' a r t i c l e p r é c é d e n t . ) 

L'auteur donne une démonstration simple de cette loi* 
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