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Příspěvek k teorii racionálních křivek 
pátého stupně. 

Podává L. Seifert v Brně. 
(Došlo 21. září 1931.) 

Z nejzajímavějších vlastností racionální křivky pátého stupně 
0 šesti dvojných bodech je existence kuželoseček, které se křivky 
dotýkají v pěti bodech. Tyto našel Rohn, užívaje involuěrií rovinné 
transformace, která, je-U dáno v rovině sedm bodů, přiřazuje 
k dalšímu osmému bod devátý, jenž s ostatními tvoří basis svazku 
křivek třetího stupně.1) Zmíněná transformace je obrazem jedno
duché involuční příbuznosti na obecné ploše třetího stupně, užije-
me-li obvyklého Grassmannova zobrazení plochy na rovinu.2) 
1 jest na snadě otázka, zda jest možno ony kuželosečky v rovině 
najíti přímo z příslušného útvaru na ploše. Tuto otázku chceme 
zodpověděti. Souvislost útvarů na ploše a v rovině je zajímavá, 
třebaže vztahy v prostoru se nezdají jednodušší nežli v rovině, 
mimo to snadno poznáváme změnu útvaru, přejde-li jeden nebo 
více bodů dvojných v body vratu. 

1. Na obecné ploše třetího stupně S buď základní dvojšestnina 
ax a2 a3 a 4 a5 a6 

. bx b2 6 3 6 4 ,bs b6 

a další přímky co,. Přímky prvé šestniny ať se zobrazí do roviny n 
jako body Aly A2, . . ., A6, přímky druhé jako kuželosečky Bl9 B2,... 
. . ., JS6, takže na př. Bt jde všemi hlavními body Ai mimo Av 

Přímka roviny n jest obrazem prostorové křivky třetího stupně, 
jež neprotíná přímky a*, má však všechny bi za bisekanty, c«, za 
uňisekanty. Znamenejme tyto křivky O. Přidružený systém pro
storových křivek třetího stupně znamenejme K, takže vždy jedna G 

*) Bohn* Eine einfache liiieare Constructíon der ebehen rationalen 
Ourvfcn 5. Ordnung, Math. Annalen, sv. 25, 1885. 

8) Viz Sturm, Die Léhre von den geom. Verwandtsehafteh, sy. IV, 
str. 98. : :•":.., -. \ :. v \ •--.-::'• v.-, " . .; • r' 
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a jedna K tvoří úplný průsek plochy S s plochou druhého stupně. 
K se zobrazují jako křivky pátého stupně se š^ti dvojnými body Ai. 
Poněvadž obráceně, zvolíme-li v roviné libovolných šest bodů, 
lze ji považovati za obraz plochy třetího stupně,3) můžeme vztahů 
na ploše S použíti k odvození vlastnosti obecné racionální křivky 
pátého stupně. 

Buď K jedna z křivek druhého systému, K' její obraz. Její 
plocha tečen je čtvrtého stupně a seče S ještě v křivce V stupně 
3.4 — 2.3 = 6. Křivka V neseče žádnou au seče však každou bi 
ve čtyřech bodech, Cik ve dvou bodech. Obrazem jejím jest tedy 
kuželosečka V, která nejde žádným hlavním bodem Ai. 

Buď t tečna křivky K v bodě P, T její dalšř průsečík s S. 
Tečna u křivky V v bodě T je průsečnice oskulaění roviny křivky K 
v bodě P a tečné roviny plochy S v bodě T. Blíží-li se T bodu P, 
stane se t hlavní tečnou plochy S a u splyne s t. Ve společném 
bodě mají tedy křivky V & K dotyk. V obraze V se d o t ý k á 
p ě t k r á t K\ Jest to v ý z n a č n á kuželosečka uvedená u Rohna. 

Buď opět P bod na K, t jeho tečna, Ť její další průsečík s S. 
Kužel P (K), který z P promítá K, seče S v křivce C prvého systé
mu, jež se v T dotýká křivky V. Roviny přímkou t sekou S v křiv
kách, jež se v P dotýkají K, tedy v obraze T' je společný bod svazku 
křivek třetího stupně, jež jdou body Ai a v P se dotýkají Kf. 
Buď dále X bod na K, Y třetí průsečík PXsS.C je určeno bodyP, Y 
a zobrazí se jako přímka C určená bodem křivky P ' a, bodem Y', 
devátým spol. bodem svazku křivek třetího stupně určeného 
body Ai, P', X'. Z toho vyplývá lineární konstrukce jednotlivých 
bodů křivky K' ze šesti dvojných (Ai) a dvou obyčejných DO-
dů (P\X') křivky a konstrukce kuželosečky V jako obálky 
přímek X'Y' uvedená u Rohna: K daným bodům Ai, P', X' se
strojme devátý přidružený Y\ spojme P' s Y' přímkouC; je-li Z' 
některý bod této přímky, sestrojme devátý přidružený bodům Ai, P', Z'. 
Volíme-li na křivce libovolný bod P a sestrojíme k libovolnému bodu 
křivky X' bod Y', jenž s Ai, P, X' tvoři basis svazku křivek třetího 
stupně, pak pHmky X'Y' obaluji kuželosečku V. 

Připomeňme ještě, že oskulační rovina a bodu P na K seče S 
v křivce, jež v P má s -K dotyk druhého stupně a v T s V dotyk 
obyčejný. Jeví se tedy V' jako obálka křivek třetího §tupné, jež jdou 
body Ai'a mají v jednotlivých bodech s K' dotyk druhého stupni. 

2. Uvažujme nyní jednu z patnácti přímek ca, na př. c12. 
Bisekanty křivky K, které sekou cn, vyplňují jeden přímkový 
systém plochy druhého stupně P 1 2 ) jemuž patří i al9 a2. Ať p je 
jedna z těchto bisekant, A} B její průsečíky s K. Body A, B jde 
jedna křivka systému G. Uvažujme, jaká je obálka těchto křivek O. 

8) Sturm, Geóm. Verwandtschaíten, IV, p. 272. l 
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Buď P bod na S. J ím jde co 1 křivek C a je známo, že bise-
kanty bodem Q na 8 ke všem křivkám tohoto svazku vedené 
vyplňují rovinu Q®9 která bodem P prochází.4) Roviny QQ při
řazené takto bodům Q na c1 2 tvoří svazek, neboť, je-li C jedna 
z křivek, její bisekanty sekoucí c12 tvoří systém plochy druhého 
stupně a osa q řečeného svazku je přímka druhého systému, kte
rému patří i c12. q jde bodem P a v každé rovině svazku (q) jest 
svazek paprsků (Q) tvořený bisekantami křivek C. Přímkou q jdou 
dvě tečné roviny ku ploše P 1 2 a v každé je bisekanta křivky K, 
jež je zároveň bisekantou jedné C. Bodem P jdou tedy dvě křivky C, 
které sekou K ve dvou bodech, a spojnice jejich seče c12. Roviny 
splývají, dotýká-li se q plochy P 1 2 . Avšak mezi bisekantami křiv
ky C jsou i bl9 b2, jež zároveň sekou c12, q tedy seče bl9 62. Hledáme 
tedy přímky sekoucí bl9b2 a dotýkající se plochy P 1 2 . Třetí prů
sečík takové přímky s S je charakteristický bod pro obálku kři
vek C, jeho geometrickému místu odpovídá v zobrazení k u ž e l o 
s e č k a , již obalují přímky, obrazy uvažovaných křivek C. 

Plocha přímek q' je čtvrtého stupně; značme ji GW J a k patrno, 
jsou na ní dvojné přímky bl9 b29 c12. Její další průsek L12 s S je 
stupně 4 . 3 — 2 . 3 = 6. Snadno poznáváme, že každá bi má s Lut 
čtyři společné body, ai žádný, CM dva. Obraz L'a je tedy k u ž e l o 
s e č k a , která neprochází žádným dvojným bodem. 

Nechť M je společný bod křivek K, L12. Tečná rovina plochy P 1 2 

v M je současně tečnou rovinou plochy 0129 tečna křivky L12 v M je 
průsečnice této roviny s tečnou rovinou plochy S9 a to jest právě 
tečna křivky K. L12 m á t e d y s K d o t y k v p ě t i b o d e c h a r o v n ě ž 
t a k L'12 s K'. Tím jest nalezeno dalších 15 kuželoseček pětkrát se 
dotýkajících křivky K'9 jež odpovídají přímkám c^ na ploše. 

Buď p bisekanta křivky K sekoucí c12. Rovina (p9 c12) seče 8 
v kuželosečce, která se zobrazuje jako [kuželosečka jdoucí čtyřmi 
hlavními body mimo Al9 A2. Máme tedy větu u Rohna uvedenou: 
Svazek kuželoseček určený čtyřmi dvojnými body Ai vytíná na Kf 

involucí a spojnice přidružených bodů obalují kuželosečku pětkrát 
se, dotýkající. 

. Lze však nalézti ještě další podrobnost. Připomeňme si větu 
Schurpvu, která praví, že dvojšestnina sestává z reciprokých polár 
jisté plochy druhého stupně H. Reciproké poláry jsou %', bl9 pak 
a2i 62 atd. 

Přímce c12, jež seče al9a2,bl9b29 patří jako reciproká polára 
přímka d,. jež spojuje body (al9 b2)9 (a29 bJAJsou-li X9 Y dva body 
na S9 prochází jimi křivky K9 C9 jedna každého systému. Mají 

; ť *) Viz Eeýe, Běziehungen der allg. Fláche dritter Ord. zu einer co-
vařianteň Fláche dritter Classe, Math. Annalen, sv. 55, str. 257. 
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ještě další tři společné body Z, T, U. Je-li M třetí průsečík XY s S, 
jest rovina (ZTU) polární rovinou bodu M ku ploše H-.h) 

Bodem M na c12 jde vždy bisekanta ke Kf jež K seče v X, Y. 
Křivka C jimi určená seče K v dalších bodech Z, T, U a rovina 
(ZTU) se otáčí kolem d. V obraze X', Y', Z', T', U' jsou na přím
ce C a body Z', T', U' jsou vyťatý svazkem křivek třetího stupně. 
Základní body svazku jsou Ai a tři další body odpovídající bodům 
na d. Jest však známo, že řada bodů na ai jest projektivní se svaz
kem přímkových elementů Ai, bodu (aibk) odpovídá tedy tečna 
v Ai k Bk, bodu (a^bi) tečna v A* k Bi. Rovinné průseky přímkou d 
zobrazí se jako křivky, které jdou .hlavními body a mají v Av A2 

dotyk s B2, resp. Bv Máme tedy zajímavou novou větu: Svazek 
křivek třetího stupně, které jdou dvojnými body křivky K' a ve dvou 
z nich se dotýkají kuželoseček určených ostatními pěti, sekou K' ve 
třech bodech na přímce a tyto přímky obalují kuželosečku pětkrát se 
dotýkající. ' 

Sledujme ještě jednou bod M pohybující se po c12. Když M 
přejde do (av c12), polární rovina jeho jest (bvd), t. j . spojuje bx 

s bodem (axb2), příslušné C se rozpadá v ax a kuželosečku v rovině 
určené přímkou bx a bodem {axb2). Jejím obrazem je přímka jdoucí 
bodem Av která se kuželosečky B2 dotýká v Av neboť tečný 
element v Ax je obrazem bodu (axb2). Zkrátka tečna v bodě Ax k B2 

je tečnou kuželosečky L'12.t Podobně i tečna v A2 k Bv 

3. Na S jest oo2 křivek K, mezi nimi o©1 se dotýká přímky av 

Mezi oo2 křivkami K' jest oo1 křivek s bodem vratu Av Bodem M' 
v rovině jdou dvě takové. Skutečně, buď G jedna křivka druhého 
systému, jež bodem M neprochází, m bisekanta její jdoucí tímto 
bodem. Ve svazku (m, C) jsou dvě plochy, které se dotýkají přím
ky ax a Vytínají tedy z S křivky Kv K2y jež se dotýkají ax a zobrazují 
se jako křivky s body vratu v Av Z toho lze nalézti i jednoduchou 
konstrukci těchto tečen. Svazek ploch (m, G) vytíná z ax involuci 
bodovou a dvojné body jsou dotyčné body křivek Kv K2. V obraze 
dvojiny tečen křivek K' v bodě Ax tvoří involuci a hledané tečny 
jsou její dvojné elementy. K určení této involuce možno použíti 
degenerovaných křivek K'\ na př. jedna plocha (m,C) seče S v bi 
a kuželosečce, jejíž rovina jde přímkou ai, K'. skládá se tedy 
z kuželosečky Bi a křivky třetího^ st. s dvojným Ai. atd. 

Jsou čtyři křivky K' se dvěma body vratu Av A2, neboť 
na ploše jsou čtyři křivky K, jež se dotýkají přímek ava2. To 
poznáme nejsnáze, volíme-li zobrazení plochy, kde b„ se zobrazí 

*) Schur, Math. Atinalen, sv. 18, str. 12, a také Reye, pojednání 
citované v poznámce 4). 
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jako body, a\ jako kuželosečky, křivky systému K jako přímky. 
Obrazy křivek K jsou pak společné tečny dvou kuželoseček.6) 

Z toho jest také patrno, že dáno-li šest bodů v rovině, nelze 
obecně sestrojiti křivku pátého stupně se třemi body vratu a dalšími 
třemi dvojnými v daných bodech, neboť obecně se nedotýkají tři 
kuželosečky téže přímky. 

Abychom našli takovou konfiguraci šesti bodů, pro niž by 
taková křivka existovala, užijme opět jiného zobrazení plochy #, 
Uvažme dvojšestninu 

1 V 23 24 25 26 
2 2' 13 14 15 16 

1, 2 je psáno za dřívější ax, a2, V, 2' za bl9 b2, 23 za c^ atd. Pak v TI se 
zobrazují kubické křivky jednoho systému jako křivky třetího 
stupně s dvojným Ax, křivky druhého stupně jako kubické křivky 
s dvojným A2 a společnými jednoduchými A3, A4, A5, AQ.7) 

Je-li tedy k křivka třetího stupně s dvojným bodem 1, volme 
v rovině libovolně bod 2 a veďme jím tečny ke k. Další průsečíky 
tří těchto tečen s k označme 3,4,5 a volme na k libovolně bod 6. 
Volíme-li těchto šest bodů za základní body zobrazení, jest k obra
zem prostorové kubické křivky, jež se dotýká přímek 23, 24, 25 
a ve dyou různých bodech seče 1,1\ 26. Konfiguraci, při které 
přímky první šestniny se zobrazí jako body, dostaneme dvojnásob
nou kvadratickou transformací, volíme-li na př. po prvé základní 
trojúhelník 234 a po druhé trojúhelník tvořený v novém obrazci 
přímkami, ve které přešla kuželosečka V a přímky 25, 26. 

Volíme-li ještě 6 na čtvrté tečně z bodu 2, dostaneme v k obraz 
kubiky,1 která se dotýká přímek 23,24,25,26. 

4, Zodpovíme ještě otázku, jaké zvláštnosti má kuželosečka V 
v případech, kdy křivka má jeden až čtyři body vratu. Když se K 
dotkne přímky % v bodě M, plocha tečen seče S v ax h křivce 
pátého stupně, jež % seče v bodě N mimo M. V rovině Q přímkou at 

dostáváme kuželosečku a křivku třetího stupně s bodem obratu v M. 
M i m o ^ mají obě křivky společný průsečík s K, jenž je bodem 
vratu druhé, z nich, a tedy ještě 2.3 — 2 = 4 body. Otáčíme-li 

•} Myslíme-li si plochu S zobrazenou na dvě roviny různými způsoby 
(základní body jsou obrazy různých šestnin přímkových), jest tím dán bi-
racionální vztah obou rovin (Cremonova transformace). Tato se vždy 
dostane jako sled kvadratických transformací, při kterých trojúhelník ze 
tří základních bodů volíme za základní trojúhelník transformace. Kvadra
tickou rozumíme transformaci, již lze psáti při samozřejmém označení 

"-•/;'--:-'';-! ' . > " • • / • í • " • . v i • , ' i •'"/• 
x\ = — , x'2 = — , a ! ' a - = - . 

•...; . #1 *i ?3 
/ *) Diekmann, Uber Modificationen, welche die ebene Abbildung 

einer Máche 3ter Ord. durch Auftreten von Singularitáten erhált, Mathem-
Anňálen.. sv. 4, str. 442. •; „ 
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rovinou Q až průsečík s K se blíží bodu M, Q se stává oskulační 
rovinou křivky K a tečnou plochy S v bodě M. Průsečík příslušné 
tečny blíží se patrně boduiý, druhému dotyčnému bodu bitangen-
ciální roviny Q. Ale M, N jsou body sdružené v involuci, již na a1 
stanoví kuželosečky v rovině Q. V zobrazení jde kuželosečka V 
bodem vratu Ax křivky K' a tečna kuželosečky a tečna vratu jsou 
sdružené v involuci, kterou určuje na př. c12 a tečna kuželoseč
ky B2, c13 a tečna kuželosečky B3 atd. V má s K' dotyk ve čtyřech 
bodech. 

Nechť K se dotýká dvou přímek ax, a2. V jest pak racionální 
křivka čtvrtého stupně, kuželosečka V jde body Al9 A2 a tečny 
v těchto bodech jsou v příslušných involucích sdruženy s tečnami 
vratu. V s K' má dotyk ve třech bodech. 

Podobně, dotýká-li se K přímek ax, a2, a3, což ovšem obecně 
není možné, jest V kubická křivka, V jde.body Al9 A2, A3 a má 
dotyk ve dvou dalších bodech. 

Dotýká-li se K přímek ax, a2, a3, a4, jest V kuželosečka v rovině 
obsahující c56. Ale rovina, jež seče plochu tečen křivky K v kuželo
sečce, je oskulační rovina její. Musí tedy jeden z průsečíků c66 a V 
padnouti do průsečíku K s V. V obraze V' jde všemi čtyřmi body 
vratu a dotýká se K' v bodě na c56. 

5. Jest ještě rozřešiti otázku, jak se chovají kuželosečky L'a 
v případech, že K' má body vratu. Mějme na mysli plochy P12> G12. 
P12 obsahuje bisekanty křivky K, jež sekou c12. Dotýká-li se na 
př. a3 křivky K, dotýká se i plochy P 1 2 . Poněvadž a3 seče 6X, 62, 
leží i na G12 a jest částí průseku 6ř12 s S; vlastní L12 jest pátého 
stupně. V rovině přímkou a3 leží křivka třetího stupně s dvojným 
bodem na c12 a kuželosečka, jež mimo bod na c12 mají ještě čtyři 
společné body. X12 seče tedy a3 v jednom bodě a v obraze L\2 
jde bodem Á3. Jestli tedy At jest bod vratu, jde jím podle toho 
10 kuželoseček 

L 23> L 24, L 25, L 2 6 , L 34, L 35, L 36, L 45, L 46, L 56, 

které se dotknou K' v dalších čtyřech bodech. 
Jsou-li dva body vratu Ál9 A2, jdou současně oběma kuže

losečky 
L 34> L 3B, L3Q, L 45, L 46, L 5 6; 

pouze bodem Ax jdou kuželosečky L'^, L'u, L'u> L'2e, pouze 
bodem A2 jdou L\3> L\i, L\s, I/ 1 6. Žádným nejde, pouze L'^. 

Když Al9 A2> A3 jsou tři body vratu, pák jdou současně všemi 
kuželosečky i/45, L'ú, L'u, pouze body Al9 A% jdou L'U9 L\S9 L'36, 
pouze body A1,A3 jdou L'^9 L'u, L'2B a pouze body A%,A3 jdou 
£'14> i'15, L\t. Jenom bodem Ax prochází -Z/jg,̂  jen bodem A% L\3 

a jen bodem A3 L'^: . . / 
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Mâ-li kfivka ëtyfi body vratu Al9 A%9 A^9 Ai9 pak Z/56 jde 
vâemi ôtyrmi a jest to patrnë obraz druhé? kuzeloseôky v rovinë 
pfimkou c56, jez se kfivky K dotykâ. Tfemi z nich jdou vzdy dvô 
kuzelosecky na pf. L'45, L\e jdou body Al9 A2, Az, pouze dvëma 
jde vzdy jedinâ, na pf. body Al9 A2 jen L'u atd. 

Contribution à la théorie de la courbe rationnelle du cinquième degré. 
(Ext ra i t de l 'article précédent .) 

Dans la correspondance ponctuelle de Grassmann, établie 
entre une surface cubique générale S et un plan, les droites d'un 
sextuple ai (i = 1, 2, . . . 6) de la surface correspondent à six 
points Ai arbitrairement choisis dans le plan. A chaque droite C' 
du plan correspond une courbe cubique G sur la surface. Au système 
de ces cubiques (G) on associe, sur la surface, un autre système de 
cubiques (K) de manière que, toujours, deux cubiques C et K sont 
situées sur une quadrique. Au système (K) correspond, dans le 
plan, un système de courbes rationnelles (K') d'ordre cinq dont les 
courbes ont six points doubles communs aux points A\. Les pro
priétés connues des cubiques K du système permettent alors d'établir 
celles des courbes K'. * 

On considère une cubique K. Une tangente de la cubique K 
a avec S encore un point commun qui engendre une courbe V 
d'ordïe six. L'image de cette courbe est une conique V qui a avec K' 
un contact en cinq points. 

Soit P12 la quadrique engendrée par les bisecantes de la 
courbe K incidentes avec c12 et soit G12 la surface réglée engendrée 
par les droites qui touchent P12 et sont incidentes avec bl9 b2. Soit 
alors L12 la courbe d'ordre 6, commune aux surfaces S et 6?12. L'image 
de cette courbe est encore une conique L'12 qui a un contact en 
cinq points avec K'. A chacune des 15 droites c^ de la surface S 
correspond une telle conique. 

On retrouve des résultats de M. Rohn et on obtient encore de 
nouveaux, p. ex. les suivants: Toutes les cubiques planes qui passent 
par leâ six points doubles At d'une courbe d'ordre cinq et qui, aux 
points de cette courbe, ont un contact triponctuel, enveloppent la 
conique P . Le faisceau de cubiques passant par les points doubles Ai 
et touchant en Au, Ailes coniques qui sont déterminées toujours 
par les cinq points restants, est tel que, toute cubique lui apparte
nant a avec K' trois points communs situés sur une droite et toutes 
ces droites enveloppent la conique Vu-

Si K touche p. ex. a1 alors A1 est un point cuspidal de K' 
et ilrse trouve situé sur V. a1 est situé sur G^ p. ex. et touche 
aussi P23 ,.£23 dégénère en ax et une courbe d'ordre 5, L'^ est une 
conique qui passe par Av On peut discuter de cette manière les 
coniques 2/,* dans les cas oli JC' a l , 2, 3 on 4 points cuspidaux. 
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