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- Rovnobézny posuv pedél svételného paprsku
- v prostor-Casu teorie relativity.
V. Hlavaty.

1. Stanoveni problému. V této prici budu se zabyvati linear-
nim systémem diferencidlnim, ktery urduje rovnobeiny posun
podél svételného paprsku ve ctyrrozmemem prostor-éasu teorie
rela,tlwty Ukazi, Ze tento systém, ktery ma obecné 16 koeficientt
je mozno redukovati na systém o dvou koeficientech, Z tohoto po-
znatku odvodim soudasné nékteré dusledky, t)’rkajici se’ integrace
zminéného systému.

. Zpusob odvozeni vét shora vytdenych je tak volen aby
skytal moZnost rozsifeni pro prostor n-rozmérny.

Odstavce 2—4 jsou odstavce pifpravné.
2. Konexe v prostor-asu teorie relativity. Budtez x”1) para-

metry v prostor -Sasu a I, parametry jeho konexe. Weyl (a Cartan)2)
dokazal Ze pro konex1 prostor-Sasu teorie relativity jest

) F' =TI,
Je-li g;,‘ g.: tensor, ktery v teorii relativity pnrad’u]e kazdému
kontravariantnimu vektoru v o slozkéch v indefinitni formu
g1, v* v* (3 indexem 1), parametry I, plnu]l identitu?)

9

axw g);z—"l—'a gau I':m gla Qw ghn o o (1)

; pHi éemi Q,,, jsou slozky kovana.ntniho vektoru o- nichz predpo-
‘klddédme, Ze jsou analytické funkce parametri 2. Oba napsané

vztahy uréu;i jednoznaéné pa,rametry I'.. % Neni-li Q, gradient-
- vektorem, coi piedpoklddime, jest konexe, urfeni pravé zminé-

‘nymi pa.mmetry 17, rﬁzna od ‘metrické konexe. Budeme ji kra.tce
znaditi L, , : : S .

. 1) Recksé mdexy probihaji hodnoty hn, by, ha, h, Suma.ce feckych
: mdexﬁ provadéna podle Einsteina bez symbolu X. -
. {Veyl »Mathemat, Analyse des Raumproblemes«. (Berlin 1923.)
J.Cartan ,»Sur les variétés & connexion affine**. (An, Ec. Norm. Sup.1923402.)°
- ) Schouten: ,Der Ricci-Kalkiil*: (Berlin 1924) Str 73, 75 217. N

g ‘ 9



3. Metrické pojmy v.L, Zavedme misto gy, tensor gy,

Gu=0Gu, - (2
(pfi ¢em? o necht je derivace schopnd funkce parametru *) a misto
vektoru @, vektor Q,,,

0
Qm = Qw+ a?) lOg ag.
Dosadime-li za g;u z rovnice«(2) do (1), obdriime

axm g)(c F;xw _g_ay_l‘;?m_ ;i.oz = Qm ;/'./u (1)
Jeito @, neni_gradxentvektorem, nelze Zadnou volbou funkce o -
dociliti, aby @, = 0. Neexistuje tedy v L, zadny privilegovany
tensor og;,, naopak, se stanoviska uréeni konexe L, (totiZz para-
metra I7,) jsou viechny tensory og;. stejné opravnéné a proto
neni mozno v L, obecné zavésti metrické ‘pojmy, jako se to dinf
v konexi metrické (kde jest Q,=0). Pres to je moino zavésti’
podél dané k¥ivky v L, invarianty vzhledem k (2), které maji
charakter metricky :

Budiz dana v L, kiivka a*=2a”(p); jeji parametr necht pro-
bihd hodnoty p, < p < pl Jsou-li »” slozky kontravariantniho
vektoru v, skalar » '

' _f Qdp daxr
m(v);g;,”vlvue noo Q:%Q,_, '
jest — a% na konstantu o

0o=[0(@)]z=2 =[0(Z (PN Ip=p, —
invariantni vzhledem k (2)

' —fadp .\ —-fdlogo

mV) =g, v're? =om(v)e?  =gym(y).
Pripustime: jen takové transformace (2) p¥i nichz ao_. 1, takze» -
m (v) = m(v). '

‘ Formu m(v) budeme nazyvati modulem vekboru y. Je-li modul -
roven ¢ (= + 1), pifsludny vektor pojmenujeme versorem, a je-li
m(v) =0, piisluny vektor nazveme nulovym vektorem. Viechny
tyto pojmy jsou invariantni vzhledem k (2).
Plati-li pro dva vektory vaw
2
' = fea
m (v, W) =G viwrerr =0,

‘nazveme tyto vektory harmomcke -Je zre]mo, de i tenbo pOJem' E
je mvarmntmm vzhledem k ). S
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Budtez iy, iy, i3, i, ctyn harmonické versory a ¢, €,, &, €,
¢tyfi ¢isla, definovand rovnici

m(l,')':s,-") (]'—‘ 1, e s 4). v

Jezto tyto versory podle predpokladu jsou hatmonické, platf pro ng
ik ) -
Gin i il = { ep[ﬂ@d o~ Gok=1,....4).  (3)

Oznaéme symbolem D kovariantni derivaci podel kiivky z(p).%)
Z rovnice (3); obdrzime pro j &k

Dgs,. i} 5= Qg 1} % + g1, [5% Di} + i} Dig]

ek A e (4)1'
» . = ¢ L%k Dty + 4 Diz]=0
a pro j=kFk . .. . ) )
Dgs 4 4 = Qg 1 5 + goe 3§ Dij + 47 Dij]
y4
dep
. = & Qe
b J- gin i} Di} = 0. 6

Vektor Di; je tedy bud nulovy, nebo harmonicky k i. ’
4. Analogie Frenetovych vzoret. Vysledku predchazejicich od-
stavcil pouZijeme ke stanoveni vzorcd, obdobnych vzorcim Fre-
netovym. Budiz podél kiivky z*=x”(p) dano vektorové pole i,,
omezené pouze kvalitativni podminkou. - :
ktera znaéi, Ze Di, neni nulovym vektorem. Z rovnice (5) tedy
plyne, Ze Di, je harmonicky k i,. Oznaéime-li versor, p¥sluiny
k Di,, symbolem i, jest :
; o 0 Diy=d,, : B (6)
pﬁ temz, podle (3) ’ o :
ey =m(Di,).

Smér versoru [, uréime tim, Ze zvolime kladny kofen pro a.

0znaéime-h jej #,, -ziskame
’ - P
l/ ‘ - f Qdp
2 O (D) (D%") er |,

o] 2 2= Vs O =
 Rovnici (6) mtzeme pak psati
. ) Dll—xlig . : . (6)'

‘) TH z téchto gisel musi miti stejné znamem
l‘) Pro hbovolny vektor v jest

dov dm# :
.DW:::——--‘*—I’;" dp.
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Znadme kromé i, jiz i, a miuzeme poéitati Di,. Za predpokladu,
ze Di, neni linedrni kombinaci versord f,, i,, urduji vektory i,,
iy Di, tro;rozmérny prostor (pro kazdy bod kiivky ovSem jiny).
Oznadime i; versor v tomto prostoru, harmonicky k 7,, 7,. Pak

podle (5) mozno psati
Diy = Bi, + i, (7

a koeficienty g, y lze uréiti takto: Vzhledem k (6)’ obdrzime

m (Diy, i) = —m(Diy, i) = —ey%, =6,
a obdobné .

m (Diy) =m (Bi, -+ yi;) = &, 2 4 y2e; = &y %2 + g3

Smér versoru i, uréime tak, Ze zvolime kladny kofen.*Pifeme-li
pro né&j x,, obdrifme

|y = %y = | VIm(Diy)—e, #2es-

Rovnici (7) mizeme tédy psati

Diy=—¢ 55101+ #3 05. 7y

Jezto jsme predpokladali, Ze Di, neni linearni kombinaci vek-
tort iy, f, jest nutné s, 0. :

~ Zname jiz- vektory iy, iy i3 a miZeme tedy poéitati Di,.
Za predpokladu, Ze Di; neni linedrni kombinaci versort iy, iy, (s,
urcu3e s nimi ctyrrozmerny prostor (v kazdém bodé kiivky obecné
rizny, nebot prostor-das teorie relativity je zaknveny) Oznadime
versor, harmonicky k i,, i,, 7/; v tomto prostoru, i,. Zcela obdob-
nou ﬁvahou, kterou jsme provedli pro Di, obdriime

Diy=—eye52505+ 231y, (8)
ny= lV84[m(Df3)— ey %3] ( .

Jezto Diy podle predpokladu ‘neni lineirn{ kombinaci versori
iy, By, Ig, je nutné 2, 3 0.

. Podle rovnice (5) je vektor Dl,1 nutné kombinaci vektoriu

by b ds Diy= oly + @iy + vis. 9
Koef1c1enty 0, ¢, v snadno uréime. Vzhledem k (6, (7) a (8) -
bd :

obdréime m (’p Diy) = —m(ly, Di;) =0=9ge¢,,
m (iy, D{A) = —m(iy, Diy) = 0 = ge,, -

m ({5, D14) = —m(iy, Dig) = — g4%3 = pes,
a tudiZ rovnici (9) muZeme psa.tl "

D14=—‘£3£4%313 ' (9)'
Casopis pro pistovini matematiky a fysiky.. Roéafk LVIL - 17'
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Rovnice (8), (7) (8) a (9)' shrneme v jedinou
Dij= —¢gjej—1 1 lj—1+#l541, (J=1,..., 4; % =2x,=0) (10)

kters skytd obdobu rovnic Frenetovych.®)

5. Parametr drahy svételného paprsku. Driha svételného pa-
prsku ]e kfivka minimalné-geodetickd.?’) To znadi, Ze jeji teény
vektor — stéle saim s sebou rovnobézny — je vektorem nulovym,
t. j. v kazdém jejim bodé je povrikou d&asového kuZele. Proto
neni mozno stanoviti v obvyklém smyslu privilegovany parametr,
totiz oblouk svételného paprsky. Pies to miZeme stanoviti jinym
zpusobem privilegovany parametr, ktery ovSem neni obloukem
v obvyklém smyslu slova.

Budtez 2 — .x; (p)
parametrické rovnice drahy svételného paprsku. Musi tedy platiti
jednak ;
d* dat o
Jou dp dp
" ek P | g de de_ o
dp* T dp dp ~ Cap’ | (n

_ pi éemz g je libovolnd, ale zndm4 funkce parametru p. Zavedme
novy parametr t=1(p) tak, aby rovnice drihy svételného pa-

prsku byla - du det duk

ae T e g g =07 : (12)

Rovnice (1) vyjé.dl"ené pomoci parametru ¢ jest

[ . da? dar (gz_t)z_ gx_v‘( dt- dzt)
az g g \ap) T @ \Cap T ap
Ma-li tato rovnice bytl equivalentni s (12), musf bytl

Jear \
=01f dp + c,, (cl, c2=konst.)..

¢) Zcela obdobné by se- odVozovaly dalsi vzorce pro n > 4. D J.
Struik (,,Grundziige der Differenzialgeometrie . . . .“ p. 76) provedl je

. pro definitni n-rozmérnou metriku. J. A. Schouten (,,Rxcm Kalkiil«
str. 229) odvodil analogie Frenetovych vzorci pro Weylav prostor s defi-
‘nitnt formou za jinych predpokladii, ne¥ byly naSe a kone¥n® L. P. Eisen-
“hart (Riemannian Geometry p. 107) je odvodil — podle Blaschkeho me- -

N tvod ‘— pro n-rozmérnou indefinitni metriku Riemannova prostoru.

- Y _. "% L. P Eisénhart ,,R—G* p. 51:

"y Je m‘oZno zavésti- té% takové koeficienty P , %e rovnice (12) jo

mvarxa.ntni vzhledem k transformaci parametru. Srovna] H. A. Newman:
7 »A gauge invariant tensor calculus « (Proc. R Soe London, Sene A ‘No 7'75 -
_Nov 1927 ) . -
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Budeme vidy piedpokladati, Ze drdha svételného paprsku je vy-
jadiena timto parametrem.

6. Paralelni posuv. Budiz déna v L, libovolna regulérnf
kiivka C(t). (V pripadé, Ze C je drahou svételneho paprsku; pied-
poklidime parametr. ¢ zvoleny podle predchaze]mlho odstavce.)
Paralelni posuv libovolného vektoru v podel C(t) je dan systémem
diferencialnich rovnic

dax

v-—- . — 1
Dy + I, V=0 (13)
Dokazeme, Ze tento system je moZno prevésti na jednodussi formu
se tifemi (a v piipadé, Ze C je kiivka geodetlcka pouze se dvéma)
koeficienty, misto s 16 koeficienty

-

d e
ri, .
ode
K tomu cili uvazujme v kazdém bodé kiivky C systém harmo-
nickych versori ey, . ..., e,; ty musi spliiovati rovnice
-t I
- f Qadt o A,

m(ei, &)= e € G et —{ pro - (3)e

8’:,' (=+1) i =7. ’ '
Soutadnice libovolného vektoru v do tohoto systému jsou skalary
t

—fea o (14)
v":s’ig;_,,v’- e"{eta =m (V, ei)8i~

MuzZeme proto psati 4 :

, ' v= 2\ v e (14)

1
Kovariantni derivace vektori e mizeme vidy vyjadfiti jako
linearni kombinaci téchto vektorii

4

Dej:-zi w; &;. ) (15)
=1 C
Vzhledem k rovnicfm, obdobnym k (4); (5)i a vzhledem k (3),, .
koeficienty «; musf spliiovati podminky ' .
o it ole=09 (16)
~a jest jich tudiz jen 6 nezawslych obecn& od nuly rﬁznych

9) Pro ptipad deflnltnl metriky Rlemannovy jest .
ol tol=0" Sy ey -

pro kaidy smér a w jsou koeficienty Cartanovy. — Rovnice (15) a (16)

mohou byti mterpretovany jako rovnice Poissonovy pro indefinitnf metriku-..
a ndsledujief systém (13)/ uréu;e pak pohyb tuhého télesa (vzhledem k sy-
stému e,,...e;). -

B
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Kovariantni derivaci rovnice (14) obdrzime vzhledem k (13)

O—DV——-Zw( ei+vw%e7) Z(dv +ZJ'U 0)7)91
a proto di .
7T }_;,-va' w=0 (i=1,....,4) (13y

Systém (13)’, ekvivalentni s (13) m4 jen obecné 6 koeficientt = 0.
Vzhledem k tomu, %e versory e byly libovoln& uréeny, je moino
odekavati, %e vhodnou jejich volbou miiZzeme podet koeficienti
zmensiti. Skutené, poloZime-li .

ei-——ii, (81',:8,'&), (71 = 1> coe e ey 4)9 (17)

— pii éemz %, je libovolny versor, omezeny jen kvalitativnimi pod-
minkami z odstavee 4 — obdrzime srovnanim rovnic (10), (17) a (15)

1 . 2 . 3

Wy =-——E81E3%1; W3=—Ex€3%p; Wy=——2E3E4%3; (18)
2 . 3_ .

w1 =%y, Wy =%y, 0)3——%3

_ Ostatni koeficienty jsou rovny nule. Dosadime-li hodnoty
(18) do (13), ziskdme systém
' dvt

W—vzslegxl . =0

dv?

—v3e,83%, 4 V1, =0
at 2€3%9 1 (13)”
dv®

——viEgea%y + V2u, =0

dt

e R
~ Systém (13)” je ekvivalentni s (13), ale obsahuje jen tii podstatné
nezavislé koeficienty »x;, x,, x»;. Tvrzeni, proslovené na poéitku
tohoto odstavce pro obecnou kiivku, je tedy dokizané.

7. Redukee systému (13) pro pfipad drahy svételného paprsku.
Pii odvozeni.systému (13)” neudinili jsme zvlastnich pfedpokladi
o kiivee C(t), podél niZ se posuv d&je. MuiZeme tedy piedpo-
klddati, Ze C je drahou svételného paprsku. V tom piipadé, —

" vzhledem k rovnici (12) — je vektor %, o slozkach %—, partiku-

- 14rnfm integralem systému (13) a tudfz — podle (14) —
. t

. __det dml R
(eu c‘l;tc)s.——é__e‘v gx,;—(it- ee; . (2—},_....,4)
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je partikuldrnim integré,lem systému (13)". MuiZeme jej tedy re-
dukovati na linearni system tretfho Fadu. Uzitf metody, kterou
jsem vylozil na jinémmisté pro pfipad obecny,*) moZno systém

Yyr

ten prevésti bez quadratur na jednodussi o dvou koeficientech:

Systém (13), ktery definuje paralelni posuv podél
svételného paprsku v prostor-éasu teorie relativity
je mozino bez kvadratur pfevésti na linedrni sy-
stém o dvou koeficientech.

Jako vedlejsi vysledek plyne: Zname-li podél svétel-
ného paprsku jedindu kongruenci, kterd mé ,k¥i-
vosti®“ konstantni, paralelni posuv (podél svétel-
ného paprsku, totiz integraci systému (13)) je moZno
provésti bezkvadratur,uzitim pouhychoperacialge-
braickych.

Uzitim partikularniho integrélu & a dvou kvadratur méZeme
snadno nalézti jedté jeden partikularni integral. Oznadme jej e;,
(js=1, nebo 4) a pidme j;, J,, j3 = 2, 3, 4, nebo =1, 2, 3. '

Polozime-li

%, =k, =1 v
vi::coéj1+X; Vi — 60§i2+ Y’ Vs —= 60§i3+ Z’ ’Uj‘::-coéj‘,
systém (13)” se redukuje na jednodussi '

ix
= :
dY
dt
iz
=

Y&ji efﬂ_k e
=— Xk A . + Z¢j, g, 1 (13)""‘
. —Yl - ..

ktery obsahuje jen dva koeficienty £, ¢.

8. Riccatiho rovnice. Systém (13)"” mozno prevestl snadno na .
Riccatiho rovnici diferencialni. Polozme '

ly — 14 Au ‘ —_ 1-{—_/4
Xl/e,i_cl u YVS,,.—cz—r;: ZVB’““CA—-—/A

(c const., 1= ]/— 1)

Obdrzime jednak
g, X2 + €, Y2+ ¢, Zz—_ c?,

cok. je mtegral syst,emu (13)" a ]ednak " L

8) ,,Proprieta d]fferenzmh delle curve in uno spa.no & connessione -

lineare generale* a ,,Ancora sulle propmeta differenziali ... (Obé préce_
vyjdou v Rendiconti Palermo.) .

5
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da N/
Xy W —Vg — =D
e (A—p)? )
du S dA :
dYVg i (22 + D — W+ 1) (i = J=1)
72 T
(A—p)?
dy di
Vs ﬂ, — U Ji -
73— 1__/‘)

Eliminaci A resp. u z téchto rovnic obdrzime
‘-?—' z[(zz 1)V8“ 1— ik ]/f;- &, shJ
P

d [ 2 VS,' . V&" ]
- —DEBy k) T e e,
@ _(u )5 b= g, o s

co% je v podstaté jedilklé.v rovnice Riccatiho. Ziskali jsme tak vétu:

Diferencidlni systém linearni{ (13), ktery urduje-
paralelni posun podél svételného paprsku v L, je
.mo%no v tomto pfipadé pfevésti na Jedlnou rovnici
Riccatiho (19).

9. Poznimka. Postup predchaze]mlho odstavee je v podstaté
klasicky postup Darboux-uv. Véta vyslovena je vak zvlastnim
piipadem teorému, ktery plyne porovnamm mych praci o orto-
gonalnich systémech fadu n®) s praciLaurovoul®) a zni:

Differencidlni systém lineadrni fddu 4s quadra-
‘tickym integralem definitnim je moZno pfevésti na
dveé rovnlce Riccatiho:

27 = “2_1("3 + %y) + ["z+ v (%5 4 2,)] T2 _
_20/ = %yt ’(’fa—"l) + [”2“‘7' (35— x,)] 0.

(19)

9) ,,Su]la. ridugione dei sxsterm ortogonah di equazioni differenziali
lineari, ,,Com lementi al teorema di riduzione dei sistemi differenziali. -
. ortogon a ,,Sui sistemi differenziali lineari dotati di un integrale qua.dra

. tico indefinito*. (Ac. dei: meex, zaseddni 4. a 18. prosince 1927)

Ty, Sulls mtegra,z.mne di un sisterna di quattro equazioni lirieari

.- "a determinante gobbo per mezzo di due equazioni di Riccati (Ae. Torino

< 1006-07, 1907-08). Pro specielni formu tohoto systému. éty¥ rovnic udal
"neodvnsle od’ Laury stejny vysledek téi J Zdérsky (Casopls LII 1923.
Lostr. 204-—«206) ’

Lo
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Le déplacement paralléle dans Pespace-temps de M. Weyl.
(Extralt de P'article P récédent.)

L’auteur démontre que le systéme (11) qui définit le déplace-
‘ment paralléle le long d’une courbe ¢ dans I’éspace-temps relati-
vistique de M. Weyl, peut étre ramené & la_forme plus simple .
(13)” ne contenant que 3 coefficients »x,, »;, %, (les ¢ étant +1).
Si la courbe C est un rayon de lumiére, le systéme en question
peut étre réduit en un systéme & deux coefficients seulement.
D’autre part en employant une autre solution particuliere de (11)

(d’ailleurs facile & trouver) on peut le réduire & une équation de
Ricecati (19).

"Rim, leden 1928." St
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