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Gasopis pro pdstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Contact des courbes et des hypersphéres dans
un espace euclidien 4 n dimensions. — Courbes
~ sphériques.
Karel Havli¢ek, Praha.
L’Université Charles, séminaire de géometrie.

(Regu le -15 mars 1947.)

1. Soit R, un espace euclidien & n dimensions, (n = 2) aux
coordonnées cartésiennes rectangulaires. En outre choisissons la
notation et la terminologie de M. V. Hlavaty*). Alors un vecteur v
aura n composantes v,, vy, ..., Uy. Désignons par u.v = u, v, +
+ ... + Uy v, le produit sca,lan'e de deux vecteurs u, v, et conve-
nons d’appeler par radius vecteur X le vecteur aux extrémités
(0,0, ..., 0) et (x4, s, .. x,,)

SOIt r le radius Vecteur d’une courbe reelle non isotrope de R,,,
de sorte que ds + 0. On a done :

r=r(s). (1)
Nous supposons que r soit de classe n + 1 -au.moins. Nous consi:
dérerons seulement un tel intervalle de para.metre 8, dans lequel
il n’y a que des points généraux de notre courbe c’est-a-dire, nous
supposerons, que la matrice
: #2578 s |

soit du rang 1 pour toutes les valeurs de s (les accents désignent les
dérivées par rapport & s).

Désignons par t, n,2n, ...,"1n les vecteurs unitaires dans
les directions de la tangente, de la 1%re, 2ime, (n — 1)i¥me normale
de la courbe Alors le déterminant

tl, t’, seny tﬂ B
L e W@
nly n—lp | n—lp,

est orthogona.l cest-a-dire
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tit=1,.n=1,1."n=0, 'n.sn=0, (3)
(hp=12..n—1 1+ n). ‘
Convenons d’appeler hyperplan normal au point de la courbe ’hyper-
plan des vecteurs ‘n (A = 1,2, ..., n —1).
Soient ki + 0(A=1,2,...,n— 1) les courbures scalaires
de la courbe. On a donc les formules de Frenet bien connues

= ky*n
= —k t+4+ k.2n.

n' = — k. 'n + ks ®n S (4)
n2n = o n3n + ke *—In
n—ln’ —_ kn~l n——2n

Désignons par g; (A=1,2,...,,—1) les rayons des cour-
bures, alors

=  (G=12..,n—1 ®)

Une hypersphére plongée dans R, est donnée par I’équation
x—p).-x—p)=r o (6)

-~Dans cet article, nous allons considérer le contact de la courbe
" (1) avec I’hypersphére (6) et la condition nécessaire et suffisante
pour que la courbe (1) soit située sur I’hypersphére (6), mais nous
n’allons pas étudier le probléme du contact de la courbe (1) avec les
sphéres & k dimensions (K <7 — 1). Les sphéres osculatrices a k
dimensions ont été étudiées par M. E. Egerviry?).

2. La puissance du point r par rapport al hvpersphere (6) etant
désxgnée par P,ona

P=(—p:r—p—r- (7)
Si r représente le point quelconque de la courbe (1), la pmssance
P = P(s) est une fonction réelle du paramétre s.

. Détinition 1. Quand les équations

. im-L® 0 x=01,2 ..4q
: f’é(mt satisfaites pour « =0, 1, 2, ..., q, nous disons que l’hypersphére
(6) a le contact d’ordre q au-moins avec la courbe (1) au point 8 = s,
De plus nous disons que ce contact est precwément d’ordre q quand
en méme temps Pinégalité
. P(s)
S Be—am
est aussi satisfaite.
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Théoréme 1. Pour que Vhypersphére (6) dit le contact dlordre g
au moins avec la courbe (1) au point s = 8, il faut et 1l auffzt que les
equatwns '

~ P(s;) = P'(s) ='P”(3o) = ... = P@(g) =0 (8)

soient satwfaztes pour que ce contact soit précisément d’ordre g, il faut
et 1l suffit qu’a coté des équations (8) l'inégalité P(1+ 1)(80) %+ 0 soit
satisfaite.

Nous pouvons démontrer facilement ce théoréme en appli-
quant la formule de Taylor

P(s) = Ploo) + S0 P(sp) + .. +(( j"}), Pt d(s,) + Z,

ol Z désigne le reste.

Théoréme 2. La condition mécessaire et suffisante pour que
Uhypersphére (6) ait le contact d’ordre ¢ = 0 au moins avec la courbe (1)
au point 8 = 8y, est: ce point est situé sur Uhypersphére (6). De: plus,
la condition nécessaire et suffisante pour que ce contact soit d’ordré
g = 1 au moins, est: le centre de Uhypersphére (6) est situé dans Uhyper-
plan normal de la courbe au point s = s,. Dans ce cas lhypersphére
(6) touche la courbe (1) au point donné. - :

‘Démonstration. Le cas du contact d’ordre q = 0 est déja
compris dans le théoréme 1. Etudions le cas ¢ = 1. La denvée
de la fonction P(s) est donnée par la formule

P'(s) = 2r'(s) . [r(s) — p]. 9

Si I’on pose Ty = r(3,), to = t(s,) = I'(8,), la condition nécessaire
et suffisante pour le contact d’ordre ¢ = 1 est (voir (8) et (9)):

to.(fb—p) =0, 9")

c’est-a- du'e les vecteurs t, et fo—P sont perpendlculmres entre
eux. Cela étant, nous pouvons écrire
n—1

r—p= 2.0'ny, (ng = *n(sy)) {(10)

oic,(A=1,2,...,n—1) sont les para,metres arbitraires et indé-
pendants entre eux. Le radius vecteur p du centre de r hypersphére
est donné par la formule (10), alors

pP=r— an*no ' . '(10')

Les équations (10), resp. (10’) sont déja les. équatlons parametnques
de I'hyperplan normal de la courbe (1) au pomt 8 =gy avec les

paramétres variables ¢;. .
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Considéfons maintenant le contact d’ordre ¢ > 1. Dans ces
cas nous ne pouvons pas choisir le centre de ’hypersphére tout
a fait arbitrairement dans I’hyperplan (10’), parce que les para-
métres ¢i ne sont plus indépendants entre eux.— Le théoréme
suivant n’ est qu’un théoréme auxiliaire.

Théordme 3. Les dérivées du vecteur unitaire t de la courbe 1)
par rapport & s sont déterminées par les formules

q
t0 = A, t+> 4,2 (g=1,2, ..,n—1)
A=1 ’
t (11)
i = A, ot + 2> Ap2'n
i=1

o les expressions A; i sont domnées par les relations de récurrence
au moyen des termes précédents:

Ax, =0, 4,,= ky
Aa, = A'q—l.o - klA«—l.l
Agi = A'gi+ kidg—ri1—kis1dg—1,im1

aa—1 = A'g 1,61 + kg 141,02
Agg = kelyrgor=kiky... kg % 0
'An.o = A’n—l o—Fk An--] 1 (12)
Ani = An—lf+ kAn——l r—l—kﬂ-lAn—l i+l
n,n—1 — A’ n—1l,n—1 + n—I1<kpn—1,n—2
(z-12,. 5q9—2) (9=2,3,. n—l)
G=12..,n—2)

La démonstratlon se fait par un calcul mécanique a l'aide des
formules de Frenet. La premiére relation (11) pour ¢ = 1 est la
premiére formule (4) de Frenet En dérivant I’équation.

te—h = 4, ot + Ag '+ ...+ Ag,g—1 7 In,
nous avons

. D) = A'q_l'ot + Alq_1,1 In4...+ A’q—l,q—l —lp 4
. 4+ Ag0 V4 Agan I+ o4 gy g S
En employant les formules (4) de Frenet, nous obtenons les équa-
tions (11) et (12). Parce que nous supposons k, + 0, nous avons
P'inégalité importante 4, + 0

Dans les theoremes sulva,nts nous conmdérons le conta.ct
d’ordre ¢ > 2.

Théoréme 4. Le contact de Uhypersphére (6) avec la courbe (1)
au point 8 = 8, soit d’ordre q au moins, 2 < g < n; dans ce cas les
paramétres ¢, Cy, ..., Co—1 (voir les formiules (10), resp. (10')) dont
déterminés " d'une manidre univoque, tandis que les paramétres ¢,
Cq41y ++ s Cn—1 SOML arbitraires.
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'D‘émon stration. Supposons tout d’abord q = 2. Nous avons
P's)=2[F" . (r—p) + 1]
En écrivant r” = t’, nous obtenons & 1’aide des équations (8), (10),
(11) et (12) la condition suivante pour le contact d’ordre ¢ = 2:

n—1
1 “I“ (kl)o lno .)Zl'cz'ano = 0.
(Le symbole (...), désigne la valeur de la fonction considérée au

point s = s;,.) — Au moyen des formules (3) nous pouvons tirer
* de cette équation la relation pour le paramétre c,:

¢ =—1(01)0 = —(kll)o.

Alors, c’est le cas ¢ = 2. — Supposons maintenant, que notre
théoréme soit vrai pour le contact d’ordre ¢ — 1, c’est-a-dire que
les paramétres c,, ¢, ..., ¢;—2 soient déja fixés. Pour "obtenir le

parameétre c,—,, il est utile de calculer la dérivée P()(s) au moyen
de la formule (9):

Pa(s) = 210 . (r—p) + 8],
ou I’expression S est donnée par la formule

= (17 rer (1 e
+ (q I 1) e L

En écrivant 10 = (e—1, nous obtenons a l’axde des équations (3),
(8), (10), (11), (12) la condition

(Ag—1,1)0¢1 + -+ + (4g—1,4—2)oCe—2 + (4«—1,4—1)004—1 =+ (S)o =0. (13)
Cette équation définit le parameétre ¢,—;, parce que les expressions
(Ai,x)o-et (8); ne sont.pas des fonctions des c;, et parce qu’il y a
Ag—1,4-1 F+ 0 (voir le théoréme 3.). Enfin, pour les paramétres
Cgs Cg+1, -++» Cn—1, 'équation (13) ne présente aucune condition
nouvelle. Le théoréme 4. est ainsi démontré.

On peut formuler le théoréme que nous venons de démontrer
d’une autre maniére.

Corollaire. Le lieu des centres de toutes les kyperspheres, qm ont
le contact d’ordre q au moins (1 < g < n) avec une courbe au point
8 = 8y, est un espace euclidien R,—q & n — q dimensions, dit D'espace
polaire d’ordre q du point 8 = 8, de la courbe. Dans le cas n + g, cet
espace R, g est paralléle aux normales ny (A =¢q,q¢+ 1,...,n—1).

En effet, le centre de I’hypersphére qui a le contact d’ordre
g au moins avec la courbe, est’donné par les équations (10), Tesp.
(10). Le théoréme 4. nous dit' que dans ces équatlons 11 n’y a que
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les. parameétres cg, Cg+1, -- -, Ca—1, qui sont arbitraires; alors, ces
équations définissent un ‘espace euclidien & » — g dimensions.
Le cas ¢ = 1 était déja considéré dans le théoréme 2., parce que
le premier espace polaire (c’est-a-dire I’espace polaire d’ordre ¢ = 1)
n’ est que ’hyperplan normal de notre courbe. L’espace polaire
d’ordre ¢ = n est seulement un point, c’est-a-dire le centre de I’hy-
persphére qui a le contact -d’ordre ¢ = » au moins avec notre
courbe.

Définition 2. Nous disons qu’une hypersphére est osculatrice
au point de la courbe, si elle a le contact d’ordre ¢ = n au moins avec
la courbe au point considéré.

Théoréme 5. Désignons par R la longuer du rayon de Uhyper-
sphére osculatrice au point s = s, de la courbe (1); cette longueur est
donnée par la relation

n—1
R =D ¢, (14)
i=1
les coefficients c, étant donnés par le théoréme 4.

Ce résultat est une conséquence des équations (3) et (10),
parce que
n—1 n—l1

R = (r,—p).(ro—p) = (glcZ i) - gf“ “ny)-

Si I'on calcule les coefficients c; dans les cas n = 2, 3, 4, 5,
ona: '

n=2 g=2, ¢g=—g

n=>3 q¢q=3, cg=— 9'1§’2 )

n=>4,. qg=4, cs = —[(0"104)" + 01ks] 05 ,

n Z 5, g=205, cg=—{([(e103) + 0:ka] 03)' + 0©'104ks} 04

. . 1 . .
(bien entendu, les valeurs des fonctions k; = = sont prises au point
2 .

.8 = §). _ :
~ Les longueurs des rayons des hypersphéres osculatrices sont
données par les relations qui sont d’accord avec les résultats de
M. E. Egervary?):
n = 2, R = 912 .
n=23, R =g?+ (9:19:)2 . .
n=4 R =g+ (9'191)’ + [(Q:lea): + oika]? i
n=25 R =g+ (¢10)" + [(€104) + oiks]* o5 +
+ {([{(e'104)" + €:1ks] 05)" + 0'104K3}* 0.

Lescasn < 3se trouvent presque dans tous les cours de la géometrie
différentielle. Le cas » = 4 est considéré plus profondément par
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M. O. Boruvka?), qui étudie la courbe spécialle avec les courbures
scalaires constantes, alors k; = const + 0.

3. Considérons encore les courbes sphériques qm sont déter-
minées par la définition suivante:

Définition 3. Une courbe sur une hypersphére sappele courbe
sphérique.

Théoréme 6. Une courbe sphérique et U hypersphére, ot cette courbe
est située, ont le contact d’ordre infini en tous les points de la courbe. .

La démonstration est évidente, car I’équation P(8) = 0 est
satisfaite pour toutes les valeurs du parameétre s (voir la définition 1).

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
courbe soit spherlque

Théoréme 7. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
courbe soit sphérique, est: tous les hyperplans normaux de cete
courbe ont un point fixe en commun au moins; ce point est le centre
de Uhypersphére, sur laguelle notre courbe est située.

Supposons d’abord que notre courbe C soit sphérique; cette
courbe est donc située sur une hypersphére qui a le contact d’ordre
g = 1 au moins le long de O (voir théoréme 6.). Il en résulte que
le centre de cette hypersphére est situé dans tous les hyperplans
normaux de notre courbe C (voir le théoréme 2.). Alors, la condition
du théoréme 7. est nécessaire.

Supposons au contraire que cette condition est satisfaite:

11 existe un point fixe p qui satisfait & 'équation

(p—r(®)].ts) = 0. (16)
Soit K(s) = [r(s) —p].[r(s) —p] la fonctlon du parametre s dont
la dérivée est donnée par la formule _
K'(s) = 2[r(s) — p] -1'(s).
Si Pon écrit + = t, on a & l'aide de la"formule (15) K'(.s) =0, d’m‘l
K(s) = const. Clest déja I'équation de ’hypersphére cherchée

Théoréme 8. Soient ay, a,, ..., a, les fonctions du pammétre 8,
qui sont données par les relattons de récurrence:

aﬂ"“O,

a; = Q1 :
.................... . . - .16 .
a; =a'i Qt+a1—2k1—1 i (1=23,...,n—1) (16)
Ay = —a/n—l On—1-

Pour qu’une courbe smt sphérique, i faut et il suffzt que l’équcmon
différentielle

, _.a,.—a,._z-O - o (17).
soit satwfmte pour tous les points de la courbe. - e
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Nous pouvons démontrer ce théoréme & 1’aide des équations
linéaires suivantes:

x—r).t=0
X—r).'"n=a; (A=12,...,n—1)

ol X est le radius vecteur du point quelconque de I’hyperplan
considéré et r, t, *n sont les vecteurs dépendants de s.

Supposons d’abord que notre courbe soit sphenque Alors,
il existe un pomt fixe p (v01r le théoréme 7.) qui satisfait & la
condition (15), c’est-a- dlre 4 la premiére équation du systéme (18).
SiT’on calcule la dérivée de (15), on a (& ’aide de formules de Frenet)

(p—r).'n=ay
le point p satisfait aussi a la deuxiéme équation du systéme (18).
Nous pouvons ainsi déduire que ce point p satisfait & toutes les
équations du systéme (18). La derniére de ces équations est

P—r)."'n=a,.

En prenant la dérivée de cette equatlon il viendra (a T’aide des for-
mules de Frenet)

(18)

'(p —T). "N = an.
Alors le point p vérifie la relation - _
' (X—r)."2n = a,. (19)

11 en résulte que la solution du systéme (18) satisfait aussi & 'équa-
tion (19), d’out a, = a,—2. Donec, la condition (17) est nécessaire. "
Supposons au contraire que cette condition (17) est satisfaite.
11 en résulte que la solution du systéme (18) satisfait aussi a I'équa-
tion (19): en effet, le déterminant du systéme (18), c’est-a-dire le
déterminant (2), est différent de zéro, alors les équations (18)
ddmettent une solution x = p(s), et parce que la condition (17)
est satisfaite, cette solution vérifie aussi 1’équation (19). Alors,
nous pouvons écrire X = p(s) Sil’on calcule la dérivée de la prémlere
équation (18) on a

Pt (=) (k) = 1.
‘Ilen resulte (aTaide de la deux1eme des equatlons (18) et de k; + 0)
qu’ll ya
, p.t=0. (20)
Si I'on apphque cette méthode & toutes les équations (18), onaa
I’side de I’équation (19) les conditions suivantes:
pP.'n=0, A=12..,n—1) : (21,

: Les conditions (20) et (21) ne sont que le systéme des equa,tlons
linéaires et homogenes pour les composantes inconnues du vecteur
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p’. Mais le déterminant (2) de ce systéme est différent de zéro; il en
résulte qu’il y a
Pr=pr=..=pr=0,

d’ol1 p(s) = const. Ce point fixe p est indépendant du paramétre s
et il satisfait & la condition (15) pour toutes les valeurs du para-
métre s. Il en résulte que la condition du théoréme 7 est satisfaite;
notre courbe est sphérique.

Si I’on calcule la condition (17) dans les cas n = 2 3,4,5,0na:

n=2, ¢o,=0,

n=3, (9192)92+91—0 :

n=4, [(0'102)0s]'0s 1 (@1ka0s) 05 +- €102 =0,

n=>5, {[(¢ 1@2) Qs] 04}’ 94 + [(0:k 293) 04 + 0 192’“394] 04 +
+ [(0'100)" + 0:ks] 03 =

Les cas n < 3 sont bien connus. J’ai déduit le cas spépial
n = 5 dans un autre travail,?) mais par une autre méthode.

Nous avons une application facile du théoréme 8., dans le cas ot
les courbures scalaires sont constantes non nulles (Ic; = const; 3+ 0,
A=1,2,...,n— 1). Celles parmi ces courbes qui sont plongées dans
un espace a un nombre pair de dimensions, s’appellent Aypercir-
conférences (resp. circonférences pour n = 2); et, au contraire, celles
qui sont plongées dans un espace & un nombre impair de dimensions,
s’appelent hyperhélices (resp. hélices pour » = 3). Dans ces cas, il y
a toujours a, = 0 et de plus: si ¢ est un nombre pair, il y a aussi
ag = 0; si g est un nombre impair,ilyaa, = 0(0 < ¢ < n). A Paide
du théoréme 8., nous pouvons dire:

Les hypercirconférences sont des courbes sphériques, et au contraire
les hyperhélices ne sont pas des courbes sphériques. (Voir les travaux
de M. O. Bortivka?) et de M. M. Syptak.5))

*
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. Stykv k¥ivky a nadkoule v n-rozmérném prostoru euklidovském.
Kf¥ivky sférické.

(Obsah predeslého &lénku).

V n-rozmérném prostoru euklidovském piedpokladejme kiivku,
kterd ma v uvazZovaném prostoru nenulové k¥ivosti k; + 0, (4 =
1,2,...,n—1). Geometrické misto stfedi vSech nadkouli, které
maji s takovou kfivkou v uréitém bodé styk nejméné fddu ¢
(1< g < n), je jisty (n—gq) rozmérny euklidovsky prostor,
t. zv. g-ty poldrni prostor uvazovaného bodu kiivky; tento polarni
prostor je rovnobéZny s prostorem, uréenym poslednimi n —gq
normalami kiivky v uvazovaném bodé. V pripadé g = » redukuje
se tento polarni prostor na bod a ptislusnd nadkoule se nazyva
oskulaéni. ' '

Kiivka, jejiz viechny body lezi na néjaké nadkouli, se nazy-
vé sférickd. Nutnd a dostadujici podminka pro to, aby kiivka byla
sférickd, je splnénf diferencialni rovnice a, — @, = 0 v kazdém

jejim bodé; funkce a; (1t = 0,1, 2, ..., n) jsou diny rekurentnimi
vztahy (16) jako funkce oblouku dané kiivky, g1 = kl (A=1,2,...
: 2

..., n— 1) jsou poloméry kfivosti. Snadnou aplikaci této véty dosta-
vame pro piipad, Ze kiivosti kiivky jsou konstantnf, k; = const +
+0, (A=1,2,...,n—1). Vychazi znamy vysledek: je-li n ¢islo
sudé, pak tato kiivka — t. zv. nadkruznice — je sféricka, a naopak,
je-li n ¢islo liché, pak tato kiivka — t. zv. nadSroubovice — neni
sféricka.
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