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Sur les bases du groupe symétrique, 
Sophie Piccard, Neuchâtel. 
(Reçu le 27 octobre 1937.) 

On voit sans peine que quel que soit le nombre entier n ^ 3, 
le groupe symétrique O d'ordre n\ ne saurait être engendré par 
une seule de ses substitutions. Par contre, il existe des couples 
de substitutions de O qui permettent, par composition, d'engen
drer ce groupe. Telles sont, p. ex., les deux substitutions 
.S=(12...n),r = (l 2).i) 

Définitions. 1. Quel que soit le nombre entier n >̂ 3, nous 
dirons que deux substitutions S et T faisant partie du groupe 
symétrique O d'ordre n\ constituent une base de ce groupe si 
toute substitution du groupe O peut être obtenue en composant 
S et T. On voit immédiatement que quelle que soit la substitu
tion R du groupe G, si deux substitutions $, T constituent une 
base de O, les deux substitutions RSR—1 et RTR—1 en constituent 
également une.2) 

2. Nous dirons que deux bases S> T et Sl9 Tx du groupe O 
sont distinctes si elles diffèrent au moins par une substitution. 

3. Nous dirons que deux bases S, T et Sl9 Tx du groupe O 
sont indépendantes si quelle que soit la substitution R du groupe 09 
la base RSR—1, RTR—1 est distincte de Sl9 Tx ou, ce qui revient 
au même, la base R81R-l

9 RTXR-1 est distincte de S9 T. 
Problème: Quel est le nombre total N des bases du groupe 

symétrique O d'ordre n\ (n I> 3)? 
Le but de la présente note est de prouver que le nombre N 

est un multiple de \n\ et d'indiquer un système complet de 
bases du groupe O pour n = 3, 4, 5 et 6. 

Proposition 1. Quel que soit le nombre entier n >̂ 3 et quelles 
que soient les deux substitutions S9 T du groupe symétrique O 

1) Pour simplifier récriture et sans nuire à la généralité des raisonne
ments qui suivent, nous désignerons généralement par les nombres 
1, 2, . . ., n les éléments d'une substitution de degré n. 

s) Dans les formules donnant des substitutions composées, les substi
tutions successives de la composition sont toujours effectuées de droite 
à gauche. 
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d'ordre n! qui constituent une base de ce groupe, il n'existe aucune 
substitution R 4= 1 du groupe G qui soit permutable aussi bien 
avec S qu'avec T. 

Démonstration. Supposons le contraire et soit R =*- 1 une 
substitution de G, telle que Ton ait simultanément 

RS=SR (1) 
RT = TR 

Comme S, T est une base de G, toute substitution Q de G s'obtient 
par composition de S et de T. Soit Q = q>(S. T). On déduit alors 
sans peine par induction des relations (1) que l'on doit avoir 
R y(S, T) = <p(S> T) R, c'est-à-dire, RQ = QR, quelle que soit la 
substitution Q de G. Or, cela n'est possible que si R = 1, contraire
ment à notre hypothèse sur R. Notre proposition est ainsi démontrée. 

Proposition 2. Quelle que eoit la base S, T du groii]>c symétri
que G d'ordre n! (n >̂ 3), s'il existe une substitution R de G. 
telle que l'on a simultanément 

RSR~1=T m 

RTR-l = S. {l} 

la substitution R est du second ordre. 
Démonstration: R ne saurait être = 1, puisque dans le cas 

contraire on aurait S = T et, par suite, les deux substitutions S. T 
ne formeraient pas une base de G. Donc Tordre de R est _• 2. 

Des relations (1) on déduit immédiatement 
R*SR-* = RTR-1 = S 
R*TR-* = RSR-1 = T. 

Ainsi les deux substitutions S et T sont permutables avec la 
substitutions R*. Or, en vertu de la proposition 1, cela n'est possible 
que si R1 = 1. Donc l'ordre de R ne saurait être supérieur à 2. 
Et comme il n'est pas inférieur à 2, il est bien égal à 2, c. q. f. d. 

Lemme 1. Quelle que soit la base S, T du groupe symétrique G 
d'ordre n! (n _; 3), s'il existe une substitution R de G, telle que 

RSR-1=T m 

RTR-1 = S, (l) 

cette substitution JR est unique. 
Démonstration. En effet, supposons le contraire et soient R 

et 1^ deux substitutions distinctes du groupe G, telles que l'on 
ait (1) et 

R1SRr* = T (2) 

RiTRr1 = s. w 

Puisque les deux substitutions S et T constituent une base de G, 
on ne saurait avoir ni R = 1, ni R1 = 1. 
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De (1) et (2), on déduit: 

RSR-1 = RfiRr1 et RTR-1 = RxTR{-\ 
c'est-à-dire 

RX-*RS = SRryR et BrlRT = TRrlR. 
Ainsi la substitution Rl~

1R est permutable à la fois avec S et 
avec T. En vertu de la proposition 1, cela n'est possible que si 
R^R = 1, c. à. d. si .Bj = R. Notre lemme est donc démontré. 

Lemme 2. Si S, T est une base du groupe symétrique G 
d'ordre n\ pour laquelle il existe une substitution R de G, telle que 

RSR-X=T m 

RTR-1 = S, (l) 

quelle que soit la substitulion P de G, il existe une substitution Q 
de G et une seule, telle que 

PSP-1 = QTQ-1 

PTP-1 = QSQ-1. (Z) 

Démonstration. Soit P une substitution quelconque du grou
pe G. De (1) on déduit immédiatement 

PRSRr~1P-1 = PTP-1 

PRTR-W-1 = PSP-1. 
Posons PR = Q. 

On a donc QSQ-1 = PTP-1 

QTQ-1 = PSP-1. 

Il existe donc bien une substitution Q du groupe G, telle que les 
relations (2) soient satisfaites et il résulte immédiatement du 
lemme 1 que cette substitution est unique. 

Lemme 3. Si S, T est une base du groupe symétrique G d'ordre 
n\ (n _; 3), telle qu'il n'existe aucune substitution .R de G pour 
laquelle on ait les relations: 

RSR-1 = T 
RTR-1 = S, 

quelle que soit la substitution P de G, il ne saurait exister une 
substitution Q de G, telle que l'on ait à la fois 

PSP-1 = QTQ-1
 m 

PTP-1 = QSQ-1. (l) 

Démonstration. Soit P une substitution quelconque de G et 
supposons, contrairement au lemme, qu'il existe une substitution Q 
de G, telle que les relations (1) aient lieu. On en déduit alors immé
diatement: Q—iPSP—W = T 

Q-ipTP-*Q = S. 
Posons R = Q-XP. 
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Il vient alors RSR-1 = T 
RTR-1 = S. 

Or, d'après nos hypothèses, il n'existe aucune substitution R de G 
qui vérifie ces deux relations. Nous sommes, donc conduits à une 
contradiction et notre lemme est démontré. 

Corollaire. Soit (1) Rl9 R2,..., Rn\ une suite formée de toutes 
les substitutions du groupe symétrique O d'ordre n\, ces substitu
tions étant rangées dans un ordre quelconque. Soit S, T une base 
quelconque du groupe O. Posons RiSRi~l = Si, RiTRi—'i = î\\ 
quel que soit % = 1, 2, . . ., n\. Je dis que la suite 

(Sx, Tx), (S29 T2),. . ., (SnU Tnl) (2) 
contient soit n\ bases disetinctes, soit \n\ bases distinctes du 
groupe 0. 

En effet, s'il n'existe aucune substitution Ri de O, telle que 
S{ = T, Ti = S, il résulte du lemme 3 que tous les termes de 
la suite (2) sont distincts deux à deux. Cette suite contient donc 
dans le cas considéré n\ bases distinctes du groupe O. 

S'il existe une substitution Ri de O, telle que Si = T, T{ = S. 
en vertu du lemme 1, cette substitution Ri est unique et, en vertu 
du lemme 2, il existe alors pour toute substitution R* de la suite (1) 
une substitution Ri et une seule de la suite (1), telle que S* = 3V 
Tt = Si. La suite (2) contient donc dans ce cas \n\ bases distinctes. 

Notre corollaire est donc bien établi. 
Nous diront que la base Su T{ est la transformée de S, T par 

la substitution Rit 

Proposition 3 (fondamentale). Quel que soit le nombre entier 
n ^ 3, le nombre total N des bases distinctes du groupe symétri
que 0 d'ordre n\ est un multiple de \n\. 

Démonstration. Soit S, T une base quelconque de G. 
Soit 

(S1,Tl),(St,Tt),...9(Snl,TnX) (1) 
la suite formée de toutes les transformées de la base S, T par les 
substitutions du groupe G. D'après notre corollaire, la suite (1) 
contient n\ ou \n\ bases distinctes du groupe O. 

Soit à présent m un nombre entier quelconque ^ 1 et suppo
sons que nous avons déjà défini m bases indépendantes (voir 
définition 3) (S^, T&) = (S, T), (S(2>, _T<2>),. . . , (£<*>, T("0) du 
groupe G. 

D'après ce qui précède, la suite 

( « A T{% ( S A T%i%..., ( S A rnl«>) (t) 
contient soit n\ soit \n\ bases distinctes de G, quel que 
Boit % = 1,2, . . ,,m et l'on voit immédiatement que les suites 
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(1), (2), . . . , (m) sont disjointes deux à deux (c. à. d, qu'elles n'ont 
aucun élément commun). 

Deux cas peuvent maintenant se présenter. Ou bien toute 
base du groupe O figure dans une des suites (i), (i = 1, 2, . . ., m). 
Alors notre théorème est démontré. Ou bien il existe une base 
<S<m+1), jT<m+1) de G qui ne figure dans aucune de ces suites. For
mons alors la suite 
(fif1<-+1), T-C+1)), (52(-+

1), Ta(~+1)),..., (Sni(-+1), Tnfi"+*>). (m + 1) 
D'après notre corollaire, cette suite contient \n\ ou n\ termes 

distincts. Je dis que la suite (m -f- 1) ne saurait contenir aucune 
base d'une suite (î), (i = 1 , 2 , . . . , m). En effet, supposons le 
contraire et soit, p. ex., 

(.S/-+1), 2y*+*>) == (Sk(*>y Tk&) (l<,j<Ln\, K J ^ rc!). 
On doit alors avoir 

soit a) £/*+-> =- £*«), T/w+1) = TV*); 
soit b) £/*+-) =- 2V<), î ,/«+1) = Sk&; 

a) peut s'écrire 
RjS^+VRr1 = RkSMRk-\ Bjn-+*)Rri = RkT^Rjr\ 

On en déduit 
£<*+-) = RriRtfMRjriRj, JW-1) = R^RitTMTï-iRj. 

Posons .Rp1-»* = Q. 
Nous voyons que flfO"^1) est la transformée de £<*) par Q et 

que T<««+-) est la transformée de T**> par Q. Donc les deux bases 
S&, TO et /S(m+x), T(»+ Ï) ne sont pas indépendantes, contraire
ment à notre hypothèse. Dans le cas b), on trouve, par un raison
nement analogue, que iS(m+1) est la transformée de T& par Q et 
que Tt*^-) est la transformée de S<*> par Q, ce qui implique égale
ment une contradiction. Donc aucune base de la suite (m -f- 1) 
ne saurait appartenir à l'une des suites (i), (i = 1, 2, . . ., m). Cela 
étant quel que soit le nombre entier m I> 1, il en découle que le 
nombre total N de bases du groupe symétrique O d'ordre n\ (n ^ 3) 
est bien un multiple de \n\, c. q. f. d. 

* 
2. Il résulte de notre théorème fondamental que le nombre 

total N de bases du groupe symétrique 0 d'ordre n\ est un nombre 
de la forme N = K.\*\, 

K désignant un nombre entier >̂ 1. 
Nous dirons que i f bases (&l>, T&), (S<2\ T&), (S&, T<3>), . . . 

. .., (S<M\ 37<if)) de O forment un système complet de bases indé
pendantes si elles sont toutes indépendantes deux à deux et si 
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toute base de G s'obtient eh transformant l'une des bases de ce 
système par une substitution déterminée de G. 

Le nombre M e s t un i n v a r i a n t du groupe G. 
Montrons que M < K, quel que soit w >̂ 3. 
A cet effet, il suffit de montrer que quel que soit le nombre 

entier w >̂ 3, il existe au moins une base du groupe G, dont la 
suite des transformées au moyen de toutes les substitutions de G 
contient w! bases distinctes de G. D'après ce qui précède, quelle 
que soit la base S, T du groupe G, dont l'ensemble des transfor
mées au moyen de substitutions de G contient Jw! bases distinctes, 
les deux substitutions S et T sont semblables. Donc, toute base 
de G dont les deux substitutions ne sont pas semblables possède 
en tout cas w! transformées distinctes au moyen de substitutions 
de G. Telle est. p. ex., la base (1 2 . . . w), (1 2). 

On a donc bien M < K, quel que soit w _; 3, c. q. f. d. 
D'autre part, il existe pour tout nombre entier w _; 3, des 

bases S, T du groupe symétrique G d'ordre w!, dont la suite des 
transformées au moyen de toutes les substitutions de G ne contient 
que Jw! bases de G. Quel que soit le nombre impair w _; 3, telle 
est, p. ex., la base S = (1 2 . . . w — 1), T = (1 2 . . . w — 2 w). 

En posant R = (w — 1 w), on a alors RSR-1 = T, RTR-1 = S 
et, en vertu des lemmes 1 et 2. il existe donc \n\ bases distinctes 
parmi toutes les transformées de la base S. T au moyen des sub
stitutions de G. 

Quel que soit le nombre pair w, la base { T I Z / O i Q ' " \ 

jouit de la propriété énoncée ci-dessus. En effet, pour R = (1 2). 
on a RSR-1 = T, RTR-1 = S. Donc, en vertu des lemmes 1 et 2, 
la suite des transformées de la base «S, T par toutes les substitu
tions de G contient |w! bases distinctes. 

Tout système complet de bases indépendantes du groupe 
symétrique G d'ordre w! comprend donc nécessairement des bases 
de deux espèces: les unes possèdent w! transformées au moyen de 
diverses substitutions de G, les autres n'en possèdent que £w!. 
Le nombre de bases de chacune de ces classes est, comme on voit 
sans peine, un invariant du groupe G. Soit Mx le nombre total des 
bases de tout système complet de bases indépendantes, dont 
chacune possède w! transformées au moyen de substitutions du 
groupe G et soit M2 le nombre total de bases de tout système 
complet de bases indépendantes, dont chacune possède \n\ trans
formées au moyen de substitutions de G. On a M = Mt + M2 
et K = 2MX + M2. 

Pour connaître toutes 'les bases du groupe symétrique G 
d'ordre w!, il suffit d'après ce qui précède, de connaître un système 
complet quelconque de bases indépendantes de ce groupe. 
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Nous avons calculé toutes les bases du groupe symétrique 
d'ordre n\ pour n = 3, 4, 5 et 6. Ensuite, nous avons cherché dans 
chacun de ces cas un système de bases indépendantes. Voici les 
résultats auxquels nous sommes parvenus: 

Ordre du 
[groupe symé

trique G: n\ Jn! 
I Nombre total 

! des bases 
de (ì: N 

K X M ! 
~~ln\ =Mг + M2 мx 

M2 

3 2 1 ì 
í) Г> 4 1 

57 31 26 5 
316 162 1Г)4 8 

3! = 6 
4! = 24 
б! = 120 
6! = 720 

3 
12 
60 

360 

!) 
108 

3.420 
113.760 

Notations: Nous affecterons d'un indice inférieur \ les deux 
substitutions de toute base du groupe symétrique d'ordre n\ dont 
le nombre de transformées au moyen de substitutions de ce groupe 
est égal à \n\. Les bases dont les deux substitutions ne sont 
affectées d'aucun indice possèdent chacune n\ transformées au 
moyen de substitutions du groupe. Le cycle ( 1 2 3 4) sera désigné 
par IV; de même, V = (1 2 3 4 5). VI = (1 2 3 4 5 6), 
IVj = ( 1 2 3 4), etc. 

S y s t è m e de bases i n d é p e n d a n t e s du groupe s y m é t r i q u e 
d'ordre 3! 

(1 2),, (2 3)j; (1 2 3), (1 2). 

.Système de bases indép. du groupe symétr . d'ordre 4! 
(1 2 3), (3 4); IV, (1 2); IV, (1 2 3); IV, (1 3 2); IV,, (1 3 2 4), 

S y s t è m e de bases indép. du groupe symétr . s'ordre 5! 
.(1 2 3) (4 5). (1 2) (3 4) IV, (4 5) 

IV, (1 2 5) 
IV, (1 5 2) 
IV, (1 3 5) 
IV. (2 3) (4 5) 
IV., (1 2 3 5). 
IVi, ( 1 5 3 2).. 
IV! (1 2 3) (4 5) 
IV, (1 3 2) (4 5) 
IV, (1 2) (3 4 5) 
IV, (1 2) (3 5 4) 
IV, (1 3) (2 4 5) 
(1 2 3) (4 5), (3 4) 
(1 2 3) (4 5), (1 2 4) 
(1 2 3) (4 5), (1 4 2) 
(1 2 3) (4 5), (1 4 5) 

(1 2 3) (4 5). (1 4) (2 б) 
(1 2 3) (4 5),, (1 2 4) (3 5), 
(1 2 3) (4 5 ) ь (1 4 2) (3 б)4 

(1 2 3) (4 б)î. (1 4 5) (2 Щ 
V, ( 1 2 ) 
V, (1 3) 
V, (1 2 3 4) 
V, (1 4 3 2) 
V, (1 3 2 4) 
V, (1 4 2 3) 
V, (1 2 3) (4 5) 
V, (1 3 2) (4 5) 
V, (1 3 5) (2 4) 
V, (1 5 3) (2 4) 
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Système de bases indép. du 
IV, (4 
IV, (1 
IV. (1 
IV, (1 
IV. (1 
IV. (1 
IV, (1 
IV, (1 

в) 
6 6) 
8) (3 
2) (3 
6) (4 
2) (4 
6) (4 
3) (4 

6) 
6) 
6) 
6) 
Ö) 
в) 
6) 
«) 

IV. (1 3) (2 5 6) 

IV, (1 2) (3 б 
IV, (1 2) (4 б 

IV, (1 2) (3 4 5 6) 
IV, (1 2) (3 6 5 4) 
IV. (1 2) (3 б 4 6) 
IV, (l 3) (2 4 ñ 6) 
IV. (1 5) (2 3 4 6) 
IV. (1 5) (2 6 4 3) 
IV. (I б) (2 3 6 4) 
IV, (1 б) (2 4 6 3) 
IV. (1 5) (2 4 3 
IV, (1 5) (2 6 3 

(1 
(1 2 
(1 2 
(1 2 
(1 2 
(1-2 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

V, (б 6) 

(4 5), 
(4 б), 
(4 5), 
(4 5), 
(4 5), 
(4 5). 
(4 5), 
(4 б), 
(4 б), 
(4 б), 

<4 б>,, 
(4 % 
(4 б) ł t 

(4 6)j, 
(4 б), 
(4 б). 
(4 б). 
(4 б), 
(4 5), 
(4 5), 
(4 5), 

«) 
4) 
4 6) 

(1 6 4) 
(1 4) (2 6) 
(1 4) (5 6) 
(1 6) (3 4) 
(1 2) (3 4 6) 
(1 2) (3 6 4) 
(1 4) (2 3 6) 
(1 4) (2 6 3) 
(1 4) (2 5 6) 
(1 4) (2 6 5),' 
(1 4) (3 5 6), 
(1 6) (2 ' • 
(1 6) (2 

(1 2) (3 4) (5 6) 
(1 2 4) (3 5 6) 

2) (3 6 5) 
5) (2 3 6) 
4) (2 6 3) 
6) (2 3 5) 

4> 

*ì* 

(1 6 4) (2 б 3) 

g r o u p e 

V, 
V, 
V, 
V. 
V. 

v, 
V. 
V. 
V. 
V. 
V, 
V, 
V. 
V. 
V, 
V. 
V, 
V, 
V. 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
IV 
I V 
I V 
IV 
IV 
IV 
IV 
I V 
IV 
IV 
IV 
VI 
VI 

s y m é t r . d'ordre 6! 

2 6 3) 
3 6 2) 
3 2 6) 
6 2 3) 
3 
6 
4 
6 
2 
3 
2 
3 
2 
4 
2 
4 
2 
6 
2 
6 2 

2 
6 
3 
6 
3 
6 
3 
6 
2) 

i 6), 
; 6), 
І 6), 
i б ) , 
i б ) , 
І 6), 
І 6), 
І 6), 
Í 6), 
І 6), 
Í 6), 
1 2) 
1 2 3) 

6) 
3) 
6) 
4) 
(4 6 
(4 6 
(5 W 
(5 6 
(3 6 
(3 6 
(5 6 
(5 6 
(3 4 
(3 4 
(3 5 
(3 
(4 
(4 
(2 
(2 
(2 
(2 
(4 
(4 
4) 
2) 
2) 
2) 
2) 
3) 
5) 
5) 
5) 
5) 
5) 
5) 

6) 
(3 4 
(3 б 4) 
(3 5 6) 

5 
5 
3 
4 
3 

(2 6 3) 
(3 4 6) 
(3 6 4) 

(4 
(2 
(2 
(2 
(2 

5) 

6) 
6) 
4) 
3) 
6) 



(1 3 2) 
(1 2 4) 
(1 4 2) 
(1 2 5) 
(1 5 2) 
(1 2) (3 5) 
(1 2) (3 6) 
(1 2) (4 6) 
(1 2 3 4) 
(1 4 3 2) 
( 1 2 4 3) 
( 1 3 4 2) 
( 1 4 3 5) 
( 1 5 3 
( 1 4 5 
(1 3 5 
(1 4 (5 
(1 2) ( 

4) 
3) 
4) 
3) 

3 4 б) 
(1 2) ( 3 5 4) 
(! 2) ( ,3 4 6) 
(1 2) ( L3 6 4) 
(1 2) | 3 б 6) 
(1 2) j (3 6 5) 
(* 2) | (4 5 6) 
(1 2) 4 6 5) 
(1 3) (2 4 5) 
(1 3) (2 5 4) 
(1 3) (2 5 6) 
(1 3) [2 6 5) 
(1 3) 4 5 6) 
(1 3) 4 6 5) 
(1 4) (2 3 5) 
(1 4) 2 5 3) 
(1 4) 2 3 6) 
(1 4) | [2 6 3) 
( 1 2 3 
( 1 6 4 
( 1 2 3 
( 1 4 5 

4 5) 
3 2) 
5 4) 
3 2) 

VI. ( 1 2 4 3 5) 
VI. ( 1 5 3 4 2) 
VI. ( 1 2 5 4 3) 
VI, ( 1 3 4 5 2) 
VI. ( 1 2 5 3 4) 
VI, ( 1 4 3 5 2) 
VI. ( 1 3 2 4 5) 
VI. ( 1 5 4 2 3) 
VI. ( 1 3 2 5 4) 
VI, ( 1 4 5 2 3) 
VI. ( 1 3 4 2 5) 
VI. ( 1 5 2 4 3) 
VI, ( 1 3 5 2 4) 
VI. ( 1 4 2 5 3) 
VI. ( 1 4 2 3 5) 
VI, ( 1 5 3 2 4) 
VI, ( 1 2) (3 4 6 5) 
VI. ( 1 2) (3 5 6 4) 
VI. ( 1 2) (3 5 4 6) 
VI, ( 1 2) (3 6 4 5) 
VI, ( 1 3) (2 4 5 6) 
VI, ( 1 3) (2 6 5 4) 
VI, ( 1 3) (2 4 6 5) 
VI, ( 1 3) (2 5 6 4) 
VI, ( 1 3) (2 5 4 6) 
VI, ( 1 3) (2 6 4 5) 
VI, ( 1 4) (2 5 3 6) 
VI, ( 1 2 4) (3 6 5) 
VI, ( 1 2 5) (3 6 4) 
VI, ( 1 3 2 5 6 4) 
VI, ( 1 3 5 6 2 4) 
VI, ( 1 4 2 6 5 3) 
VI, ( 1 4 5 6 2 3) 
VI, ( 1 5 6 3 2 4) 
V I ł > ( 1 2 6 5 4 3)} 

vił( 
( 1 3 4 5 6 2)} 

VI*, ( 1 3 2 6 5 4)} 
V I Í ' ( 1 4 3 2 6 5)} 

3. Voici encore quelques considérations générales au sujet 
des systèmes complets de bases indépendantes du groupe symétri
que G. 

Proposition 4. Quelle que soit la substitution R du groupe 
symétrique O d'ordre n!, les transformées au moyen de R de 
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deux bases indépendantes quelconques de G sont aussi deux bases 
indépendantes de G. 

Démonstration. Soient S, T et £,, Tx deux bases indépendan
tes de G et soit R une substitution quelconque de G. Il s'agit de 
montrer que les deux bases 

S9 = RSR-\ T = RTR-1 

et âS\ = RStR-K T\ = .RT-fl-1 

sont indépendantes. En effet, supposons le contraire et soit Rx 

une substitution de G, telle que Ton ait, par exemple, 

.fi1S^R |-
, = S\. RxTRrx = T\. 

On a donc 

R^SR-Wr1 = / œ , / M , R^TR-iRr* - .RT-fl-1. 

D'où Ton déduit 

R-^RSR-iR^R = Si, R-^RTR-tRr^R = T,. 

Il en découle que Sj est la transformée de S par la substitution 
R—*RxR et que T1! est la transformée de T par R—lRxR. Les bases 
*S, T et #1, ? \ ne sont donc pas indépendantes, contrairement 
à notre hypothèse. 

Par un raisonnement tout à fait analogue, on est également 
conduit à une contradiction en supposant qu'il existe une substi
tution Rx de G, telle que 

R.S'Rr1 = Tv RxTRr
x = s\. 

Les bases S\ T et S\. T\ sont donc bien indépendantes, 
c. q. f. d. 

Corollaire. Il résulte immédiatement de la proposition 4 que, 
quelle que soit la substitution S de G et quel que soit le système 
complet S de bases indépendantes de G, si Ton transforme toutes 
les bases de G par S9 on obtient également un système complet 
de bases indépendantes de G. 

Soit encore G le groupe symétrique d'ordre n\ 
Nous dirons que deux systèmes complets de bases indépendan

tes de G 
Bj. B2y . . ., BM 

B\, B\ B'M 

sont distincts s'il existe au moins une base du premier système qui 
ne figure pas dans le second et vice versa. 

Quelle que soit la base B de G et quelle que soit la substitu
tion R de G, nous désignerons dans ce qui suit par BR la base de G 
que l'on obtient en transformant les deux substitutions de B par 
la substitution R. 
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D'après les lemmes 2 et 3. si B est une base de G qui possède n! 
transformées au moyen de substitutions de G et si -B et R' sont 
deux substitutions distinctes quelconques de G, on a BH 4= BH'. 
Par contre, si B est une base de G possédant \n\ transformées au 
moyen de substitutions de G% il existe pour toute substitution R 
de G une substitution R% de G et une seule, telle que BH = BH'. 

Soit 
BVB2 Byi (1) 

un système complet de bases indépendantes de G. 
Quelle que soit la substitution R de (7. nous savons que le 

système 
* A B2" B*f (2) 

constitue également un système complet de bases indépendantes 
de G. Nous dirons, que le sj'stènie (2) est le transformé de (1) par R. 

Montrons que quel que soit le système (1), ses n\ transformés 
au moyen des diverses substitutions de G sont tous distincts. 
En effet, supposons le contraire et soient R et Ry deux substitu
tions distinctes de G, telles que les deux systèmes (2) et 

V . Bt*. ...,B* (3) 
soient identiques. 

Soit Bi = (£*, Ti) une base du système (1) qui possède n\ 
transformées au moyen de substitutions de G. Si les deux systè
mes (1) et (3) sont identiques, il doit exister une base Bj = (Sj. Tj) 
du système (1), distincte de Bi et telle que Bin = BjH\ c. à. d. 
telle que 

., fRSiR-1 = i^ ,S;i^
,-1 .. fRSiR-1 = iJ'T,/?'-1 

s o l t \RTiR~* = i^ ,î7
;i^

,-^ s o l t \RTiR~* = R'SjR'-1. 

Dans le premier cas, on a S ;=i^ ,-1i^S ii^-1i^ ,, î7
;=i^ ,-1i^7' ii^-1i^ ,. 

Dans le second cas, on a T^R'-^RSiR-W, AS,=.R'—^TiJS—1-B\ 
Dans les deux cas, les bases Bi et Bj ne sont pas indépendantes, 
ce qui est contradictoire puisqu'elles font toutes deux partie 
d'un même système complet de bases indépendantes. 

Les systèmes (2) et (3) sont donc nécessairement distincts et 
par suite tout système complet de bases indépendantes possède 
bien n! transformés distincts au moyen de substitutions de G. 

Mais les divers transformés du système (1) au moyen de 
substitutions de G ne sont pas tous disjoints. En effet, soit 
-3* = {Sk, Tk) une base du système (1) qui possède \n\ transformées 
au moyen de substitutions de G. Il existe alors comme nous savons 
une substitution R du second ordre faisant partie de G et telle 
que RStR-1 = Tk, RTkR~l = Sk. Le système complet de bases 
indépendantes que l'on obtient en transformant le système (1) 
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au moyen de la substitution R possède alors au moins une base 
commune JB* avec le système (1). Il peut fort bien exister des 
transformés du système (1) qui ont en commun avec le système (1) 
plus d'une base, tout en étant distincts de (1). Cela résulte du 
fait que pour n suffisamment grand, le groupe symétrique G 
d'ordre n! peut posséder plusieurs bases indépendantes ayant 
chacune \n\ transformées au moyen de substitutions de G et qui 
sont transformées en elles mêmes par une même substitution du 
second ordre de G. 

Exemple: Soit n = 7. On vérifie aisément que les deux couples 
de substitutions S = (1 2 3 4), T = (4 5 6 7) et S9 = (1 4) (2 5 3). 
.7" = (1 7 G) (4 5) sont des bases du groupe symétrique G d'ordre 7! 
Chacune de ces bases possède J7! transformées au moyen de 
substitutions de G. Ces deux bases sont évidemment indépendantes. 
puisque les substitutions de l'une de ces bases ne sont pas semblables 
à celles de l'autre. 

Posons R=(l 5) (2 6) (3 7). On a [fw^iZ^et ffi^lll^ 

Si donc nous considérons un système complet de bases indépen
dantes de G comprenant les deux bases S, T et S\ T\ le transformé 
de ce système par la substitution R est un nouveau système complet 
de bases indépendantes de G qui a en tout cas deux bases communes 
avec le précédent, tout en étant distinct de ce système. 

Il résulte également de ce qui précède que quel que soit le 
système complet de bases indépendantes (1) du groupe G, si deux 
systèmes complets de bases indépendantes que l'on obtient du 
système (1) en le transformant au moyen de deux substitutions 
différentes R et R9 de G ne sont pas disjoints, ils n'ont en commun 
que des bases possédant ±n\ transformées au moyen de substitu
tions de G. 

4. Il résulte sans peine de la proposition 2 que pour connaître 
toutes les bases du groupe symétrique G d'ordre n\ (n _; 3) qui 
possèdent ±n\ transformées au moyen de substitutions de G, il 
suffit de connaître toutes les bases de G dont l'une des substitu
tions est du second ordre. 

En effet, soit #, T une base de G qui possède en tout \n\ 
transformées distinctes au moyen de substitutions de G. Il existe 
alors nécessairement, d'après ce qui précède, une substitution -R 
du groupe G, telle que 

m (RSR-i = T 
< ' \RTR-i = S 

et, d'après la proposition 2, la substitution R est du second ordre. 
Les deux relations (*) sont donc équivalentes à la seule relation 
(**) RSR = T. Comme S, T est une base de G et que T s'obtient 



en composant iS et .R, on voit immédiatement que S, R est égale
ment une base de G. Ainsi, à toute base de G qui possède \n\ trans
formées au moyen de substitutions de ce groupe correspond une 
base S, R de G, dont Tune des substitutions R est du second ordre 
et telle que les trois substitutions S. R, T vérifient la relation (**). 
On voit donc bien que si Ton connaît toutes les bases de G dont 
Tune des substitutions est du second ordre, on peut déterminer 
toutes les bases de G, dont le nombre des transformées au moyen 
de substitutions de G est égal à ^w!. 

Si une base S, T de G possède en tout \n\ transformées au 
moyen de substitutions de G, les deux substitutions S et T sont 
semblables. Mais il peut aussi exister des bases de G, formées de 
deux substitutions semblables et qui possèdent n\ transformées 
au moyen de substitutions de G. En effet, soit, p. ex., n un nombre 
pair quelconque ^>4 et soit S=(l 2 3 4 . . . n), T=(2 3 1 4 5 . . . n). 
Ces deux substitutions circulaires constituent une base de G. Or, 
on vérifie aisément qu'il n'existe aucune substitution R de G, 
telle que RSR~l = T. RTR-1 = S. 

Comme nous rétablirons ailleurs, quel que soit le nombre 
entier n > 3, deux substitutions du second ordre ne sauraient 
constituer une base du groupe symétrique G d'ordre n\ Donc, 
quel que soit l'entier n > 3, toute base de G dont Tune des substi
tutions est du second ordre est formée de deux substitutions qui 
ne sauraient être semblables et par suite une telle base possède n\ 
transformées différentes au moyen de substitutions de G. Par 
conséquent, si n > 3, quelle que soit la base S, T de G, possé
dant \n\ transformées au moyen de substitutions de G, si R dé
signe la substitution du second ordre faisant partie de G et telle 
que RSR = T9 les deux bases S9 R et S, T sont indépendantes. 

Montrons que quelles que soient les bases indépendantes S, T 
et Sl9 Tx du groupe symétrique G d'ordre n\ (n > 3), possédant 
chacune \n\ transformées au moyen de substitutions de G, si -R 
et Rx désignent les deux substitutions du second ordre de G, 
telles que RSR = T, RXSXRX = Tl9 alors S, R et Sl9 Rx sont deux 
bases indépendantes de G. En effet, comme nous savons, chacun 
de ces couples de substitutions est une base de G et comme les 
deux substitutions R et Rx sont du second ordre, n étant supposé 
> 3, aucune des substitutions S9 Sx n'est semblable ni à R ni à Rx. 

Supposons que les bases S, R et Sl9 Rx ne sont pas indépendan
tes. Il existe alors une substitution Û de G, telle que l'on a 

USU-1 = SX9 URU-1 = Rx. 
On en déduit 
Tx = RXSXRX = URU-lUSU-lURU-1 = URSRU-1 = UTU-K 

Ainsi Sx est la transformée de S par U et Tx est la transformée 
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de T par U. Donc les deux bases S, T et Sx< TX ne sont pas indéjxm-
dantes, contrairement à notre hypothèse. Notre supposition est 
donc erronnée et les bases S, R et Sl% Rx sont bien indériendantes, 
c. q. f. d. 

Nous en concluons que quel que soit le nombre entier n > 3. 
à tout système de M2 bases in !éj>endantes de G. j)ossédant cha
cune \n\ transformées au moyen de substitutions de G. corres
pondent M2 bases indépendantes de G formées chacune de deux-
substitutions dont Tune est du second ordre, chacune de ces 
bases ayant n! transformées au moyen de substitutions do G. 

On en déduit immédiatement que le nombre total m de bases 
indépendantes de G* dont chacune contient une substitution du 
second ordre, est J> M2. 

Je dis que quel que soit le nombre entier n > 3, on a m > M.2. 
En effet, quel que soit le nombre entier n > 3, il existe des bases 
S, R de (7, dont Tune des substitutions S est de classe paire et 
l'autre R est du second ordre. Telles sont, par exemj)Ie. pour n 
impair, les deux substitutions S = (1 2 . . . n), R =- (1 2). et, pour n 
pair, les deux substitutions S = (l 2 . . . n— 1), R = (n— I n). 
La substitution T = RSR est alors aussi de classe paire et. j>ar suite, 
les deux substitutions S et T ne sauraient constituer une base de G. 

Or, une telle base S, R est indépendante de toute base Sx, Rx 
de G, dont Tune des substitutions Rx est du second ordre et telle 
que les deux substitutions Sx et Tx = RXSXRX constituent également 
une base de G. En effet, quelle que soit la base Sx. Rx jouissant des 
propriétés énumérées ci-dessus, si cette base n'était pas indérjen-
dante de S, T, il devrait exister une substitution U de G, telle 
que USxU~l = S. URxU~l = R. 

Posons T = RSR. 
On aurait alors 

T = URxU-lUSxU~lURxU~x = URXSXRXU-X = UTXU~\ 

S serait donc la transformée de Sx par U et T — la transformée 
de Tx par U. Or, comme par hypothèse Sv Tx est une base de G. 
il en serait de même de S, T, contrairement à notre supposition. 
Les bases S, R et SXi Rx sont donc bien indépendantes. 

On a donc bien m > .Af2, quel que soit n > 3, c q, f. d. 
Des considérations ci-dessus il résulte que le nombre total M 

de bases indépendantes du groupe symétrique G d'ordre n\ (n > 3) 
est ^ m -f M%y et comme Mx _; m > M% et M = Mx -f M2, 
on a i f > 2M2. 

Lorsque le degré n du groupe G augmente, les deux nombres Mx 
et M2 augmentent aussi, mais il n'existe pas de relation simple 
entre les trois nombres n> Mx et Mt. 
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Le tableau suivant indique, dans le cas de n = 3, 4, 5 et 6. 
]>our chaque base S. T de G, faisant partie du système complet 
de ba*"es indépendantes indiqué plus haut et possédant \n\ trans
formées au mov n de substitutions de G, la substitution de second 
ordre R. telle' que T == RSR. 

5 T R 
3 (1 2) (2 3) (1 3) 
4 ( 1 2 3 4) ( 1 3 2 4) (2 3) 
5 ( 1 2 3 4) (1 2 3 5) (4 5) 

( 1 2 3 4) ( 1 5 3 2) (1 3) (4 5) 
(1 2 3) (4 5) (1 2 4) (3 5) (3 4) 
( 1 2 3) (4 5) (1 4 2) (3 5) (1 2) (3 4) 
(1 2 3) (4 5) (1 4 5) (2 3) (2 4) (3 5) 

6 (1 2 3) (4 5) (1 4) (2 6 5) (1 5) (3 6) 
(1 2 3) (4 5) (1 4) (3 5 6) (1 5) (2 6) 
( 1 2 3) (4 5) (1 6) (2 3 4) (1 4) (5 6) 
(1 2 3) (4 5) (1 6) (2 4 3) (1 4) (2 3) (5 6) 
( 1 2 3 4 5 6) ( 2 1 3 4 5 6 ) (1 2) 
( 1 2 3 4 5 6) (2 6 5 4 3 1) (3 6) (4 5) 
( 1 2 3 4 5 6) ( 2 6 5 4 1 3 ) (2 3) (4 6) 
( 1 2 3 4 5 6) ( 2 6 5 1 4 3 ) (2 4) (5 6) 

Remarque. Nous avons vu qu'en dehors de la substitution 
identique, il n'existe aucune substitution du groupe symétrique G 
d'ordre n\ qui soit permutable avec les deux substitutions S et T 
d'une base de G. On peut se demr nder si tout couple de substitu
tions de G qui ne sont simultanément permutables avec aucune 
substitution =4= 1 de G constitue une base de ce groupe? La ré
ponse à cette question est négative, comme le montre l'exemple 
suivant: 

Soit n = 5, S = (1 2 3 4 5), T = (2 3 5 4). 

(tes deux substitutions appartiennent au groupe métacyclique 
d'ordre 20. Donc elles ne sauraient constituer une base ni du 
groupe symétrique ni du groupe alternant de degré 5. Or, je dis 
qu'il n'existe aucune substitution 4= 1 du groupe symétrique 
d'ordre 5! qui soit permutable aussi bien avec S qu'avec T. En 
effet, comme on le prouve aisément, les seules substitutions permu
tables avec S sont les diverses itérées de S. Ce sont, notamment, 
les substitutions (12 3 4 5), ( 13 5 2 4), (14 2 5 3), (1 5 4 3 2) et 1, 
et les transformées de T p<rr les quatre premières de ces substitu
tions sont: (3 4 15), (4 5 2 1), (5 1 3 2) et (1 2 4 3). Aucune de ces 
substitutions n'est égale à T, ce qui démontre notre assertion. 

5. D'une fiçon générale, étant donné un groupe quelconque 
de substitutions G, nous appellerons base de ce groupe tout système 
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formé d'un nombre déterminé k de substitutions de G qui permet
tent, par composition, d'engendrer ce groupe, alors qu'aucun 
système formé d'un nombre inférieur à k de substitutions de G 
ne permet d'engendrer ce groupe. 

Envisageons, en particulier, le groupe alternant Gx de degré n. 
Il est d'ordre \n\ 

Si n = 3, une seule substitution permet d'engendrer Qv Par 
contré, si n > 3, le groupe G ne saurait être engendré par une 
seule de ses substitutions. Mais on démontre aisément que quel 
que soit le nombre entier n > 3, il existe des couples de substitu
tions de G qui constituent des bases de ce groupe. Telles sont, 
par exemple, lorsque n est impair, les deux substitutions 
S = (1 2 . . . w), T = (1 2 3 ) , et, lorsque n est pair, les deux 
substitutions S = (1 2 3), T = (2 3 . . . n). 

On démontre, par un raisonnement tout à fait analogue 
à celui que nous avons fait pour le groupe symétrique, que, quel que 
soit le nombre entier n > 3 et quelle que soit la base S> T du 
groupe alternant Gt de degré w, il n'existe aucune substitution 
4= 1 de Qx qui soit permutable aussi bien avec S qu'avec T et il 
existe au plus une substitution R de Gv telle que RSR~l = T 
et RTR—X = S. Lorsqu'une telle substitution R existe, elle est 
nécessairement du second ordre. Le nomhre total N, de hases du 
groupe Gx est un multiple de \n\ 

Parmi les autres sous-groupes remarquables du groupe symé
trique G d'ordre n\ qui possèdent, quel que soit l'entier n > 4, 
une base formée de deux substitutions, citons le groupe méta-
cyclique. 

Mais il existe, aussi, comme on sait, pour n suffisamment 
grand, des sous-groupes de G qui ne sauraient être engendrés 
par deux substitutions. Comme il découle de la théorie des groupes 
abéliens de substitutions, il existe pour tout nombre entier m > 2 
donné d'avance, de tels groupes dont une base se compose de m 
substitutions. 

0 basfch symetrické grupy. 

(Obsah p fedeâ lého ôlânku.) 

Budiz G symetrickâ grupa fâdu n\ (n I> 3); bas! této grupy 
naz^vrâme kazdou dvojici jejfch prvkû, jez vytvoruje celou grupu G, 
Tyto base (jejichz poôet je nâsobkem éisla \n\) jsou studovâny 
v této prâci; pfipojena je tabulka, udâvajfci ûplny systém ne-
zâvistych basf pro n = 3, 4, 5, 6. 
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