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Nékteré poznamky k theorii hypergeometricks
funkee na zakladé thetafunkei.

Napsal Alois Cermak, suppl. professor.

§ 1. Uvod. Partikuldrni integrdly differencidlni rovnice
Gaussovy
Lo d '
ma@— D+ —s@+ B+ D] —ay=0 (1)

daji se, jak zndmo, vyjddfiti omezenymi integrdly tvaru

q
fF(u, x) du, kdez F (u,2) = u’ —7 (u — )= F (1 — u)r ——1
P

a p, ¢ jsou dva rizné singuldrni body funkce I'(u, ), nebo
® P —9—) ‘
obecnéji integrdlem [ F(u, z) du dle oznadeni Pochhammerova *),
.

kdez integracni cesta vychdzi z reguldrniho bodu ¢ a tvoii
dvojobéh kol singuldrnich bodd p, q. Po substituci « 1 nabude
z

hypergeometricky integrdl obecného tvaru
q
P@r) = |1 —2"(1—2) da.
- I)
Zavedme, jak Wirtinger **) utinil, jako novou proménnou
ellipticky integrdl v normdlnim tvaru Riemannové

. . dz
v_—g‘/\/z(l——z)(l.—xz)]

*) Srv. Pochhammer, Ub. ein Integral mit doppeltem Umlauf, Math.
Ann. 35. 1890, pag. 470—494 a tyZ, Zur Theorie der Eulerschen Integrale,
ibid., pag. 495—526.
**¥) Srv. Zur Darstellung der hypergeom. F. durch best. Int.
Sitzungsber. der Akad. in Wien, CXI. 1902, pag. 898 sq.
29
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jehoz modul jest z. Vyjidiime-li \/z, /1 — 2z a \/I — xz pomoci
elliptickych thetafunkei, pak vyraz P(x) jest aZ na faktor tvaru
4z° (1 — x)* roven integrdlu

2a+1 2b+1 2c+1 2d+1
Kfﬂl (%, @) . 9, (U, @) . 5 (%, ©) &, (4, ®) du. (2)
1
v dz
Pf'. t = o rioda K — .'.‘ —
i tom » = 5%, perioda 2/\/z(1~z) (l—xz)ad

jest pomocny, k vili symmetrii zavedeny exponent, dany relaci
a4+ b+ ¢+ d -+ 2=0. Integraini meze jsou rovny polovindm
periody ¢-funkei. Pro Jacobiho thetafunkce uzito ndsledujiciho
oznaleni*):

Oy (U, @) = Ql;z(l _ q‘zv— lefzm'u) (1— qg,,_ tg— 2

9, (u, @) = 2ql‘ Qsin nu]IZ (1 — ¢ 2%) (1 — g% ¢ 2min)

Oy (U, @) = 2ql4 Q cos mu 1117;0(1 + q2ve2nz'u) (1 + q2ve—— 2,,iu)

&y (U, ©) = Qé(l 4 g% 182m'u) (14 ¢ e Q,n‘u)
m:iﬁ_ , g=e™, Q:l;l(l — ¢?).

K ©

Vidime, ze ve vyrazu (2) soulet exponenti ddvd nullu.
To vede k myslence, studovati integrdly vyrazi

A
11952 (u, ©) = 9% (4, @) 99 (4, @) 392 (u, @) . 9% (u, @); (3)
pi‘i' temz
‘ a, 4 a, + a, + a; =0. 3)

Oznaime takovy integrdl

2

J (@yy ;5 Gy, @3) = fHIQZl (%, @) du. 4)
n
5

*) Srv. Weber, Ellipt. Functionen u. alg. Zahlen, 1891, pag. 61.
Na tuto knihu i v dalsim odvoldvino, ale misto &gy, %¢,, %19, ¢, uZito
Weierstrassova oznaovéni &4, &y, &4, ¢;.
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2, Q" znalf libovolné dvé periody @-funkei. Tyto periody maji
obecny tvar m -+ nw, m, n celd tisla. Exponenty a; jsou té%
libovolnd ¢isla, vdzand jen podminkou (3’). Nedopousti-li integrdl
(4) integraci aZz k singuldrnim bodim, pouZije se vhodné volenych
dvojobéhi. Vyraz (4) definuje patrné systém nekone&ného pottu
transcendentnich funkei, které zdvisi jednak na exponentech a;,
jednak na integraénich mezich K, ; Q'*).

Vlastnosti a relace, které budou nalezeny pro tuto novou
funkci J, daji se bezprostiedné pFenésti na hypergeometrickou
funkei Gaussovu, jeZ se od této lisi jen uvedenym, jednoduchym
faktorem. Lze tedy celou theorii hypergeometrickych transcendent
vyvoditi z elliptickych ¥-funkei. V ndsledujicim nalezneme relace
mezi piibuznymi funkcemi a vypolteme differencidlni rovnici
pro funkei J.

A. Relace mezi pFibuznymi J-funkcemi.

§ 2. Jako pribuznou ku J(a,, a,, a4, a;) oznatime takovou
funkei J(ay + %,, a, + %,, a, + k,, a3 + k3), jejiz exponenty
lisf se jen o celistvd sudd &sla %, k,, k,, k; od funkce prvé.
Ovem, jak plyne z definice J/-funkei, musi byti soutet 3%, =0.
S touto okolnosti souvisi, pro¢ nutno modifikovati téz definici
funkei sousednich (styénych, contignae), jakd plati o obytejnych
funkcich Gaussovych. Zavedeme jesté ndzev funkci nejblize p¥i-
buznych **) ku J(a,, a,, @y, a;) pro takové funkce, které se sho-
duji ve dvou argumentech s J(a,, a,, @,, @;), Vv ostatnich vSak
dvou se rizni resp. 0 + 2 a — 2, ku pf. J(a,. a;, + 2, a, — 2,
a;). Ve viech téchto piipadech pifbuzné funkce musi byti kor-
respondujici t. j. musi byti vztaZeny k téZe integralni Cdfe.

Vypoitéme zdkladni relace mezi nejblize p¥ibuznymi
funkcemi.

1. Ku prvé serii vztahii ptijdeme tim, Ze libovolné celistvé
homogenni relace mezi &-funkcemi zndsobime vhodnym faktorem

*) P nekterych problémech jest vyhodnéjsi uvazovati funkei
KJ(ay, a,, ag, ag). )

#*) Oznateni toto jest analogické s Berger, Uber die zur 3. Stufe
gehorigen hyperg. Int. am ellipt. Gebilde, Monatshefte fur Math. u. Ph.,
1906, pag. 137 sq.

29*
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'k
_]719;" (u) a pak celou rovnici integrujeme podél téze Cdry inte-
0,3
gratni, Nejjednodussi takové relace plynou ze zdkladnich dvou
rovnic *)
4293 (w) = C*9} (u) — B9 (w),
A*93 (w) == B9} (u) — C*97 (u),
kdez '
A=2,(0,), B=19,(0, ), C'== 4 (0, ).
Jezto modul

B2 , e A2
(o) =" ¥ (@)= Vi—kt= =
mdme 4 hledané relace, kde argument » za znaménkem funkénim
vynechdn:
L Ko} 4+ 0, — k93 =0 3. Ko} — 92 4+ kol =0
2. koy — 0 4+ Ko, =0 4 k9] — 9 — ko) =0.

Délme prvou rovnici ¢, druhou #j, tteti ¢ a posledni
93. Dostaneme homogenni vyrazy O-tého stupné dle #;. Nédsobme

k

kazdy faktorem H{)‘;’“.du, p¥i ¢emZ 2a; = 0 a integrujme podél
0,3

téZe integralni cesty; dostaneme vztahy

Kda, — 2, a + 2, ay a3) + J(ag — 2, ay, a, + 2, a3)
. —kd(a, — 2, a,, a5, a3 +2)=0

kd(ay, a, —2,a, + 2, a3) — J(a,, a, — 2, ay, a; + 2)
' + K dla, 42,0, — 2, a5, 25) =0

]';’J(”m\‘av ay — 2,03+ 2) —J(a, + 2, a;, a, — 2, a)
+ Ed(ay, o, + 2, ay — 2, a3) =0

kJ(a, + 2, a,, a5, a3 — 2) — J (4, a5 + 2, a5, a3 — 2)
— K J(ay, a5, a3 + 2, a3 — 2) =0.
Z kazdé relace dostaneme nové tfi relace, kdyz za a; — 2
(k=20, 1, 2, 3) substituujeme ax, za to v8ak vidy jeden ze zby-

vajicich t¥i exponenti zmengime o 2. Tak vznikne 12 relaci
ndsledujicich:

*) Weber, L. c., pag. 54.



K J(ay, ay, ay, ag) + J (ay, @, — 2, a, + 2, ay)
—k J(ag, a, — 2,ay, a3 +2)=0
J (a5, @1y gy a3) — kJ (a5, ay, ag — 2, ay + 2) :
+ ¥ J (g, a5, + 2, 0y — 2, a5) =0 (@)
k J(a'm ay, g, @3) — li(“o; a + 2 Ggy O3 — 2) .
— J(ay, a,a, +2,a; —2) =0
K J(ay, a,, ay, a3) + kJ (ay — 2. a,, a, + 2, ay)
— J@y—2a a0, +2) =0
k J(ay, ay, ayy a3) — J (ay, a,, @ — 2, a3 + 2)
+ K@y + 2 a0, — 2, a) =0 )
J(ay, Ay, Ay a3) — K J(ay + 2, a,, ay, a; — 2) |
— k J(ag, a;, @ + 2, a3 — 2)=Ol
K J (g, @15 0ny a3) — J (a9 + 2, ay, @y, a3 — 2)
+ &k J(ay, a; + 2, ay, a3 —2) =0
J(ay; ay; Ggy a5) — k J(ay — 2, a, + 2, ay, ay)
. — ¥ T (@ — 2, ay, ag, a3 +2) = 0 ( ()
k J(ay ayy ay, az) + & J (ay, a; — 2, ay, az + 2)
- J(ao+21 21 —2; Qg aa)-—_—o
k J(am ay, Qg as) - '](ao - 2; a, + 27 Qq, a3)
- k,‘](ao - 2; Gyy Gy + 2’ as) =0
J (ay, ay, g, a3) + k' J (ay, a; — 2, a; + 2, a3)
—kJ(ay+2 0 —2 a,a)=0(@
K J(ay, ayy @y, a3) — kJ (29 + 2, ay, ay — 2, a3)
+ J(“m a, +2> 12 —2)“3):0
To jsou hledané relace mezi funkecemi s J(a,, a,, 45, a;)
nejblize piibuznymi. Jsou to, jak vidime, linedrnf, homogennf
rovnice, jichz koefficienty jsou jednoduchymi funkcemi moduld
k, k'. Z téchto 12 rovnic jest v8ak jen 8 linedrné nezdvislych.
Ku pi. rovnice a, plyne z ¢; a d,, kdyz prvou z nich ndso-
bime % a pak od druhé odetteme.
§ 3. 2. Druhou t¥idu vztahd mezi piibuznymi J-funkcemi
nalezneme, vychdzejice z identity -
' dlog 0, (o)

d *a % a 2
i 116" (u) = 97 (w) . 3a, S A=0,1,2,3.

(®)

i
Vzhledem k tomu, ze X a; — 0, miZeme za
S, dlog 9
du
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pséti
dlog 9, (u) dlog 9;:(u) __ dlog (91 (w)
a, —dun 2a; dw  — 2a), —— au (0, (u))
kdez ¢ znati nyni pevné néjaké Eislo z tfsel 0, 1,2, 3. Volme
po sobé ¢ =0, 1, 2, 3; dostaneme tak 4 identické vyrazy:

a‘%n&i" (u) = Hﬁ?}' Say 0% log g—i
% 97+ (w) = 193" >a; El% log gi
% 195" (u) = 197" Sa, % log Z—: X
diu H&?l (w) = rm‘f‘ Sa; % log %.

Relace posledni 1ze zna¢né zjednodusiti tim. Ze nahradime
derivace #-funkcemi samymi.
Jest totiz nejprve
d e & d (O
—log—=—=—(=}
du i 'B'c d“ (’3’1
Avsak jak zndmo z theorie elliptickych thetafunkef, deri-
vace kvocientu dvou &-funkei daji se jednoduge vyjddfiti ve tvaru
a (9. # .Uy
;17(3) = Con ﬂk— kdez m, n jsou ona dvé tisla z Eisel
0,1,2, 3, jez jsou od ! a k rozdilnd.*) Konstantu (vzhledem
k proménné «) urtime, kdyz provedeme naznalenou differenciaci

1I)

a pak za u substituujeme vhodnou specidlni hodnotu (O,1 E).

22
Vypisme tyto vzorce, které budeme i v ndsledujicim potfebovati:
alo)=ra 5 a5 =
A=t )=

*) Weber, 1. c., 59.
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d (9, 9, 9, d (o 9,9
2 (o) — e Lt 2 [Yo) — 2 VeV
du (a,) s aw\s,) =B 91
d I&l — 2’8.3730 d 81 — 2 8‘0 a’z N
W@F”az ﬂ@”om o
d (9, B & a (9, 9,
L (Y5) = pg2 Doy L (Yo 2 Po By
du (m) e du \ 9, nd' g
Systém rovnic I) s pouzitim vzored II) a II) d4:
d . a a; By B &, By B, By |
— 9= = 119, (a A? 232 q,C* L2 __q B® 2
d; I 9,y 2 By ) aaj
a;, a; &, O &y O
— I8, =-n1l 22273 Pt 2 09
Tu Iy, 719" | a, A 9,9, + a,B + 3C 1‘) ﬂs
-
ad—ﬂﬂ? = ﬂnﬁll a,C? 4 23 +a BQ’& 03 + Agﬂ ;
o thy 3 |
d __a @ 9, 9, a a 909,
— 19" = 2 ce 02 __ 2
3 ) =I19,"|a,B Y 9.9, a, A Py J .

Integrujme obé strany rovnic podél libovolnych dvojob&hi
v u-roviné. Levé strany odpadnou, a dostaneme zase trojilenné

linedrni rovunice:
ak'J(a, — 1, a,

—1l,a, + 1,a; + 1) —a,J(a, —1, a, + 1,

a,—1la3+1) —agkJ(ay — 1,0, + 1,8, 41,8, — 1)=0

ak'J (ay — 1, a,

a—1,a;+1)+as;J(a,+ 1,0,

ayJ (@, — 1,a, + 1, @, —

ak J (a, —

— 1,8+ 1,a;+1)4akJ(a, + 1, a, — 1,
—1,a,+1,a; —1)=0
1L, a3 4+ 1)+ a,kJ(a, + 1, a,
a,—1,a; + 1)+ ask I (ap+ 1,0, + 1,0, —
Liay+1La,+ la,—1)+a, J(ag+ 1,0, — 1,

—1,
l,a;—1)=0

ay+1,a; ~ 1)—a,k’ J(a, + 1, @, + 1,0, —1,a; — 1) =0.

Volime-li v kazdé z téchto rovnic opét 3 vhodné systémy
exponentli, dostaneme ndsledujicich 12 relaci:

(a, 4+ 1) ¥ J (ay, a,, ay, az) —
g — 2,a;) — (@3 — 1) & J(ag, @, + 2, ayy a3 — 2) =0

(ag + 1) I (ay, ay, ay, ag) + (a3 — 1) kdJ (@, ay, a; + 2,

(ay — 1) ¥ J(ay, a; — 2, a, + 2, a;) =0

a; — 2) —

(ag 4+ 1) kJ (ay, ay, ay, a3) + (a; — 1) I (ay, @y, a5
a + 2) — (@ — 1) ¥ J(ap, @,

(@

- 1) J(am a + 2)

—2,a9,a3+2);0

fon)

a)
—9,
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(ap + 1) kJ (ay, a,, o, a3) + (a; — 1) J (ay, a,, 2, + 2,
a3 —2)+ (@ — D ¥ J(ap — 2. ay, 0, + 2,a;) =0

(az 4+ 1) J (ay, a5, ay, a3) 4 (ay — 1) &' J (a, — 2, a,, a,,
tg +2) + (a — 1) kJ (@, 4y, 2, — 2, a5 + 2) =0 ((?)

(@g + 1) K I (ay, a4, aqg, a3) + (a, — 1) kJ (ag + 2, ay,
ay — 2,a3) 4 (a3 — 1) J(a, + 2, a,, a3, a; — 2) =0 6
@ + DK T (@, @3, a3, 00) + (0 — 1) (@ — 2 ay, 1. |
a’3+2)+(a1 - l)k'](amal _2,a23a3+2)20

(ag + 1) J (ag, a;, ayy ag) + (1, — 1) kd (@, + 2, a, — 2,
ty, ag) + (a5 — 1) K'J (g + 2, @y, ay, a, — 2) = 0 ()

(@, + 1)k J (ag; ay, ag, a5) + (a3 — 1) &' J (ay, a, + 2, ay,
ag —2) 4+ (a, — 1) J (ag — 2, a, + 2, ay, a;) =0

(@p + 1) kJ (ag, ay, a5, a3) + (2, — 1) J (ay+ 2, a, — 2,
Ay, @3) — (@ — D) K J (a9 + 2, a,, a5 — 2,a;) =0
(a, + 1) J(ay, a,, a,, ag) — (ag — 1) k' J (ay, a; + 2, (@)

@ — 2, a3) + (2 — 1) kJ (ag — 2, a;, + 2, a,, a3) =0

(@ + 1) ¥'J(ay, a,, ay, a3) — (ag — 1) kJ (ay — 2, a5,
ag + 2, a;) — (a;, — 1) J(a,,a, — 2,a, + 2, a,) =0

Tento systém relaci mezi funkcemi nejblize pFibuznymi
Jest symmetricky k systému (5). Jsou to zase linedrni, homo-
gennf relace, jichz koefficienty jsou funkcemi moduld %, %/, avsak
kromé toho téz.linedrné zdvislé na exponentech a,. a,, a,, ¢;-.
U pivodni funkee J (a,. a,, a,, a;) jest vzdy koefficient «, 4 1,
u ostatnich dvou J-funkei, které maji vzdy tvar J(a., — 2,
a. + 2) resp. J(an — 2, u, -+ 2), jest koefficient a,, — 1 resp.
a, — 1. Tyto relace rozdéleny jsou opét ve 4 skupiny, v kazdé
z nich zlstdvd resp. «a,, a,, a,, a; totéz. Tyto relace dluzno
oviem vztahovati jen ke tfem funkcim korrespondujicim.

Rovnice (5) a (6) lze poklddati za funkciondlni rovnice pro
transcendentu J, v niZ nechdme pouze a,, a,, a,, @, probihati
fadu ¢isel, avSak cesty integraini neménime. Z téchto 24 relaci
jest jen Cdst na sobé nezdvislych. Kombinujeme-li rovnice (5),
(6), mizeme funkei J (u,, a,, a,, a;) spojiti s libovolnymi dvéma
funkcemi nejblize pifbuznymi linedrnou relaci. AvSak nyni do-
vedeme odvoditi souvislost mezi kterymikoli 3 pifbuznymi funk-
cemi tvaru '

‘J(a,o‘i‘-Aival‘i"Bbaz‘{"Ci’aa‘*‘Di)) 1=1,2,3, (7)
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kdez A;, B;, C;, D; jsou tii systémy celych ¢isel sudych. posi-
tivnich a negativnich, jichZz soutet ddvd nullu. Nebof lze mezi
nimi nalézti fadu takovych korrespondujicich ./-funkei, Ze vzdy
ze tii po sobé jdoucich jsou dvé ke tfeti v poméru nejbliz§iho
pribuzenstvi. PonévadZz pak mezi kazdymi 3 po sobé jdoucimi
funkcemi této fady existuje linedrnd relace, existuje téZ mezi
libovolnymi 3 funkcemi té Fady linedrnd relace. I lze iici, Ze
mezi kterymikoli tiemi piibuznymi funkcemi tvaru (7) existuje
linedrnd relace, jejiz koefficienty jsou celistvé funkce velitin %,
k' a raciondlné funkce exponenti.

Jak vidno. relace (5) a (6) jsou analogii Gaussovych ,re-
lationes inter functiones contignas®.

Odvodime jesté jednu, v dalsim potiebnou, relaci mezi
funkei J(a,, a,, a,, a;), kterou krdtce budeme oznalovati J,
a mezi jejimi dvéma nejblize pifbuznymi. P¥i tom zavedeme
zkrdcené oznateni piibuznych J-funkei, vyznacujice pouze ony
exponenty, jiwmiz se li§i oproti J, stejné vynechdvajice; ku pf
J(@y— 2, ay, ay, a3 + 2) = J(a, — 2,a; + 2). .

Vyjdéme ze vzorct Hh,, 6D, a Hb,:

kEJ(ay,—2,a, +2)=J(a, —2,a3 + 2) — k' J
—1 .
B @ =20+ == rp {(al 1) k2T 4 (ay — 1)
0

J (ay 4+ 2, uy — 2,}

kJ(a, + 2,0, — 2) =J — ¥ J(a, + 2, ag — 2).

Vyluéme z prvych dvou rovnic J(a, — 2, a, 4+ 2) a do-
sadme do vysledku za kJ (x4, + 2, a; — 2) z tieti rovnice;
dostaneme hledany vzoree

[a; + a; — k,2(ao + ay)] J + (ao — 1) k'J (ag — 2, a3 + 2)
— (as — D) EJ(ag + 2, a3 — 2)=0. (8)

B. Differencialni rovnice J-funkei.

§ 4. Naznadeni postupu. Abychom mohli vypotisti diffe-
rencidlni rovnici pro nasi funkci, musime difve odvoditi relaci
mezi derivaci J-funkce dle proménné u a mezi funkcemi s ni’
piibuznymi. Jsou to relace analogické oném, jeZ plati o hyper-
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geometrické funkei obylejné. Ukazuje se vsak, Ze tu jest vy-
hodnéjsi misto funkce J (a,, a,, a,, a3), v (4) definované, zavésti
funkei K J(ay, a,, a,, a3), kdez K znali periodu elliptickych
integrdld a s 9-funkcemi souvisi relaci*)
K= (1)

Tuto funkei budeme v dal§im krétce oznatovati J (a,, a,, aq, as).
Vsecky relace, v piedeslém odvozené pro J-funkce, plati patrné
i pro tuto funkei .

Pri vypottu derivace J-funkce opirdéme se o ndsledujici
relaci**): Znatiz @, ¥ dvé funkce velitin u, w; pak plati
identita, jiz snadno verifikujeme :

2 2 g fdlg® 2 2
%(lliﬁlog lp)_ (D( % 3m —log @ — log CD log IP)
0 2 log ¥
+ 5 du <q dw ) @)
PiSme

11 (w) = 950 (w) 71 (u) 952 (w) (93 ()
ve tvaru

M) = 11, () 205, 11, (1) = oot omas oo 3)
vy Yo

Vime v8ak (srv. vzorce III v § 3.), Ze

d, & _ d (%) 2P0 Py
a9y, = du(1‘)_)52_ Ly
Dosadime-li tyto hodnoty do vyrazu (3) a ndsobime K, tu
bude s ohledem na vz. (1)
oy
2K II (u) = =~ 1 —q-l 09 5+ T (). 3"
E du 7 9,

. o
Povazujme nynf vyraz % IT, (u) za funkci @ a :—9-1— za
2

*) Weber, 1. c., 112.
**) Srv. Wirtinger, Eine neue Verallgemeinerung der hyperg. Int,
Wiener Akad. 1903, CXIIL
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funkei @ a applikujme hotejsi identitu (2). Dostaneme
0 .
2 Y (K11 (w) =

1 K 0 I, (w) 9 I, (uw) 9 )
H “‘—Z T e 1 —_——— — _lﬁ —_— ‘_l_l
* T )5, 00 5 3109 B TR w9, |

19
+TM( 17, (1) 50 log 5 &
Tento vyraz miizeme znatné zjednodusiti. Jest totiz

[ _ ek
e log k= 0. Dédle jest*)

2
) = mk? k' (4,
de
z Cehoz
2 M4
—log k(o )_7_"'_‘72_6_'__
2
Po dosazeni a tipravé vjfrazu (4) bude
o, &y Kt
2 (KII(u))_ H (u) . o oga—g-. 5
9 «
T (). () + Tﬁ(n, @) 3109 5} ®)
Pf‘i tom )'sme oznadili
’z) 3 [
4 () =—log 30 ~— log IT, (u) — log I, (w) . log8

Kdybychom nyni vyraz (5) integrovall dle » podel vhodné
integra¢ni cesty a dovedli derivace dle  a o, vyskytujici se
tam, vyjddfiti #-funkcemi, méli bychom Zdidanou relaci pro de-
rivaci funkce J. Bude tudiZz v ndsledujicim nasi dlohou, vypo-
¢isti derivace dle @ a determinant . (u).

Co se tyte vyrazu ‘})% log II, (w), miZeme vzhledem k re-

laci ay + a, + a, + a; = 0 psiti
_ ,3.0 ap—1 ,3.2 ag+t ,3._3:13—1
me=( ) ()" ()

*) Weber, L. c., 142.
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?
30 109 T (w) = (2, — l)a-—loyﬁ "‘("2"’1)3 loa&

+ (a3 — 1)“,—10.99_3-

m

Bézi tudiz jen o derivace tvaru r?—log . Upottebime-li

Y0
znamé differencidlni rovnice #-funkei

229 .09
—12—“2 4mi 2

5 2 a=0,1,2,3

K
dokdZeme snadno relaci

%0 9 G, =T

D, B 1 [ Ou D, 0w D
(5asto9 5 + 5100 57 g o9 9= o) ©

Jest totiz
2 w1 (9,,, . {*L.')

90 5, T dmi 0w
kdez 9, a ©, jsou druhé derivace @, a @, dle proménné u.
Aviak
02 e
log

— — In
e N lOg T

23
a 3,2
8 (P Ot
- l')m. {)n (’8’1,,,) (‘l‘}n) i
V posledni zdvorce rozvuieme rozdil ¢tvercd v soucet a
{} m o ___

’a?
_ﬁ loy P

rozdil. Ponévadz — log &, Plyne z toho vztah (6). Tim

Um
pfevedeme derivace funkce II, (u) dle @ md vyraz takovy, ktery
obsahuje pouze derivace dle «, jez dovedeme vypodisti.

§ 5. Vipocet determinantu 4 (u). Ttreba jesté upraviti
vyraz 4(u) tak, aby se tam vyskytovaly funkce ¢ samy, nikoli
jich derivace. 4 (x) jest, jak vidno, funkciondlni determinant.
Snadnym vypoctem bychom se piesvedcili ze jest dvojperiodickou
funkef. D4 se tudiZ vyjddFiti pomoci kvocientd 9-funkci. Vypocet
" jest ndsledujici.
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Mizeme psdti

2 &
A () =Fm log 7; [(a0 — log ° —|— (ay + 1) loy -2

_3
+ (a-'l - 1) a—m log 11}1

2 3 0 9,
—_— lO(I [(% 1)@ log 3(: + (a, + 1)3; log -;;Q
1

] 1'}3—
+ (a3 — 1)517109“{}7 .

Applikujme vzorec (6) predeSlého §; vyraz 4 (u) uspo-
fdddn znf:
2 9,

. 9? 9,
4ni 4 (4) = (a, — 1) (a—u-2 logl—‘l'.at—log 7,

22 99 &
_bu“l‘q_"c)TZ‘ 0,)

19 a 9 0% 9, 9 LA

2 pog i RN

+ @ —1 du log 9, U log & " u log O

LI P T
—|—(a3—1)%—log—52.3u log 5. 2 log By 1))

Cleny s koefficientem (a, + 1) vypadnou. Tim jsme vyjs-
diili 4 (w) derivacemi ¢-funkei dle proménné u, které lze lehko
vypoiisti., Patrné plati obecné

M 9 D (P D - (9.9,
Wloy —w\ 9, 2u ({} ))_ OO"Stiz?(ﬁeam)’ 1

kdeZ n, v jsou dvé z &isel 0, 1, 2, 3, kterd se rizni od e a m.
Konstantu urtime ze vzorcd III) v § 3.

Ve vyrazu I) jsou prvé dva ¢leny opét determinanty tychz
vlastnosti jako o (u), proto je oznatime A, (u) a 4, («). Mozno
pfedem ¥ici, Ze se daji jednoduSe vyjddfiti pomoci kvocienti
9-funkef. S pouzitim vzored II) v tomto § a III) v § 3. vskutku
nalezneme



Py 0 ﬁ_a_’l
4, U 'qt'} u? O‘q

— n%4® B“—i)ﬁ Fo03\ _ l )
s Bu Gy O, u 0

1

_ ke 193 a 01 b
— 2peme Yo __
==BC* 3 19 19 bu 19,2 #

191 Y]
L ,a——- log
g2
95, 3w 195

ool

)
4

|

g

)

KdyZ provedeme differenciaci vyznatenych soutind, nalez-

neme konetné

2 42 D2 [‘r‘ ] &, ____0_(,
4, (w) = =*4°B 0‘.&0 Bu(u‘) Y
92

Y o s
2 L 02’

— p2R2(2 0} "2 7 § 73y __ 3
42(“)""’.“90 a’{&;m(a) 9y

8

9
— 3A2 202 _0__
= 2234%B*C 5.0y

)

II)

Jest patrny zdkon, dle néhoZ bychom mohli napsati hod-
notu i jinych, analogicky jako , (u) nebo 4,(u) utvofenych
determinanti: v Citateli jest vidy tfeti mocnost oné 9-funkce,
jeZz se na levé strané nevyskytuje, ve jmenovateli pak soulin

ostatnich t¥i o-funkei.

Posledni dva éleny ve vyrazu I) vypolteny daji

2

'()ulg 9 3uloy9 Bulo‘qﬂ

Z 9.2 (%) 2 (%) 2 (0)
T o3\ 9, ) m\g,) du\g,)
2 g D1 2 gy a2
ou 0902 091‘) u

3" l '31 2 t‘)a 0 (9,
0,’,'3 e ) 3u(

— n®A*B2(C*?

LN
log

2

— n34*B*(C* —

1919{}’

9 0,193

vy .
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Dosadme tyto hodnoty III) a IV) do relace I); p¥ijdeme
k definitivni formuli

. 93 3
%MW:ﬁﬁmm&r4uda+@r4%??}
1¥2Y3

§ 6. Vyjddieni derivace ;]%Ig pomoct funkci pFibuznyjch
Rovnice (5) v § 4. nabude nyni podoby
2 ink'2C* 9,

2%(Kfl(u))_.—— on I, (u)d log —+ 7,
I, (u) 193
dmil * 9,0,0,

95
1’} B, 03

- 2BA°BC (a, — 1) 52

(aa__l_ 3 J2R2(2
+ ik II, (w) nA%*B%C

(1 09 5 o0 5

Integrujme celou rovnici dle . Posledni ¢len odpadne,
nebof integrand jest dplnym differencidlem. Ddle jest

/KH(u) du = :T(ao, a,, Ay, A3),
¢ili krdtce J. I bude

2 g% — ink'? C4J + (—02;_:—_) QAQBQ,T(QO - 2, Q1,009,053 +2)

+ (aa ) QA”B{/—(GO + 2, a,, a5, a3 — 2).

L) 1 :
Nésobme celou rovnici vyrazem V& — IO a uvaZme,
2 2 T
Ze k—_—%, E = gi Jeito — ’()J 34;632 jest rovno ?)k” bude
po upravé

4J2l g—]‘gfg + 2T + (ag— 1) J (a, — 2, a5 + 2)

+ (as— 1) J(ao + 2, a3 — 2) = 0. V)

Tim vyjddiena derivace J-funkce funkei J a dvéma s nf
nejblize pi¥fbuznymi funkcemi, Vidno, Ze prvd, proteZ i kazdd
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nésledujici derivace J-funkei dle modulu %2 se dd vyjdditi li-
nedirné pomoci funkei piibuznych, pii ¢emZ koefficienty jsou
raciondlni funkce exponenti a modvld &, . Tento vysledek
slouzi ném k odvozeni differencidlni rovnice pro J.

§7.Mﬁwmmm5wwneZmMu Za tim dtelem diffe-
rencujme predeflou rovnici opét dle k%. Ponévadz 4% 4 1'% =1,
ok’ 1

bude % = g ijest

2T 2kt — k2 W 1 —
2717 ’ -
k’am%f+4av g T2 —w

3T (a, — 2, a; + 2

+ (@ —1) P
+wr4ﬁﬂ%2z%—%=a (1)
AvSak dle predeslého §
97 (a, ——32,2 @ +2_ _ . klgk, [2KT (a,—2, a3 +2)
_ + @+ DT+ @ —3) T (@, —4a+4] | (g9
3/ (a, +‘(3‘:’“a3 - 2 _ ——4k12k’ (2% J (@ + 2,05 —2)

+ (@ +1) I+ (2, —3) T (a, +4,a,—4)]
Ndsobme prvou rovnici (e — 1), druhou (a; — 1) a se-
¢téme. Cleny 8 J(a, + 2, a; = 2) vypadnou. Musime jesté vy-
loutiti velitiny J (ay — 4, a3 + 4) 2 J (a, + 4, a; — 4). K eli-
minaci slouzi rov. (8) z § 3. a jiné dvé, které z ni plynou,
kdyz za a, piSeme a, ¥ 2 a za a; piSeme a; + 2. Tyto rov-
nice jsou -
@r+%—yw%+@@7+ymw—nﬂ%~awf+m
—(a; — ) ¥J(a, + 2, a; — 2) =0,
(%+mr+2—yn%jwf—m7wr—z%+2)
+ F (a,— 3)J(a, —4 a3 +4) — (a3 + 1) '/ =0,
(@ a5 — 2 —K*(a +a, + 2) J (0 + 2,4, — 2)
‘ (g +1)J —(ag = 3)kJ (a, + 4, a; — 4) =0.
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__ Vypottéme nejprve zrov. V) § 6. a z prvé z téchto rovnic
J(@a,+ 2, a3—2) a J(a, — 2, a; + 2) a pak dosadme do
obou poslednich. Tim vyjddiime

J(‘ici'_‘ir s + 4)7 J(ao + 4) as -4)

pomoci J a o Nalezneme, Ze

k2
(a0 — 1) (29 — 8) T(ap — 4 @y +4) + (a3 — 1) (4 — 3)
T @y + 4 ag — 4 = 882 (1 + %) 2T 1 2(aya, — 1) T

o {2 (@ + a0)* — 22 (4 + @y + 2) (a, 4 2y — 1)

+ (ao + a, — 2) (az + as + 1)] + K4 [(ao + G + 2)2
+ (ao + Ay — 2)2]}'
Jest tudiz, kdyZz dosadime do rovnice (2)

2J (a,—2, a; +2 o (a, + 2, a;, — 2

(a 1) (@ oY 2 ) + (s 1y (_0 a];n . )
2 '()J 2 ’Q 2
= T W {(ay 4 ag)* — 20" (4,0, — oy + a,a5 + a3)

+ £ (ay + az)g} Ik{k'a.

Konetné z (1) nabudeme hledané differencidlni rovnice
(3 ' o0
2 — - = — —_— el
22 (1 —2x Py + 21 —2z)(1—2x) 3%
— {(@ + a3)* 4 21 (3,03 — aga, — aya5 — a3 + 2)

J
—{-x“(ao—}—az+2)(ao+az—2)}1—6=0. ()
Tu jsme oznatili
s =k (@),
tak 7e A2 =1 — =z,

Tim proveden diikaz, ze funkce J(aq, a,, a,, ag) Vyhovuje
differencidlni, homogenni linedrni rovnici 2. ¥ddu. Jest to regu-
larni rovnice tiidy Fuchsovy. Singuldrni mista této differencidlni
rovnice jsou, jak vidime, body z =0, 1, oo, jako u obydejné
B A4 N
o E?= or plyne, Ze tato
singuldfrni mista jsou pravé nullové body funkef &,, &5, ;.

30

rovnice Gaussovy. Z formuli 4% =
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Také differencidlni resolventa 3. fddu pfedeslé rovnice md
velmi jednoduchy tvar

1— (“o_‘Qtﬁa_ )” 1 — (a_ga)

S”, 3 S" g—
?-?(?)_ 222 + 2(1 — x)*
) Y e 0 Y P ) D
o 22 (1 — )
s’y s, s"" znati derivace dle x. PoloZime-li
=%t _Hta 4t
- 2 Y - 2 b - 2 )

dostaneme rovnici Gplné analogickou s onou, jeZ plati pro Gaus-
sovu hypergeometrickou funkei.

Vsimnéme si jesté ndsledujiciho. 2, g, v jsou difference
obou exponentli, nédlezejicich singuldrnim bodéim 0, «, 1. Kdy-
bychom vypodetli exponenty samy, nasli bychom

1 1 . -

o= (a, + a;), ¢y, = - (ay + a3) (exp. k sing. bodu 0)
a a 2 a a, — 2

ﬁlzifj___, ﬁz=—°—_'—_42—-— , ., @
1 ) 1 '

n=7 (ag + a3), p,=— Y (a,+as) » » 1

Uzijeme-li pro J-funkci obvyklého indexového schematu,
miZeme ji psdti

0, o, 1 l

- L2 e 1 Y e |
Ta|ky=0n| 2 2772 g%
A w1 v |

— Tty Ty |

I shleddvdme, Ze naSe funkce J jakoZto funkce modulu %2
representuje Riemannovu P-funkei velice jednoduché formy, jez
jest blizka normovanému tvaru P-funkce, jejz Klein *) odvodil,

*) Srv. Klein, Ub. hyperg, Funktion, lith. 2. vyd. 1906, pag. 200 sq.;
-~ té% Ub. Normierung der lin. Ditferentialgl. 2. Ordn. Math, Ann. 38 144—52.
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kde oba exponenty jednotlivych singuldrnich bodd li&i se pouze
znaménkem. Tim také ukdzdno, Ze lze kazdou Riemannovu
P-funkei vyjddiiti pomoci J-funkce.

§ 8. Zdvérecné posndmlky. V piedeslém poddny jsou dva
body theorie hypergeometrickych transcendent na zdkladé
¢-funkei. Naskytala by se celd fada otdzek jinych, ku pf. studium
rozvoji nasf funkce, souvislost jednotlivych jejich vétvi, trans-
formatni problém a pod. Mnohé z téchto otdzek daji se Fesiti
ptimo z integrdlni definice J-funkef, jiné z hotejsi differencidlni
rovnice. Spokojime se zatim theorii piibuznych funkei a odvo-
zenim rovnice differencidlni.

Funkce, kterou jsme se v piedeilych §§ zabyvali, patii
do tiidy zevSeobecnénych hypergeometrickych funkei, jez podal
Wirtinger *). Misto 9-funkei figuruji tam obecné c-funkce s cha-

. A .
rakteristikami pout %, totiz o, (u|e,, ©,).**) Tyto funkce

jsou
0

kl‘
fl]o‘ly‘ (w|w, @,) du, A, @0=0,1,...n—1,
)
n

L, & periody. Plati o nich ndsledujici hlavni véty: I VSecky
takto definované formy daji se linedrné a homogenné vyjddfiti
pomoci n2 funkei tohoto systému, na sobé nezdvislyeh. II. Mezi
(n® + 1) korrespondujicimi formami piibuznych systémd, exi-
stuji homogenni linedrni relace, jichz koefficienty jsou jedno-
znatné modulové funkce n-tého stupné. III. JakoZto funkce né-
jaké modulové funkce hovi tato funkce differencidlni rovnici
n2-tého stupné, jejiz koefficienty jsou rovnéz modulové funkce
n-tého stupné.

*) Srv.Eine neue Verallgemeinerung der hyperg. Integrale, Sitzungsber.
der Wiener Akad. CXII. 1903: Ub. die Anzahl der unabh. hyperg. Inte-
grale n-ter Stufe, ib. 1905,

*¥) Srv. Klein-Frieke, Vorlesungen ub. die Theorie der elhpt Modulf.
1890, H. 23.

30+
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Theorii téchto obecnych funkei Wirtinger pouze naznatil.
Ptipad » =— 3 v nékterjch bodech podal Berger*). Polozime-li
n =2, mdme vlastné funkei J. Jak patrno jiz z uvedenych
3 hlavnich vét, vykazuje tento specielni p¥ipad odchylné chovéni.

Pozndmka ku plochdm rozvinutelnym.
' Napsal prof. BedFich Prochazka.

Zndma jest konstrukce rovin te¢nych spoletnych né&jaké
plose sborcené a néjaké kiivce, **) zaklddajici se na stanoveni
prisetikli teten této kfivky s onou plochou sborcenou. Kon-
strukce tato zjednodu§i se valné v tom piipadé, kdy plocha
sborcend bude hyperboloidem H a ona kiivka kfivkou rovinou L,
jejiz rovina prochdzi jednou piimkou plochy sborcené, V tomto
piipadé se snadno stanovi priseciky teen kfivky L s plochou
H a proto také i jejich spoletné roviny tetné. Souhrnem viech
téchto spoletnych rovin teénych stanovena jest rozvinutelnd
plocha jakoZzto jejich spoletna plocha obalovd. Polozme si za
tikol sestrojiti stopu této plochy v primétné a stanoviti zd-
roveli jeji body dotycné a poloméry kiivosti.
» 1. Za tim tlelem pfedpoklddejme plochu hyperboloidu H

vyjddfenou néjakym primétem (klinogondlnym nebo centrdlnym),
A, pHimky 4 naklonéné k primétné », jejiz stopou jest bod
n4, ddle pfimkou B, leziei v primétné v (stotoziiujici se tudiz
se svym priimétem) a obrysem primétu, t. j. néjakou kiivkou
2. stupné K;, dotykajici se primétd obou piimek 4 a B jakozto
primétem obrysové kiivky K této plochy.

Priimétna obsahujic pfimku B jakoZto piimku 2. soustavy
hyperboloidu H protne tuto plochu jesté v piimce 1. soustavy
vP, kterdz prochdzejic bodem n4 piimky A dotykati se bude
kfivky - K.

Kfivka L méjz svij primét v libovolné kiivece L a jeji
rovina ¢ obsahuj piimku A4, proto stopa JeJi N() v primétné
prochazetl bude stopou 7.4 této piimky.

Hle

*¥) Dr.. W. Fiedler, Die darstellende Geometrie 188a, 3. vyd. II dil,
str. 442
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