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Uber einen Satz von Khintchine.
Peter Scherk, Praha.
(Eingegangen am 3. August 1937.)

Einleitung.

Kleine lateinische Buchstaben bezeichnen ganze Zahlen. Die
Anzahlfunktion A(n) einer Menge A natiirlicher Zahlen gibt die
Anzahl der Elemente von 4 an, die héchstens gleich n sind.

Herr Khintchine!) bewies den folgenden Satz (B, u>:

Esseih > 2; A, . ... An—1, B seien Mengen natiirlicher Zahlen;
C=A4,+ ...+ A1 + B sei die Summe dieser Mengen, d. h.
die Menge aller natiirlichen Zahlen der Form a, + ... + as—1 + b,.
wo jedes a; gleich 0 oder in 4; gelegen [t =1,....h—1], 6 =0
oder in B gelegen ist. Ferner se: :

O<oc<h,ﬁ=oc oder f=1—hx; 0 u<1—p;

u

falp) = Max (0, b — h + 1); fr—na(p) = -

h
Fir 1< n< N set .
Ay(n) = an,

1
A2(7’L) g xn — 7’::

7

..................

Ap—1(n) = an — h

. B(n) = fn'— u.
Dann gilt -
CN) = (h—1) x + B) N — fslp).

Der wichtigste Spezialfall' dieses Satzes ist der folgende, der '

1) Khintchine: Zur addltlvan Zahlentheorie [Matematltschesku Sbor-’
nik, 89 (1932), S. 27—34], deutsch mlt russischem Auszug.

i
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sich aus dem Satze {«, 0) ergibt, wenn B und alle A4; gleich ein-
und derselben Menge natiirlicher Zahlen gewihlt werden:

Es sei Aj(n) die Anzahl der natirlichen Zahlen < n, die als
Summe von hochstens h Zahlen einer gegebenen Menge A natiirlicher
Zahlen darstellbar sind; ferner set

Kp = Mm A( ), X1h<1
n=1,.,N T
Dann st
) 291 2 fxlh.

Auf Grund einer einfachen Bemerkung kann der Beweis des
Satzes (p. u> abgekiirzt werden. Im folgenden wird der neue
Beweis vollstindig durchgefiihrt, ohne die Kenntnis der Khintchi-
neschen Arbeit vorauszusetzen. Der Leser derselben findet den
hinzugekommenen Kunstgriff (extreme Wahl des Parameters u)
im § 2 dieser Note dargestellt. Der Rest verliuft nach dem Khint-
.chineschen Paradigma.

§ 1. Vorbemerkungen.

1° Wir setzen im folgenden
B=1—(h—1)a—24,

also ' =1—ha fir g =o und ' =« fir g =1— ha. Dann
lautet die Behauptung

' C(N)= (1 —p) N — fslp).
2° Die Funktion fs(u) fillt nicht ber wachsendem u; es gilt
0 < folu) < B
3° Der Satz (B, u>, fir N = 1 evident, sei fir alle N < ¥
bewiesen. Im folgenden ses M fest. Liegt M + 1 in C, so ist
CM+1)=C(M)+1=(1—p) M — fplu) + 1
> (1—B) (M + 1) — folw).
‘Wir konnen also 'im folgenden voraussetzen
M+ 1¢C 2.

4° Unter der Umkehrung A* einer Menge A von natiirlichen
Zahlen verstehen wir die Menge aller natiirlichen Zahlen o* < M
mit
M+ 1—a*ed.

?) Die Menge 4 besteht aus den Zahlen, die der Menge A nicht ange-
“héren. Es bedeutet n e B: n ist in der Menge B enthalten; A CB: 4 ist |
Untermenge von B.
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A* hat also die Anzahlfunktion
A*¥(n) =n—AM) + A(M—n) [n=0,1,..., M];
denn nach Definition ist 4*(n) gleich der Anzahl der a* mit
1<a*<nund M +1—a*ec4d,

also gleich n—Anzahl der b mit
1<b<nund M+ 1—bed,

also gleich n—Anzahl der a mit _
M—n+1<Za< M und ae 4.

5° Umbkehrformel: Es ses h > 2; D, ..., Dy seien b Mengen
natiirlicher Zahlen. Wir setzen

E =D, + ...+ Dy
F'=D1+. . .+Df_1+E*+D,+1+... +-Dh [T= 1,...,}&];
ferner sei M + 1e E. '
Dann gilt im Intervall {1, M)
FTC 'Df*
also insbesondere
Dy*(n) = Fy(n) [n=0,1,..., M].
Beweis: Es sei

feFr, 1SS M;
dann ist zu zeigen

M +1—feD,
Nach Definition von F, ist
f=d1+-~+dr—1+e*+dr+1+--~+dh
[e* € E* oder e* = 0, dye Dy oder d; = 0; k=1,..., k],
M+l_e*=d1+~--+dr—1+(M+1_f)+dr+1+---+dh-

Lage M + 1—f in D,, so lage die rechte Seite in E, was fir
e* = 0 nach Voraussetzung, fiir e* 4 0 nach Definition von E*
unmoglich ist.3)

§ 2. Allgemeiner Induktionsansatz.
Der Satz <, u) sei falsch fiir M + 1. Dann ist
(I =B M —fp(p) S O(M) = C(M + 1) < (1 — ') (M + 1) — fa(p),
(1)

Ersetze ich u durch eine kleinere nicht negative Zahl, so bleibt
3) Beinahe wortlich nach Khintchine.
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die rechte Abschitzung von (1) nach Vorbemerkung 2° richtig.
Ich setze

p=  Max  (fn— B(n)); 2)

n=0,1,..,.M+1

dann bleiben die Voraussetzungen des Satzes (B, u) erfiillt, (1) also
bestehen. Wegen (1) kénnen wir setzen

OM)=QA—F) M —fop) +», 0y <1—f. (3
Dies ergibt nach Induktionsannahme
C¥k) =k —C(M) + C(M — k)
2k— 0 —p) M+ fo(u) —v + (1 —B') (M — k) — fp(n)
k=0,1,... M 4y
C¥k)y=pfk—v [k=0,1,... M) '

Somit ist die Induktionsannahme fiir Satz {(8’,») auf 4,,...
., Ap—1, C* anwendbar. Nach der Umkehrformel ergibt sich

B*(k) = k—B(M) + BM —k) = (1 —p)k—fp(»)
(k=01.... M]
oder, M — k = n gesetzt,
B(n) = (B(M) — M) + fn—fp(») [n=0,1,...,M]. (5)

Gabe es eine Zahl n, mit 0 < n, < M, so daB B(nl) = fn,—u
wiire, so folgte aus (5) fiir » = », nach Vorbemerkung 2°;

B(M) < BM + () — u < B(M + 1) —u < B(M + 1) = B(H).
Daher folgt aus (2)
B(M) = B + 1) — p. (6)
(6) in (5) eingesetzt ergibt noch '
Bn) 2 pn+1)—p—fpe(») [n=0,1,... M] (7)

§ 3. Abschluss der Induktion fiir den Satz {«, u).
Im Falle § = o ergibt sich aus (6) und (3)
oM = B(M) —« + p,
C(M) = haM — fo(u) + v = b B(M) + hp — fa(p) — (hx — »).
Ferner ist

O<ha—r < (8)
.denn nach (3) ist 0 < v < hx und nach Voraussetzung ha < 1.

Wire u >1 —-ﬁ’ so hatten wir fu(u) = by —h + 1,
OM) —hBM)—h + 1 = — (ha —»);
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dies ist unmoglich, denn die linke Seite dieser Gleichung ist ganz-
zahlig, die rechte wegen (8) aber nicht. Daher gilt

1 '
p<l—= (9)

C(M) = h B(M) + hu — (ha — »).
Mit C(M)—h B(M) ist hu — (ho — ») ganzzahlig. Da nach (8)
und (9)
— 1< —(ha—v) S hy— (ha —v) < bup < h—1
ist, kénnen wir setzen
hu— (b —v)=r—1, 1<r<h—1.
Dies gibt mit (7)
B(n) 2 a(n + 1) —p—+ = an—"""1
Die Induktionsannahme fiir Satz {1 — A«, »> kann somit auf
Ay, .. Ar 1, B, Ar 4y, ..., Ap—1, C*
angewendet werden. Dies gibt zusammen mit der Umkehrformel

[n=0,1,..., M].

M—A(M) = AXM) 2> (1 — &) M —

Ar(M)=<_-0‘M+-;7=B(M)—<x+ﬂ+%

da andererseits voraussetzungsgemi
r—1
A(M) = A(M + 1) = (M + "
ha

= B + e — (") = B + P > B

wire, golte fiir die ganzen Zahlen A,(M) und B(M)
B(M) < A/(M) < B(M + 1),

Widerspruch.

§ 4. Abschluss der Induktion fiir den Satz (1 — hx, u).
Nach (3) und (6) ist
C(M) = (l—a)M——% + o,
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B(M) = (1—ho) (M + 1)—p = M(1—h) + hC(M) + 1 — h(x + »).
Wegen 0 < v <1—u« gilt 0 <&+ v <1, also
M +v)=7r, 1< r< h—1,

r 1

v << hél_’};; f,,(’l’)=0;

‘dies gibt mit (7)
Bn)=2(1—hx)n—(ha +p—1) [n=0,1,..., M].
Fiir n = 0 folgt
0Z ha +p—1<p.
Na};:h Induktionsannahme fiir Satz (1 — hwx, ha + u — 1) ergibt
sic

C(n) = (l—cx)n—h"‘—t}f‘—_1 [n=0,1,... M

C*k)y=k — CM)+ C(M —k)
SE—(Q— M+ h gy
r—1 .

h
Die Voraussetzungen von Satz {1 — hx, u) sind fiir

Ay, .o Ara, OF Ay, oo A1, B

erfiillt. Unter Benutzung der Umkehrformel ergibt sich

=¢xk—(o¢+v——}1;)=ak— "k=0,1,..., M].

M— 4,() = AXM) 2 (1 —a) M — £

A < zxM—]—%:M—O(M) +rv<M—CM) +1;

andererseits ist nach Voraussetzung

AM) = A+ 1) 2 oM 40—
=M—C’(M)——Z—+v—l—o¢—-(o¢+v—%)

L= MO+ > M—o),

Widerspruch wie oben.
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0 jedné Chindinové vété.
(Obsah prede§lého &lanku.)

Autor podavéd zjednoduSeny dikaz této Chindinovy véty
(mald latinskd pismena znaéi pfirozend &isla):

Je-li A mnoZina pfirozenych &isel, budiz A(n) podet &isel z 4,
jez jsou < m. BudiZ nyni A > 2; budte 4,, 4,, . . ., Ap—1, B mnoZiny
plirozenych é&isel; C budiZz mnoZina vSech piirozenych &isel tvaru
a; + as+ ...+ ap—1 + b, kde kazdé a; je bud nula nebo patii
k 4; a kde b je budto nula nebo paté k B. Budiz 0 < « < _;Iﬁ
f=ou nebo f=1—hx; 0 u <1—pB; N budiz celé kladné
¢islo a pro 1 < » < N budiz

1

Am)=on—"""(r=1, ..., h—1), Bn)>pn—p.

Potom je : '
CN) = (h—1)a+ B N—p,

kde ¢ = Max (0, hu — h + 1) pro ﬂ:a,ez%proﬂzl—ha_
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