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Über einen Satz von Khintchine. 
Peter Scherk, Praha. 

(Eingegangen am 3. August 1937.) 

Einleitung. 

Kleine lateinische Buchstaben bezeichnen ganze Zahlen. Die 
Anzahlfunktion A(n) einer Menge A natürlicher Zahlen gibt die 
Anzahl der Elemente von A an, die höchstens gleich n sind. 

Herr K h i n t c h i n e 1 ) bewies den folgenden S a t z <(ß, ju}: 
Es sei h= 2; Al9 . . ., Ah—i, B seien Mengen natürlicher Zahlen; 

C = Ax + . . . + Ah—i + B sei die Summe dieser Mengen, d. h. 
die Menge aller natürlicher! Zahlen der Form ax + . . . + a-h—i + b, 
wo jedes a* gleich 0 oder in Ai gelegen [i = 1, . . .. h — 1], 6 = 6 
oder in B gelegen ist. Ferner sei 

0 < <x < -r, ß = <x oder ß = 1 — hoc; 0 = JLI < l — ß; 

fa(p) = Max (0, hfi — h + 1); fx-Uju) = j -

Für 1 = n = N sei 
Ax(n) _t ocn, 

A2(n) = <xn — -=-, 

Dann gilt 

Л Й - I ( Г С ) > Л —^, 

B( )>ßn~џ. 

C(N)>=((h~l)x + ß)N — fß{ft). 

Der wichtigste Spezialfall dieses Satzes ist der folgende, der 
2) Khintehine: Zur additiven .Zahlentheorie [Matematitscheskij Sbor­

ník, 39 (1932), S. 27—34], deutseh mit russischem Auszug. 
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-sich aus dem Satze (a, 0> ergibt, wenn B und alle A{ gleich ein-
und derselben Menge natürlicher Zahlen gewählt werden: 

Es sei Ah(n) die Anzahl der natürlichen Zahlen <^ n, die als 
Summe von höchstens h Zahlen einer gegebenen Menge A natürlicher 
Zahlen darstellbar sind; ferner sei 

ah = Min ^ - ; *-Ä < 1. 
»=-] N n 

Dann ist 
ah „* <xji. 

Auf Grund einer einfachen Bemerkung kann der Beweis des 
Satzes </?. /u} abgekürzt werden. Im folgenden wird der neue 
Beweis vollständig durchgeführt, ohne die Kenntnis der Khintchi-
neschen Arbeit vorauszusetzen. Der Leser derselben findet den 
hinzugekommenen Kunstgriff (extreme Wahl des Parameters /u) 
im § 2 dieser Note dargestellt. Der Rest verläuft nach dem Khint-
chineschen Paradigma. 

§ 1. Vorbemerkungen. 

1° Wir setzen im folgenden 

ß' = \ — (K—\)<x—ß, 

also ß' = 1 — ha für ß = a und ß' = a für ß = 1 — hx. Dann 
lautet die Behauptung 

C(N)^(l-ß')N-f,{li). 

2° Die Funktion fß(ju) fällt nicht bei wachsendem /u: es gilt 

0 £ fß(ju) < ß'. 
3° Der Satz (ß, p}, für N = 1 evident., sei für alle N £ M 

bewiesen. Im folgenden sei M fest. Liegt M + 1 in C, so ist 

C(M + 1) = C(M) + 1 ̂  (1 — ß') M — fß(,u) + 1 

. ^(l-ß')(M + l)-fß(lU). 
Wir können also'im folgenden voraussetzen 

M + 1 e C 2). 

4° Unter der Umkehrung A* einer Menge A von natürlichen 
Zahlen verstehen wir die Menge aller natürlichen Zahlen a* _.. M 
mit 

M + l—a*€ Ä. 

2) Die Menge A besteht aus den Zahlen, die der Menge A nicht ange­
hören. Es bedeutet n eB: n ist in der Menge B enthalten; A c B A ist 
LTntermenge von B. 
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A* hat also die Anzahlfunktion 

A*(n) = n — A(M) + A(M—n) [n = 0, 1, . . ., M]; 

denn nach Definition ist A*(n) gleich der Anzahl der a* mit 

1 <La* <[n und M + 1 — a* e A, 

also gleich n—Anzahl der b mit 

1 <£ b <: n und M + 1 — b e A, 

also gleich n—Anzahl der a mit 

M — n + l<La<LM und ae A. 

5° Umkehrformel: Es sei A ^ 2; Z>l3 . . ., DA seiew A Mengen 
natürlicher Zahlen. Wir setzen 

E = D1 + ...+Dh; 

Fr = A + . . . + A - i + E* + Dr+1 + . . . + Dh [r = 1, . . ., Ä]; 

ferner sei M + 1 e E. 

Dann gilt im Intervall <1, ikf> 

FrcDr* 
also insbesondere 

D*(n) ^ Fr(n) [n = 0, 1, . . ., J f ] . 
Beweis: Es sei 

dann ist zu zeigen 

M + l—f€Dr. 

Nach Definition von Fr ist 

f = dx + . . . + dr-x + e* + dr+1 + . . . + dh 

[e* e E* oder e* = 0, djg e Dj. oder d* = 0; & = 1, . . ., h], 

M+l — e* = d1 + ...+dr-1 + (M+l—f)+dr+l + ...+dh. 

Läge M + 1 — / i n Dr, so läge die rechte Seite in E, was für 
e* = 0 nach Voraussetzung, für e* + 0 nach Definition von E* 
unmöglich ist.3) 

§ 2. Allgemeiner Induktionsaiisatz. 

Der Satz </?, ju} sei falsch für M + 1. Dann ist 
(l-ß')M-fß(ri^C(M) = C(M+l)<(l-ß')(M+l)-fß(li\ 

Ersetze ich /u durch eine kleinere nicht negative Zahl, so bleibt 
8) Be inahe wör t l ich nach Kh in tch ine. 
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die rechte Abschätzung von (1) nach Vorbemerkung 2° richtig. 
Ich setze 

fx= Max (ßn — B(n)); (2) 
n-»0,l......Af+l 

dann bleiben die Voraussetzungen des Satzes </3, ju} erfüllt, (1) also 
bestehen. Wegen (1) können wir setzen 

C(M) = (l—ß')M — fß(fx) + v, 0 £ v < l - ß ' . (3) 

Dies ergibt nach Induktionsannahme 

C*(k) = k — C(M) + C(M — k) 

= k - ( l - ß ' ) M + Udi) — v + (1-ß') (M-k)-fß(v) 
[k = 0, 1, ...,M]; (4) 

C*(k) = ß'k — v [k = 0, 1, . . ., M]. 

Somit ist die Induktionsannahme für Satz </?', v} auf Alf . . . 
. . ., Ah—i, C* anwendbar. Nach der Umkehrformel ergibt sich 

B*(k) = k — B(M) + B(M — k)=~(l—ß)k — fy(v) 
[k = 0, 1, . . ., M] 

oder, M — k = n gesetzt, 

B(n) ^ (B(M) — ßM) + ßn — fß*(v) [n = 0, 1, . . ., M]. (5) 

Gäbe es eine Zahl n^ mit 0 <^ n^ _[ M, so daß B(nx) = ßnx — [i 
wäre, so folgte aus (5) für n = nx nach Vorbemerkung 2°: 

B(M) £ ßM + fß'(v) — ti< ß(M + 1) — ii £ B(M + 1) = B(M). 

Daher folgt aus (2) 

B(M)=ß(M +l)-fi. (6) 

(6) in (5) eingesetzt ergibt noch 

B(n) ^ß(n+l)—v — fßiv) [n = 0, 1, . . ., M]. (7) 

§ 3. Abschluss der Induktion für den Satz <<x, ju}. 

Im Falle ß = oc ergibt sich aus (6) und (3) 

ocM = B(M) — oc + fi, 

C(M) = hocM — Ufi) + v = h B(M) + hfi — Uja) — (hoc — v). 

Ferner ist 
0 <hoc — v <1; (8) 

denn nach (3) ist 0 <1 v < hoc und nach Voraussetzung hoc < 1. 

Wäre (i 2> 1 — — , so hät ten wir /*(//) = hju — h + 1, 

C(M) — hB(M)—h+ 1 = — (hoc — v); 

266 



dies ist unmöglich, denn die linke Seite dieser Gleichung ist ganz­
zahlig, die rechte wegen (8) aber nicht. Daher gilt 

^ < 1 — j (9) 

C(M) = h B(M) + hju — (hoc — v). 
Mit C(M) — h B(M) ist hp — (hoc — v) ganzzahlig. Da nach (8) 
und (9) 

— 1 < — (hoc — v) ^Lh/u — (hoc — v) < h/u < h — 1 
ist, können wir setzen 

h/u — (hoc — v) = r — 1, 1 <̂  r <̂  h — 1. 
Dies gibt mit (7) 

B(n) :> oc(n + 1) — /i — y = ocn — T~ [n = 0, 1, . . ., M]. 

Die Induktionsannahme für Satz <1 —hoc, v) kann somit auf 

Al9 . . ., Ar-1} B, Ar+i, . . ., -4Ä_i, O* 
angewendet werden. Dies gibt zusammen mit der Umkehrformel 

M — Ar(M) = Ar*(3I) ^(l—oc)M — ^-, 

Ar(M) <L<xM + j = B(M) — ex + n + j 

= B(M) + r-=±<B(M)+\; 

da andererseits voraussetzungsgemäß 

Af(M) = Ar(M +l)> oc(M + 1) — r - ^ 

=. B(M) + F - (fi-^) = BW + ^ 1 > B(M) 

wäre, gölte für die ganzen Zahlen Ar(M) und B(M) 

B(M) < Ar(M) < B(M + 1), 
Widerspruch. 

§ 4. Abschluss der Induktion für den Satz <1 — hoc, ^>. 

Nach (3) und (6) ist 

C(M) = (l — oc)M — ^ + v, 
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B(M) = (l — hoc)(M + l)—[i = M(l—h) + hC(M) + l—h(oc+ v). 

Wegen 0 <1 v < 1 — oc gilt 0 < oc + v < 1, also 

h(oc + v) = r, l<Lr<Lh—l, 

clies gibt mit (7) 

B(n) :> (1 — hoc) n — (hoc + ju — 1) [n = 0, 1, . . ., M]. 

Für n = 0 folgt 
0 ^hoc + ju — 1 < ju. 

Nach Induktionsannahme für Satz <1 —hoc, hoc + ju — 1> ergibt 
sich 

C(n) >z(l — oc)n — hoc + V—1 [n = 0 j l, . . .. 31]; 

C*(k) = k — C(M) + C(M — k) 

^k — (1 — oc)M + ^ — v + (l — oc)(M — k)— hoi+^ — 1 

= ock — lex + v — -7-j = ock — r-^j— [k = 0, 1, . . ., M]. 

Die Voraussetzungen von Satz <1 — hoc, fi) sind für 

Ax, . . ., Ar-u C*, Ar+i, . . ., Ah-1} B 

erfüllt. Unter Benutzung der Umkehrformel ergibt sich 

M — Ar(M) = Ar*(M) ^(l — oc)M — £; 

Ar(M) £ ocM + 4 = M — C(M) + v<M — C(M) + 1; 

andererseits ist nach Voraussetzung 

Ar(M) = Ar(M + 1) >. ocM + oc — r - ^ -

= M — C(M) — Ji. + v + oc— L + V— -jr) 

. =^M — C 

Widerspruch wie oben. 

. ^ I - C ( Л ř ) + ^ > M — C(M), 
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O jedné Chincinově větě. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o č l á n k u . ) 

Autor podává zjednodušený důkaz této Chinčinovy věty 
(malá latinská písmena značí přirozená čísla): 

Je-li A množina přirozených čísel, budiž A(n) počet čísel z A, 
jež jsou <I n. Budiž nyní h I> 2; buďte Al9 A2, . . ., -4A—i, B množiny 
přirozených čísel; G budiž množina všech přirozených čísel tvaru 
ai + a2 + • • • + ah—i + &> kde každé a ť je buď nula nebo patří 

k Ai a kde b je buďto nula nebo patří k B. Budiž 0 < oc < -r-; 

ji = oc nebo /3 = 1 —Aťx; 0 ^ ^ < 1 —/?; N budiž celé kladné 
číslo a pro 1 <^ n <1 N budiž 

T- i 
Ar(n) ^> ocn T — (r = 1, . . ., A —- 1), JB(W) I> /to — ^. 

Potom je 
W ^ ( ( A —i) * + £)# —e, 

kde £ -= Max (0, hp — h -f 1) pro /? -= ťx, Q = ~ pro j8 = 1 — Aťx. 
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