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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Sestrojeni pravidelného sedmnactitihelniku.
Napsal Dr. Karel Rychlik.

Pravidelny sedmndctithelnik jest moZno sestrojiti elemen-
tarni geometrickou konstrukef (t. j. pomoci pravitka a kruzitka).
V XXXIIL. roénfku Casopisu (sti. 543—b58) vylozil + Feditel
Strnad konstrukei Serretovu v tdpravé Bachmannové a odvodil
z ni jinou pomoci transformace prevratnymi privodiéi. Tuto
konstrukci pak v zjednoduSené tpravé neodvisle a piistupnéji
vylozil v Casopise r. XXXVIL (str. 81—86). Richmond (Quart.
Journ. of. Math. 25, 1892; Math. Ann. 67, 1909) provedl
v rozboru konstrukce pravidelného sedmnéictithelniku formdlni
zjednodugeni: Shledal, Ze lze postupné feSeni prvych dvou rov-
nic kvadratickjch, k nim# konstrukce vede, nahraditi délenim
jistého dhlu na &tvrtiny. Této mySlenky pak uZil k sestaveni
nové konstrukce. Vylozim v ndsledujicim konstrukei Richmon-
dovu, jakoZ i jinou konstrukei na téze mySlence spolivajici,
kterd m4 tu vyhodu, Ze ji mozno snadno upraviti v konstrukei
uzivajief pevného kruhu s danym stiedem a piimek. (Prvni ta-
kovou konstrukci uvetejnil v. Staudt v Crelleové Journalu sv.
24., 1842 bez dilkazu. Dikaz podal pak Schroter, tamtéz sv. 75.,
1872).

1. PoloZme
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2, =2c0s 39 == 2cos 149 | = 2cos 3¢

2, = 2 cos 99 = 2 cos 8p :~2cos%q>

Z3 = 2 cos 10 —= 2 cos T i:—2008%(})

Zy, =2cos13¢p =2 cosdp | = Z2cosdyp @)

Z, =2 cos bp = 2 cos 12¢ :—2608%93

e =12cos1bp =2 ¢cos2p | = 2cos2¢p

2, == 2 cos 119 = 2 cos 6yp :—2cos—g(p

Ty = 2 cos 169 = 2 cos ¢ = 2cosq,

a dale

Y=o + |
Yo = &y + X4 l 3
Ys = 23 + 2, [ @
Yo = 4 + %, J

zl:xl+z3+x5+x7=yl+y3 l*) (4)

2y = Zy+ 2y + 2y + Ty =Y, + ¥, [
2. V druhém sloupci ve (2) jsou vyjadfeny velitiny = po-
moci cos Ghli < % Z vyjéddteni toho jest ihned jejich zna-

meni patrno. Zaroveri vidime, %e je miiZeme srovnati dle abso-
lutnf hodnoty v fadu

|x2|>|$s'>lxal>|xsl>'xv|>|x1|
>lay | =12 6)]

Ustanovme ihned, jaké znameni maji y,, v,, ¥s, Y5 & ;-
V oy, =a, + z, jest 2, > 0, z, < 0, aviak

lz, | > 12 |,
y, >0 6)

tak Ze

*) x, X3, ... Iy jsou dvojélenné periody Gaussovy, ¥, Yo Ys» Yur
jsou periody é&tyFélenné a z,, 7, periody osmitlenné. K uspofadani uzito té
okolnosti, Ze 3 jest primitivnim kofenem prvoédisla 17. Jest totiz

x, =2 cos kg
k=1,923,...8).



Podobné urtime
¥s <0, 93 <0,y, >0.
Abychom urtili znameni pii #, = 2, 4 2; + 25 + z,, uvazme,

ze , >0, z,, z,, z, <0 a dile

z, + 23 < 0 a tim spife

vzorci

2 cos? a =1 -+ cos 2

2, < 0.

3. Ctverce a soudiny velitin # po dvou lze na zdklads

(6)

|2, | < ||, tudiz jiz

-(7)

2 cos @ cos B = cos (¢ + ) + cos (¢ — f3)
vyjadfiti linedrnd pomoci prvnich mocnin. Tak obdrzime na pf.
2 =24 7, x, 2, =, + x,.

Sestavme tyto Etverce a soudiny velitin # po dvou v multi-
plika¢ni tabulku:

Z,

Ty

Ly

Zy

Iy

T

242,
T5 +
Ty -+ 24
Ty -+ X
e
Ty + X
o
M

s+,
24z
Ty + 24
2
P
z; + z,
Z, + %,
Z, + 74

z; + 2,
2 N
2+,
z, + %;
T + %
Zy + 25
A
z,

T3+ Zg
Ty + 25
-,
2+,
O
Ty + T,
5+
x; + @,

Ty + %4
z, + %,
x; + %
Ty + g
2+ 2,
z, + 2,
%y + 2y
z, + 2,

Xy + g
x5+,
Xy + g
Zg + %,
z, + 3
242,
Zy+ 2,

z, + x4

4. Vypoétéme ihned té% hodnotu souétu
S=az, +a+ a2+ ...+ 7.
Nésobime-li ob& strany této rovnice z,, obdrzime
Sz, =24z, 0,42, 2, + ... 42 %

z, + 4
%, + 74
Ty + g
T3+ T
Z; + Zg
z,+ 2z,
24 5
x5+ 2,

Zy +
Ty +
xy +
x +
z, + 2,
x, + %4
Z3 +
24z,
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a uzijeme-li multiplikaéni tabulky

S, =24z, + 22, + 20, 4+ ... 4+ 22y =2 — z, 4 28,
tedy
S+ 1) (@ —2)=0.
PonévadZ pak jest jisté x, Z|= 2, plyne z této rovnice
S=—1,
t. j.
2,42t g =— 1 ()]

5. Nyni mizeme snadno dokézati, Ze z,, z, jsou kofeny

kvadratické rovnite s racionalnymi koefficienty. Jest totiz

st =z 42+ .. %
a tedy dle (8).
o 4 5= — L. ©)
Provedeme-li soutin
2,8 = (@, +z, + x5 + ;) (%, +af4+xe + ),
uzijeme pak multiplikaéni tabulky a vzorce (8.), obdrZime

2,8, = — 4. 9"
Jsou tudiz #,, 2z, kofeny rovnice kvadratické
L) o224 z2—4=0.
Ddle jest
Y+ 9, =2y, (10)
a postupem stejnym jako p¥i soulinu z, z, uréime
Y9 Y5 — — 17 (10’)
tak Ze y,, y, jsou koteny rovnice kvadratické -
IIa) Yyt — 2,y —1=0.

Podobné zjistime, Ze y, ,y, jsou kofeny rovnice kvadra-
tické

1Id) y?— 2y — 1=0.

Konetné ustanovme rovnice kvadratické, jejichz kofeny jsou
dvojice z,, x5 ; 2,5, Tg; T3y X5 T4 X
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Jest totiz
Ty T =Ygy By By =T+ Ty = Yy, (11)
tak Ze x,, z; vyhovuji rovnici kvadratické
I11a) 22—y, x4y, =0.
Podobné jest
Ty + Ty = Yy, Ty By = T3 + & = Uy (12)
a z,, z, jsou kofeny rovnice kvadratické
111b) 22—y, x + y; = 0;

Ty + By =Yy, Ty By =Ty + Ty = Yy (13)
a 3, x, jsou kofeny rovnice kvadratické

IIIe) 22—y, x4+ y, = 0;
Byt Ty =Yy BTy =X, Ty =Y, (14)
a z,, Z; jsou kofeny rovnice kvadratické
II1d) 22—y, o+ y, =0.

I vidime, Ze urleni velidin z vyZaduje postupné FeSeni
rovnic kvadratickych I, II, III. Z toho plyne, Ze feSeni to lze
provésti pravitkem a kruZitkem.

6. Reseni onéch kvadratickych rovnic lze provésti riznymi
grafickymi methodami. Richmond ukézal, %e fe3enf rovnic I a II
lze pfevésti na délenfi jistého dhlu na étyfi stejné dily. K tomu
cili uzijeme tak zvaného geometrického feSeni kvadratickych
rovnic.

Kofeny rovnice kvadratické s redlnymi koefficienty

o) 22+ ar—b=0,
kdez b jest ¢fslo kladné, lze vyjddriti ve tvaru
0 Vo tg o a —\F cotg o,
znali-li & thel dany rovnici
7) tg ¢ = gl/_i )

*) Podstatou tohoto Feseni jest, Ze pFevedeno uré&eni kofenil rovnice
kvadratické na piileni uhlu, coZ jest vlastné téz tiloha dvojznaénd. V elemen-
tarni geometrii jest zvykem uvaZovati pouze jediné jeji FeSeni, dané osou
soumeérnosti thlu. Druhé FeSeni jest d4no osou soumeérnosti pfislusného



Z toho vidime, Ze oznatime-li J ostry whel, pro ktery
tg 0 =4,
budou kofeny rovnice I) 224 2 — 4 = 0 dény vyrazy

2 tg —g—, —2 cotg—g-;

ponévadz dhel 6 jest ostry, bude prvy z téchto vyrazi kladny,
druhy zdporny. Pomoci této okolnosti miZeme rozhodnouti, ktery
z téchto vyrazli pfedstavuje 2, a ktery z,. Vime totiz, dle (7),

7e 2, << O a ponévadz dle (9) z, 2, = — 1, jest
2, > 0. (15)
Z toho plyne
z1=——2cotg%, z,:?tg—g— (16)
Dosazenim do rovnice Ila) obdrzime
'a) y"+2cotg%y —1=0.

Kladme v rovnici a)
a:2cotg%, b=1

¢
thlu vedlejsiho. Ozna¢ime-li pfi thlu ¢ ono prvé Feseni —-, bude druhym
resenim * . Palent ublu vyzaduje totiz urteni tg -3, jeli dén tg 5.
&
2tg -5

G
Uvétime-li, Ze tg ¢ = ——————5— jest tg 5 uréeno kvadratickou rov-
1—1tg2

2
nici 8 tg & + 2x — tg 9 = 0. Jest v3ak téz

9
2 cotg 5

tg &= —

'9. ’
cotg? 5 1

: G
tak Ze rovnice ta m4 vedle kofene tg - téZz kofen
& ¢+
-— Cotg —2— — tg ——2——.

Podobné jest déleni uhlu ¢ na n stejnych dild ulohou v podstaté
Stz St+2 St m—D7

, 9
n-znaénou o Fedenich —, ,
n 2 n n




a urteme thel 9 z rovnice tg & — 2Vb tg—2— tak Ze mozno

Kldsti 9 :—g— a dle (8) budou pak koreny rovnice II'a)

0 0
tg 'Z‘, -_— cotg -Z-.

Ptihlédneme-li opét ke znameni, shleddme, Ze jest

)
Y, = tg “4— l
_ 6 _, 642 (17
Y3 = — cotg %= tg—T—.
Podobné dosazenim do IId) obdrzime rovnici
II's) y? — 28920y — 1 =0
a shleddme, Ze jeji kofeny jsou
Yy = — cotg ——_Zl =g 6%3—”
18)
0+ n (
y4 - tg _—i-__

Tak prevedeno urteni velidin y,, v,, ¥;, y, na &tvrcent
dhlu 6.

Dosadime-li tyto hodnoty do rovnic IIT), nabudou tyto rov-
nice pro z tvaru

II'a) 2 —tg—x+ tg 55—1113— = 0 (kofeny z,, z;)

=%

111") x*—tg———sgx+t 6—{-21:

I =0

(kofeny x,, x,)
II[’C) x%— 1t -d———+—2—'1 x + tg 6_j—__’f_ —0

W~

(koteny z;, 2,)

ray  «— tgii;—”— z 4+ tg % =0

(kofeny z,, %s)-
7. Oznatme vrcholy pravidelného sedmndctiihelniku vepsa-
ného do kruZnice £ o poloméru 1

P, M, M, ...M, W, M,...M,
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v pofadi, jak na obrazci 1. naznateno, vedme osy soufadnic
a promitnéme vrcholy do osy z, kterézto priméty oznaéme

P, P, ... P,. Pak bude 2, = 2 OPF;.

Oznatme

@, pilicf bod usetky P, P;, tak ze OP, + 0P, =2 0,
@ » o» ”P_QE,,,,O__—{—OP:-JQQ
& » » » PP, , , OP;4 0P, =206,
Q » » » PPy, , , OP,+ 0P, =200,

Pak bude na zéklad® rovnic (3).

1 =400Q, =400, y,=40Q, y,=400Q,
a tedy dle rovnic (17) a (18)

0 =117, 0, =119 "L = 147"
0+ 2 07 —0 —— P
06 =110 " =119 2, 00, =119 ° %"

I miZeme body @,, @, @;, @, snadno sestrojiti:

Necht jest OR =1 0Q'. Pak bude tg <t ORP—=4 a
tedy <t ORP = d.
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Sestrojme tudiz

0 0
< ORQ, = - < 03042#,
—0 27 — ¢
<IQQROZN4 , < @RO= ”4 .

Abychom urtili body P, uvaZzme, Ze jest dle rovmic (11),
(12), (18), (14), vzhledem k tomu, z2e OP = 1.
OP,.0P,= 04, . 0P
OP,. 0P, = 0¢, . OP (19)
OP, . OP, = 0Q,. OP
0P, . 0P, = 0¢,. OP
Prvni z t&chto rovmnic poskytuje tuto konstrukei: Nad
dsetkou @Q,P jako primérem sestrojme kruZnici g protinajici
osu ¥ v bodé S. KruZznice % kolem sttedu ¢, polomérem @,S
opsani protne osu x v bodech P,, P,. Pak totiz bod @, jest
skutetné stiedovym bodem uselky P,P,, osa y pak prochazejic
prisetiky kruZnic g, 2 jest jejich chorddlou. Md tedy bod O na
ni leZici vzhledem k obéma kruznicim g, - tutéZ mocnost, takze
skutetné OP, . OP; = 0@, . OP. Vztytime-li kolmici v bodech
P,, P, protnou nim tyto krunici % v bodech M,, My; M,
M',, sestrojime-li pak tétiva M, M, = M, M,, bude tétiva
PMgq stranou pravidelného sedmndictidhelnfku, ktery nynf jiz
snadno doplnime.
8. K jiné konstrukei dojdeme touto tivahou:
Jednd se o grafické feSeni jedné z rovmic III'), na pt.
11 a,

x’~—tg6+nx+tg%=o (20)

4
o kofenech z,, ;. To provedeme timto zplisobem: Pifmka
z = A(y + 1), prochézejici bodem @’ (0, — 1) na kruznici %,
protind ji jesté v bodé o soufadnicich
_a 1=
T2 Y= 15

Tak dostaneme tak zvané parametrické zndzornénf kruz-
nice k. Kazdé hodnoté& parametru i odpovid4d bod kruznice, dany

1)

xr =
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prévé soufadnicemi (21). V daném piipadé vSak téZ naopak
kazdému bodu na kruznici odpovidd uréitd a to jedind hodnota
parametru A. Parametr 4 md jednoduchy vyznam. Klademe-li
vrovnici z = 4 (y + 1) za y = 0, obdrzime x — A. Jest tedy 2
tsetkou bodu, v némZ pfimka 2 —= i(y 4+ 1) osu z protind.

Hledejme parametry bodd, v nichZ pfimka
_* Yy

kruznici % protini. Ty obdrzime, %yjédfime-li podminku, Ze bod
kruznice £ o soufadnicich (21) lezi na p¥imce ! jako koieny
rovnice kvadratické
2b b—1
2 __
Ly R ) M g

Porovnejme tuto rovnici s rovnici (20). Kladme tedy

=0.

2b —t 4=
abF D94
b——l__t_é_
b1 91
z kterychzto rovnic uréime
0
14 tg —
b‘:———i:tg6+”
0 4
2 0
0= —"——=1—1tg —
1+tg61—” 4

I vidime, Ze obdrZime kofeny rovnice (20) jako tsetky
bodd na ose z, které vzniknou, spojime-li bod @' (0, — 1) s prii-
setfky pimky ! a kruZnice k. Piimka [ jest ddna tim, Ze utind
04+n

i

na ose z tsek 1 -— #g —g—, na ose y usek tg

Odtud plyne konstrukce:

V bodé Q vedme rovnobsZku s osou z a utilime QF — 4.
Pak jest tg <t QOE — 4 a tedy <t QOE = d. Osa soumérnosti
Ghlu QOE nechf protind kruZnici £ v bodé F. Pak jest
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< QOE = %, < QQF = —2_, < OPF = é—“l:i’. Pimka Q'F

necht protne osu 2 v bodé G, pfimka PF osu y v bodé H. Pak

jest OT;‘:tg%, O_H:tgé——j;—”. Utinime-li KP = O@, bude

OK=1—1tg —Z— Spojme prisetiky pfimky KH =1 a kruz-

nice % s bodem Q'. Tak dostaneme dvé piimky, protinajici osu =
v bodech P,, P,, pro néz jest

OF, = 2, = 2 cos @
P, =2, =2 cos 4q.

<

Obr. 2.

Nyni jest doplnéni konstrukce pravidelného sedmnéecti-
thelnfku jiZz snadné,

Bud miizeme uZziti té okolnosti, Ze v pravodhlém troj-
Ghelniku P'PM, jest <t MyP'P =1} <t MyOP =4¢p a tedy
P'Mg=2 cos 49 —= P'M’,, tak Ze kruZnice polomérem z, kol
bodu P’ opsand protne % v bodech M, a M',; neb, ponévad
jest P'M, — x,, sestrojiti postupng M,, M, M, M,; M, M,
M',, M, ; neb koneins, ponévadz OP, = 1 OP,, obdrzeti vreholy
M, M's jako prisetiky kruznice % s kruZnicf o poloméru 1,

opsanou kol bodu P, (vzhledem k tomu, ze OP, = 1 OP, ob-
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drzime podobnd, protneme-li kruznici % kruznicf o poloméru 1,
opsanou kolem bodu P,, vrcholy M,, M’,, ¢ehoZ miZeme uZiti
ke kontrole.)

9. UkdZeme je§té, jak moZno konstrukei usetek z,, x4
prévé vyloZenou upraviti tak, 7e se pouziv4 pouze kruznice £,
jejiz stfed jest ddn a piimek.

Predpoklddejme, Ze jsme timto zpiisobem sestrojili jiZz
tetny ¢, ¢/ v bodech @ a @ a pimku z | y, y = Q@’. Jednd
se nejprvé o sestrojeni tdsetky QF — 4 na piimece £ Za tim
alelem vedme pifmku Q'P a oznatme D prisetik (@'P, ?).
Spojme bod D s bodem O. Spojnice OD necht protne pfimku #’
v bodé D’ a vedeme-li pfimku D’'P, protne ndm tato pifmku ¢
v bodé E a jest skutetnd QE — 4. Nyni jde o to, sestrojiti

< QOF= —g— Piimka OE necht protini kruZnici & v bods F,.
Pak jest <t QQ'E, = —g— Oznatme E,=(Q'E,, t), E, = (Q'E,, z).
Vedme piimky OF, a QE, a oznatme jejich prisetik E,. Spojme
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bod Q' s E,. Pifmka ta nechf protne pfimku ¢ v bodé E,. Pak
bude p¥imka O E; rovnobéZzna s piimkou Q'F, a tedy <t QOE, — -g—
Piimka OE, protne kruZnici ¥ v bodé F. Prisetik (Q'F, x)
jest G, prisetik (PF,y) jest H. Preneseni usetky OG do po-
lohy KP provedeme takto: Oznatme F, = (Q'F, ¢). Vedme déle
piimku PF, a ta necht protne ¢’ v bodé F,. Prisetik (QF,, x)
bude A. Spojime-li body, v nichz piimka ! = HK kruZnici %
protind s bodem ¢, protnou ndm tyto dvé piimky piimku =
v bodech P4, P,, takze OP, = x,, OP, = .

Poznamky k theorii kuZelosecek.
Napsal R. Hrusa.

I
Budiz dana kuZelosetka rovnici stfedovou tvaru:
E = Ax*+ 2Bzy + Cy* — D =0 (1)

v soustavé pravothlé.

Uloha, stanoviti osy této kuzelosetky, Fedf se pomoci ortho-
gondlni transformace, nebo uzitim invarianti kvadratické formy.

Zajimavou elementdrni methodu naznatil p. B. Niewenglowski
ve dvojsvazkovém dile ,Cours de géométrie analytique“, atd.
(Tome I, Sections coniques, p. 294, Exercices 3), kterdZz pochdzi
od znamenitého francouzského algebristy E. Galoisa. Methoda ta
se opird o ndzor geometricky a proto vynikd svou jednoduchosti.

Pro pochopenf zdkladni mySlenky této methody uvaZujme
kuZelose¢ku danou rovnici osovou:

x? 2
S+h=1 )

soustfedné kruhy, které maji s kuZelosetkou styk dvojnasobny,
dény jsou rovnicemi:

K, =2+ y*=a?,

K, =z} y*=b%
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