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5. A sekce:

Pocet pravdepodobnost: a apl:kovana
matematika.

THE APPRQXIMATION OF THE LIMIT. PRO_B_ABJLITY LAWY,
HALINA MILICER-GRUZEWSKA, Warszawa.

The conditions under which the assymptotic expansion theorem
is fulfilled,?) if the random variables are equivalent,?) are examined.

We prove that the central limit theorem is false, if the equivalent;
variables are strongly correlated and uniformly bounded although, it is
known?) that this theorem is true if the moments of these vanables
fulfil some special conditions (1). :

Even if we suppose that the conditions (1) are satisfied, the assym-
ptotic expansion theorem may be false, if some further moments of the
same variables-do not fulfil additional conditions (2). However, if we
suppose that the conditions (1) and (2) are satisfied, we obtain the fol-
lowing- approximation for the distribution function F w(x) of the stan-
dardized sum of » equivalent variables: :

F,(z) = D(x) + o(n—* log=in), 0 <a < 1,

where @(z) is the Gauss-Laplace integral. The properties of the distri-
bution function F,(z) and of the corresponding characteristic function
@n(t) depend on the properties .of the joined distribution F(zy, ..., %)
of the equivalent variables X,, X,, ..., X,, we describe.

Conditions (1) and (2) essentially differ from the analogous conditions
for the case of 1ndependent random variables. They cons1st not only

1) H. CRAMER Random Varmbles and Probabzlny D%mbumons, Cambridge,
ch. VII, Th. 25 (1937), 81—83. :

2) B. de FINETTI Classt di numeri aleatori equivalenti, Rendiconti della
Reale Accademia Nazionale dei Lincei, 6a vol. XVIII (1933), 203—207.

3) H. MILICER-GRUZEWSKA: Sulla legge limite delle variabli casuali equi-
valenti, Atti d. Acc. Naz d. meel, S. VIIIv 11, ser. Ia, 2 (1948), Theorema 1,
Pp. 28-—29. .
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in the existence of the moments and the estimation of their gradual
increase, but also in the fulfilment of an enumerable number of equalities.
The summary report will appear in the Comptes Rendus de la
Société des Sciences et des Lettres de Varsovie (cl. III) entitled On the
Distribution Law and the Characteristic Function of the Standardized Sum
of the Equivalent Variables.
*

Streszczenie. — Summary.

Aproksymacja prawa granicznego.
HALINA MILICER-GRUZEWSKA, Warszaws.

Autorka bada warunki, pizy ktérych spelnione jest asymptotyczne
twierdzenie dla zmiennych ewentualnych ekwiwalentnych.

REPRESENTATIVNI VYBER SKUPIN METHODOU DVOU
FAZI.

JAROSLAYV HAJEK, Praha.

Pii aplikaci representativni methody éasto nelze vybirat jednotlivé
prvky, nybrz pouze celé jejich skupiny. Jifi Neyman podavé FeSeni,
pii némz mé kazdd kombinace stejuou nadéji, Ze bude vybrana. Potom
viak nelze vybérovy primér ,

? Y+ - + "kyk
Ty +

(r; a y; jsou rozsahy a priméry skupm vybranych) uziti jako odhad
praméru zékladniho, protoze m4 skresleni a je nutno volit veli¢inu jinou,
kterd viak md obvykle v&tsi rozptyl. Aby skresleni vybérového priméru
zmizelo, stadi pozménit vybérovy postup, zvolit methodu, jiz jsem nazval
methodou dvou fézi. V prvni fizi totiZz vybereme jednu ze skupin tak,
aby pravdépodobnost vybréni byla pro kazdou skupinu dmérna jejimu
rozsahu (coz lze pomoci tabulek ndhodnych &isel snadno zafidit). Ve
druhé fizi vybereme (k — 1) zbyvajicich skupin obyéejnym zpilisobem,
pfi kterém m4 kazdd kombinace skupin stejnou nadéji.

%
Summary. — Vytah.

The cluster sampling by the two-stage method.
JAROSLAV HAJEK, Praha.
- During applications of the sampling method, it is often impossible

to select single elements, but only whole groups. J. Neyman presents
& solution in which each combination of groups has the same chance
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of being selected. Then, however, the sample mean
1Y+ oo+ TRy
it

(r; and y; denote the size resp. mean of the selected groups) cannot be
used as an estimate of the population average since it has a bias, and it
becomes necessary to choose some other quantity which has usually,
however, a larger dispersion. In order that the bias of the sample average
should vanish, it suffices to alter the sampling procedure: we choose
a method which the author has called the two-stage method. The first
stage consists of selecting one of the groups in such a way that the pro-
bability of selection will be, for each group, proportional to its size.
(This can be easily arranged with the help of tables of random numbers).
In the second stage, we select the k¥ — 1 remaining groups in the usual
way, where each combination of groups has the same chance.

Y=

ZAKON CETNOSTI CHYB FYSIKALNiCH MERENI.
ZDENEK HORAK, Praha.

Podle dosavadnich zkuSenosti lze mit za to, Ze rozdéleni chyb p¥fi
fysikdlnich méFenich spliiuje zhruba normalni zdkon, avsak o jeho pfesné
platnosti nelze bezpedné rozhodnout, jezto fady fysikalnich méfeni nejsou
obvykle dosti podetné. Za tiéelem ovéfeni normélniho zdkona chyb, byly
provedeny v tstavu technické fysiky na Ceském vysokém udeni technic-
kém dvé Yady mistkovych méfeni po 500 é&lenech a bylo zjisténo, Ze
v obou piipadech jsou kiivky Getnosti ostiejsi, nez kiivky Gaussovy,
t. j. maji kladny exces. Tento experir entdlni vysledek pokusil jsem se
vysvétlit trojim zpisobem, demuz odpovidaji tyto tii alternativy:

a) Normdlni zdkon Cetnosti plati presné pro homogenni soubory
méfeni. Deldi ¥ady méfeni, které potfebujeme k spolehlivému ovéfeni
zékona chyb, neni snadno provést za pfesné stejnych podminek a proto
je musime poklddat za souhrn jistého poétu Sasteénych soubort o riznych
stfednich chybach. Superposici téchto &astednych normdlnich kiivek
vzniknou skutedné kfivky, které maji charakter pozorovanych frek-
venénich kiivek. ’

b) Normdlni zdkon plati pro skuteénd méfent jen priblizné, kde#fo
presny zdkon chyb ma obecnéj§i tvar, obsahujict mormdlni zdkon jako
2vld$tnt pripad. K zobecnéni normdilniho zdkona lze dojit na zdkladé
kvantové statistiky, kterd se osvédéila v moderni fysice. Je zndmo,
ze klasicka statistika odpovida zdkonu Gaussovu, podobné lze kvantové
statistice pfifadit zdkon chyb:

, a
(@) = P —— b<1, | 1)
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kde 7(x) je relativn{ detnost chyby z a o, a, b jsou konstanty. Pro b > 0

mé kiivka kladny exces, pro b << 0 mé exces zdporny. Prvni piipad

odpovid4 statistice Bose-Einsteinovd, druhy statistice Fermi-Diracove.

¢) Rozdélent skuteénajch chyb nent normdlnt a lze je vyjddiit zdkonem

jiného tvaru. S tohoto hlediska by p¥ichdzely v ivahu pfedevsim symetric-

ké typy Pearsonovych kiivek. Uk4zalo se viak, Ze 1épe vyhovuje kiivka
o

2 coshz(cs;x) ’ @)

Druh4 z t&chto k¥ivek se dosti malo lisi od kfivky normdlni. Tak jsem
byl veden k obecnému typu soumérnych k¥ivek detnosti

=z cosh(xax) popt- m=

7 = a cosh®(xz), . (3)

které pro n < 0 maji zhruba tvar k¥ivky normdlni. :

V tomto p¥ipadé lze vyjadiit integrdly chyb elementdrnimi trans-
cendentami (gd(ox), tghox).

K stanoveni konstant frekvenénich kfivek danych piedpoklady
a, b, ¢, jsem vypracoval jednoduché podetni methody, v nichz jsem wu%il
kromé& obvyklych momentd X"y hnearmch v 7 také momentd abso-
lutnich Z|2*|n a momentt vyssich stup i, totiz X|a?|n™, na pf. kvadra-
tickych X|z"| 7% a kublckych Zlan . ,

V piipadé jediné nezndmé konstanty — u norméini kiivky a u kfivek
(2) — je vyhodno uréit ji na zdkladé kumulativnich etnosti, t. j. z pri-
béhu soudtové (integralni) kiivky. P¥i tomto postupu lze urdit- nej-
pravdépodobnéjsi hodnotu konstanty methodou nejmensich étverci.

Ceské vysoké udeni technické, Ustav technicks fysiky.
*
Summary. — Vytah.

Law of Error in Physical Measurements..
ZDENEK HORAK, Praha.

In order to verify the normal law of error, two series of 500 measure-
ments were made and their distribution functions derived experimentally.
It was found that the actual frequencies of small errors were greater than
those given by the normal distribution law. To explam this result I
suggested three possible assumptions as follows.

a) The normal law is valid only if the accuracy of all the measurements
is the same. We see that in the case of a long series all measurements
cannot be made under precisely equal conditions. We can then obtain
a frequency curve by the superposition of several normal curves giving
a resulting curve of the type actually observed.

‘b) The normal law is merely a special case of a more geneml low
of error still to be found cut. I adopted the function (1) analogous to that
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assumed in quantum statistics as a generalized form of the normal

. distribution function. ’
¢) The mathematical form.of the true law of error differs from that of the

normal law. Searching for a new and more appropriate distribution

formula I found, that functions (2) can be admitted as a satisfactory

reproduction of the error distribution observed. More generally one can

use the function (3).

The method of moments is a general and useful method of finding the
constants but the higher the moments the more the accuracy is reduced.
For this reason I used, in addition to the usual moments, both the absolute
moments 22"z and those of higher degrees (e. g. quadratic moments
Zja?|n? or cubic ones X [x"] . In the case of one unknown constant,
its most probable value is best calculated from the cumulative frequen-
cies (given by the Error integral) using the least squares method.

Technical University of Prague, ‘
Department of Technical Physic’s.

PRUZNA RETEZOVKA.
VACLAV HRUZKA, Praha.

Predmétem sdéleni bylo zjednodudeni nékterych dikazt uvedenych
v.niZe uvedenych pojedndnich, v nichZ zavedené oznadeni bude i niZe
pouzito. ZjednoduSeni spodivd v tom; Ze bylo upusténo od diskonti-
nuitniho &initele ¢ = 4 1 (viz [2; vzorec 2, 27]) a cely dfikaz proveden
pouze s pouZitim parametrt v, u[2;§3a§ 4] ]ak bylo ¢4stedéné provedeno
jiZ v onom pojedndni.

Literatura.

1] V. HRUSKA: Venkovni elektrickd vedenf potitansd jako pruZns retézovka.
(Elektrotechnicky Svaz Ceskoslovensky, Praha, 1940).
[2] V. HRUSKA: Pruiné fetdzovka (Rozpravy II. trldy ceské Akademle v Pra.ze,
54 (1944), &is. 10).
*

Résumé. — Vytah.
La chainette élastique.
VACLAV HRUSKA, Praha.

L’objet de cette communication était la simplification de quelques
démonstrations du mémoire [2]. La simplification consiste, d’une part,
dans 'omission du facteur de discontinuité ¢ = + 1 [2; formule 2,27]
et, d’autre part, dans le fait que toutes démonstrations ont été basées
exclusivement sur 'emploi des parameétres v, u [2; § 3 et § 4], ce qui était
fait déj& en partie dans le mémoire [2]. V
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k—1
O FUNKCII T, = 5 (I (’:) (r—sq)'# 0

§=0
ANTON HUTA, Bratislava.

Ako je zndme, vyskytuji sa v praxii v teorii aplikovariej matemati-
ky, a to hlavne v mat. §tatistike, vzorce ako

P=15 (—1i L) (2= Z (Moivre-ov roglém)
B g:o if\e ™" o P

Y

oL — gyt — ( 2)<1—~ 2071 4 ..+ (= 1 ( )(1 — gy
. (,,Fisherov test‘‘)
nn x n r\n—t L
W Z (— 1)y ( , )( — 7{) (rozdelenie priemerov vyberov u pra-
T r=0 '

vouholnikového rozloZenia).

Vsetky tieto vzorce si Specidlnym pripadom vzorca 7. Ide o to
vySetrit vlastnosti tejto funkcie. Ak do (1) zavedieme substiticiu
n = (k—1)q + r, mdzeme (1) pisat

x—1 m
Tk = T(k7 m,q, 7, l) = Z ('—' 1)8( -S‘)[(k_— 1— '5')¢I + ,r]l' (2)

8=0

Hodnoty T’y st koeficienty &lenov radu urditej vytvorujicej funkeie f(x),
ktord, po urditom podte transformécii a Gprav dostaneme vo tvare

He) = (1 — ey gi(x) =

(S S Y e —1 — T
(I—2) > > (—1) s [ s)g+ 1 (3)
k=0 §=0

Funkeiu f(x) si md%eme rozviest do Laurentovho radu, ktorého koeficient
T, pri z¢ bude dany vzorcom

T, “QL IH( ——-xm-lmlz xZE (—1) (l)[(k__l_s)g_{_r]zq @

7T :c°

Ako zo vzorca (3) plynie

P
991(.’2:) = 1 l+;()l_)'_i_-: (5)

kde P, je polyném (I + 1)-ho stupiia v z.

Polynomv P pre]avu]u uréitd symetrickost, ktord méZzeme ukdzat
vzorcami

*) Sdélent nebylo pfedneseno, proto%e se autor nemohl ztdastniti sjezdu.



Pou() = ngz(u, Pt 4 g, ujet, '(6)

t=1
v

Poyi1 () = gosq(u, 1)+t + 3 gylu, r)ato—tt2 4 gy(r, wiat. (7)
i=1

Specializdciou tychto vzorcov dostaneme individuilne vlastnosti
jednotlivych vzorcov v praxi sa vyskytu]uclch Ako priklad uvéime

funkciu
(”—'N———I‘n — 2ty
Y = 3 -)(t)‘” )

NI ]

1<N<— (8)

Zo vzorca (4) mézeme dostat hodnoty tejto funkcie. Akje n aj Isddasne

sudé alebo liché, potom 79 =0, z0 (6) a (7) dostaneme Specializdciou
reciproké polynémy atd.
*

Summary. — Vytah.
Concerning thefunction T _E (— |)s ( s)(n__sq)l.*) )
ANTON HUTA, Bratislava.
It is a well-known fact that in practi(;al work and in the theory

of applied mathematics, especially in mathematical statistics, there very
often occur expressions of the form

P = 7T Z (— ( )(—g—— i)l (de Moivre’s problem)

(1 —g)y—t— (;)(1 — 2y + (= 1)";“1(7:)(1 — mgy—t
’ (,,Fisher’s test‘)

nr k- 1 n r n—1 d b f l
— 1) L s odmd .

1)1 rzo( ) (r)(m n) - (distribution of sample

means for a rectangular distribution).

All these expressions are special cases of the relation 7. We wish |
to investigate the properties of this function. If we introduce into (1) the
substitution n = (k — 1)q + r, we can write (1) in the form

. k-1 m
Te= Tt mand =5 (] Jlk—1—0+rt @)

$=0

*) The author being prevented from participating in the congress did not
read this communication.
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The values of T are the coefficients of the members of the series of a cer-
tain generating function f(x) which, after several transformations and
rearrangements, can be written
‘ Hz) = (1 — 2)"p(x) =
I+1 k-1

=l —ai 1SS (_—1)&(1 48‘ 1)[(k 18y ()
. = §==0 . - .

The function f(x) can be expanded into the form of a Laurent series
whose coefficient T of z° will be given by the expression

T,= dylnfxc“ 1——xm_l*‘1kle z(——-l ( ) k——l~—s)q+ﬂl—1 (4)

=1 §=0
From (3) it follows

P . .
wie) = )

where P, is a polynomial of degree (I + 1) in 2.
The polynomials P display a certain symmetry, which can be de-
monstrated by means of the expressions

Pyy(z) =

Me

gulu, et L g, ujat, )

t=1

Pypia(t) = guss(, 7204 + 3 g, rato=t+2 4 gyl )zt (7)
2.l e O

For special cases of these expressions we obtain the individual
properties of the expressions occurring in practical work. As an example,
let us consider the function

0 = — 1) — ) — — 1 —_
7.0= 3 1><t)<n w, T_1<x<2 @
From (4) we can obtain the values of this function. If n and [ are simulta-

neously odd or even, then 7% — 0; for special cases, we obtain from (6)
and (7) reciprocal polynomlals ete.

TWIERDZENIE GRANICZNE O WYRAZACH WYZSZEGO
RZEDUW ZAGADNIENIU BAYESA.

WELODZIMIERZ KRYSICKI, Léd#.
Wiadomo, ze zagadnienie BayEsa polega na wyznaczeniu prawdo-
podobienstwa, zZe prawdopodobiefistwo p. zajscia danego zdarzenia
w poszezegolnym doswiadezeniu zawiera sie w danym przedziale,. przy
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czym wiemy, ze w ciagu n jednakowych i niezaleznych doswiadczen
dane zdarzenie powtdrzylo sie « razy oraz, ze gestoéé prawdopodo-
bieristwa a priori zmiennej p ma dana wartoéé f(p). Gesto$é powyzszego
prawdopodobienstwa a posteriori wyraza sig wzorem
. &M — 0
Pop) = —LEELT )
[Hp)p*g»—* dp

0

gdzie ¢ =1 — p. :
Przy zalozeniu, ze stosunek -;—‘:- = p, pozostaje staly, gdy jedno-

czednie x i n rosng, nieograhiczenie,l asymptotyczn@ wartoscig, (1) jest

s— (0 — po)‘ 1)

n
P,(p) ml/ e Tuis @)
" -V 27p49,
Nastepnie zalézmy, ze wielkosci » i p zmieniajg sie w taki sposéb,
ze wyrazenie

, | 'v L —_ = {2 |
. quo (p—p0) = ¥) ®)

pozostaje stale. Nasuwa sie wowczas zagadnienie wyznaczenia takich
dwéceh liczb rzeczywistych y i K + 0, aby

. Pn(p) 1 2
Yim Jor [ 222 el = &,
n*mw{n [ Jn Vompate ]}

gdzie na podstawie (3) jest

2
P =D +l/"_p:’,qo t

Na podstawie wzoru (2) widoczne jest, ze gesto$é- prawdopodo-
bieistwa przy n — co w kazdym punkcie p + p,dazy do zera, w punkcie
za§ p = p, roSnie nieograniczenie. Obierajac odpowiedni przedzial ota-
czajacy punkt p,, przez stopniowe szacowanie prawej strony wzoru (1)
— szezegélniej catki wystepu]acey w mianowniku—izwezanie wybranego
przedziatu, otrzymuje si¢ wynik:

Y= %,
2(go — Po) f'(po)] te~* :
K = 2 — .
[ 3Pedo s f (po)] Vn “ @

1) R: MISES: Wahrscheinlichkeitsrechnung w. ihre Anwendung in der Statistik
u. theoretischen Physik, Leipzig, 1931, str. 158. .
" 3) W. POGORZELSKI: Zarys rachnunku prawopodobiesistva 4 teorn bleddw,
“Warszawa, 1948, str. 28,

19 289,



Jezeli funkcja f(P) = constans, to jako szczegdlny przypadek (4)
otrzymuje sie .
K= 2(go — Po) Be—t

31’0(10 V’T
Ten ostatni wynik mozna réwniez otrzymaé ze wzoru (1) — po
uproszezeniu utamka przez f(p) — stosujac przeksztalcenia oparte

0 Wz6r STIRLINGA.
(Cala praca (rozszerzoma) ukaze sie w jednym z polskich czaso-
pism naukowych.) :
*

Résumé. — Streszczenie.

Un théoréme limite sur les termes d’ordre supérieur dans le
probléme de Bayes.

WELODZIMIERZ KRYSICKI, L6dz.

On sait que le probléme de Bayes consiste dans la recherche de pro-
babilité pour que la probabilité p d’un évenement dans un expzsrience
est compris dans un intervalle, étant donnée que dans la suite de n ex-
periences identiques et independantes lévenement se produisait « fois;
en outre on admet que la densité de probabilité a priori de la variable
p est une fonction donnée f(p). La densité de probabilité a posteriori
qui est la solution du probléme de Bayes est donnée par la formule
suivante. ’ ’ ’ '

Palp) = 1 fo)p g
[H@)yp*q*—=dp

0

- M

ou ¢=1-—p.
En supposant que la .fféquence % = p, est constante, quand

et n tendent simultanément vers D'infini, une éxpression asymptotique
de Py,(p) est donnée par la formule

R S )
P, (p) ~ V‘ e ot 2
p) Smds” . » (2)
Supposohs maintenant que n et p varient de fagon q\ue
| V " p—py=t L
2pogy ¢ 1T -9
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soit une constante. Il faut trouver deux nombres réels y et K = 0

tels que
lim {n"[ Pn(f) N e*t’]} =K,
ol | e V2mpg,

ol p est donné par I’expression (3).
Le calcul donne la réponse suivante:

y=%
. [2(¢0 — o) f(py)] te™*
K= 2 = 4)
[ 3P0%0 1(0) ]/n :
Dans le cas ol la fonction f(p) est constante, on obtient
x_280—D) ,
3P0Q0V7'7

On peut obtenir aussi ce dernjer résultat de la formule (1) & l'aide
de la formule de STIRLING. )

ON THE ERGODIC THEOREM AND THE LAW OF LARGE
NUMBERS.

EDWARD MARCZEWSKI, Wroclaw.

Remarks on BirruOFFS ergodic ﬁheorem, Koimocororrs law of
large numbers and De FiNeTTI'S notion of equivalent random variables.?)
Some of the results will be published in Colloquium Mathematicum.

*
Streszczenie. — Summary.
O twierdzeniu ergodycznym i prawie wielkich liczb.
EDWARD MARCZEWSKI, Wroclaw.

THE ESTIMATION OF STRUCTURAL PARAMETERS OF
PARTIALLY CONSISTENT SERIES.

BOHUMIL PARDUBSKY, Praba.

We start out from the assumption that we are given a certain
random sample from a given basic population, possessing a cumulative
distribution function whose mathematical form is known, but which

) 1) Only after the Coﬁgress I had a possibility to peruse the paper by J. L. D0OB,

The law of large numbers for continuous stochastic processes, Duke Math. Journal, 6
(1940), 290—306, which contains (Theorem 1,p. 291) the main results of my commu-
nication. '
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contains a certain number of parameters which are unknown. The
problem is to estimate these parameters as functions of the values of the
random sample. The number of such functions is infinitely large. The
question arises which of these estimates is the best.

Let Ti(xy, ..., x,) for i = 1,2, ..., v be a system of estimates of the
parameters @;(¢ = 1,2, ...,v). We shall consider the best system of
estimates to be the one whose simultaneous distribution of probability
density of the estimates has maximum concentration. On the assumption
that certain conditions of regularity are fulfilled, HARALD CRAMER establi-
shed in the Skandinavisk -Aktuarietidskrift in 1946 the equation of the
ellipsoid of maximum concentration belonging to a given simultaneous
distribution of probability density of estimates, in the form

Zx’l«jl 1)T"‘0)—7’+2,

where

ologf 0logf »
‘E[%‘ T@‘] f= 1y 20 |Os ..., On)

is the simultaneous distribution of probability density of the variables.
%y, ..., %y. The random variables of a sequance {&;} are said to be consi-
stent 1f the number of parameters involved in their distribution functions
of probability density is finite, and if each parameter occurs in all or an
infinite number of distributions of probability density. The random
variables of a sequence |&;| are said to be partially consistent if the
parameters involved in their distributions of probability density can
be divided into two groups. The first group consists of a finite number
of parameters and these parameters are contained in all distributions
of probability density. The second group of parameters is composed
of an infinite number of parameters of which each occurs in only a finite
number of distributions of probability density. The parameters of the
first group are called structural parameters; the parameters of the
second group are called incidental parameters.

Because estimates of structural parameters of partially consistent
sequences determined by the method of maximum likelihood are not
necessarily consistent, new systematic methods were sought which would
give consistent estimates. J. Neymax and Erizasere ScorT established
five conditions which the system of equations

Fyilwy, ..., 2, Ty, o T))=0,1=1, 2,.
must satisfy i. e. the system of estimates of the s’cructural parameters
O; =12, ...9).
‘ Beoause of the difficulty of fulfilling these conditions it was decided

" to abandon this general method and to look for a method for a more
special, but frequently occurring, case. The method may be called the
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method of modified equations of maximum likelihood, where we need
not limit ourselves to only one incidental parameter, always occurring
in the function of one random variable, but where there may be any
number. A necessary condition is that the mathematical chance of the
partial derivative of the logarithm of the appropriate distribution of
. probability density, after elimination of the incidental parameters,
should be a constant, or should be a function only of the structural
parameters. ,

The squares of the standard deviations of the estimates of individual
parameters have lower limits given by the coefficients of the quadratic
form which is the inverse to the quadratic form of the corresponding
ellipsoid of maximum concentration.

*

Vytah. — Summary.

Stanoveni odhadu strukturdinich parametr parcidln& konsistent-
nich serii. i

' BOHUMIL PARDUBSKY, Praha.

Systém odhadd parametri moino Kklasifikovati pomoci elipsoidu
koncentrace. Za ;nejlepsi* systém odhadi pokliddme pak takovy
. systém, jemuZ piislusi elipsoid -0 maximilni koncentraci. Nalezenf
systému odhadd strukturilnich parametrl provadi se na podklads
methody nejvétsi vérohodnosti k tomu ulelu modifikované. Klasifikaci
odhad Ize se piesvédéit, zda takto ziskany systém odhadi je ,,nejlepsi«.

O PEWNYCH KORELACJACH OBSZAROWYCH.
) JUI:JIAN PERKAL, Wroclaw.

Przez korelacje miedzy .zmiennymi x i y rozumie sie zazwyczaj
zalezno$é typu -
y = f(z), lub g(z,y) = 0. @1
Przypusbmy, ze w wyniku 1000 dos$wiadczen otrzymamy 1000 par
liczb @, y. Mozna je sobie wyobrazi¢ jako 1000 punktéw na plaszczyZnie
x,y. Jedli te punkty leza w poblizu jakiej§ prostej, paraboli, lub innej
krzywej, to méwimy o korelacji liniowe]j, parabolicznej, lub innej krzy-
woliniowej. Jednakze czesto sie zdarza, ze punkty otrzymane w wyniku
doswiadzen nie lezg w poblizu zadnej krzywej, lecz wypelniaja pewien
obszar dwuwymiarowy. Tak np. uloza sie punkty, ktérych wspéirzednymi
beds wzrost i waga 14-letnich chlopcéw. Innym przykladem bedzie
nastepujgcy: Charakterystycznym przy pewnych chorobach jest tzw.
,,Objaw Biernackiego® (0. B.) wyznaczony przez dwie liczby opadu
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Rys. 1. Punkty o wapoirzodnych £, == wzrost, &y« wage 14. letnich chlopeow,

Opad krwi

ciggu 2 godz.

A - zdrowi
B-reumatycy
C -gruzlicy®

Opad krwi

w ciggu 1 godz.

Rys. 2. Obszary odpowiadajgee réznym grupom badanych na ,,0. B.*
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krwi (po godzinie i po dwdich godzinach). Jeshi te dwie liczby traktowaé
jako wspdlrzedne punktow plaszezyzny, to okaze si¢, ze odpowicdnie
punkty rozrzucone sq w pewnych obszarach plaszezyzny i to w obsza-
rach odpowiadajaeych rézuym chorobom. Tak np. mozna wyodrgbni¢
obszar odpowiadajyey ludziom zdrowym, obszar reumatykdéw, obszar
gruzlikdw itd. Badania nad tymi zjawiskami (prowadzone wespodl
z dr T. Nowaxowskiy) sg w toku. Niestety nie udalo sie¢ nam dotychezas
osiggngq¢ wynikéw tak ostryeh, by mialy one praktyczne zastosowanie
w medycynie.

Podobna sytuacja zachodzi pray badaniu zaleznosei miedzy wie-
kszg niz 2 liczby zmiennyeh. Takie wicloczynnikowe korelacje odgrywaja
specjalnie’ duzg role w badaniach psychotechnieznych zwigzanych z ana-
liza testow. Wyobrazmy sobie, Ze pewna metoda badania testowego
polega na wypelnientu 10 testéw. Oceny ich stanowig 10 liczb chara-
kteryzujaeyeh danego osobnika. Metode takg nalezy zrelatywizowaé
do reprezentacyjnej populacji zlozonej np. z 1000 osobnikéw. Oceny
testéw wypelnionyeh przez ezlonkéw tej reprezentacyjnej populacji
mozna ustawié w macierz o 10 kolumnach i 1000 wierszach. Kazdy wiersz
odpowiada jednemu osobnikowi i moze byé traktowany w przestrzeni
10-cio wymiarowej jako punkt. Badanie korelacyj pierwszego stopnia,
ezy wyzszych stopni sprowadza si¢ do badania, ezy wyznaczone punkty
leza w poblizu jakiej$ hiperplaszezyzny, ezy hiperpowierzchni w roz-
wazanej przestrzeni 10-cio wymiarowej. Szezegdlnie wiele badan tego
typu prowadzi si¢ réznymi metodami w Ameryce.l) Podobnic jak
w przypadku dwawymiarowym, czesto sie zdarza, ze punkty odpowia-
dajaee ukladom zmiennych nie lezg w poblizu jakiegod tworu o nizszej
liczbie wymiaréw niz przestrzen, leez wypelniajg jakie§ obszary tej
przestrzeni. Tak np. sie zdarza, gdy do naszych prob-postawienia diagnozy
przy pomocy badania polozenia punktu odpowiadajacego choremu
wprowadzi¢ préez dwoch wspotrzednych — liezb opadu krwi — jeszeze
trzecig liczbe dermografizmu (jest to diugodé okresu wystepowania §ladu
podraznienia skory). Punkty przestrzeni tréjwymiarowej odpowiadajace
poszezegdlnym osobnikom grupuja sie w pewnyeh obszarach odpo-
wiadajgeyeh znowu poszezegélnym chorobom.

Nieréwnodei, ktore muszg spelnia¢ wapdlrzedne punktu na to,
by punkt ten lezal w wyrdZnionym obszarze, mozna nazwaé korela-
cjami obszarowymi.

Okazuje si¢, Ze mozna wyrdzni¢é pewien uklad wspdlrzednych
awigzanych z dowolnym takim zbiorem punktéw, oraz mozna wyréznié
pewng rodzing minimalnych obszardw, wewnatrz ktorych zawieraja sig
okredlone czgdei (iloSei) punktéw rozwazanego zbioru. Rozwigzemy
kolejno to dwa zagadnienia.

1y Por. np, monografio L. L. THURSTONE: Multiple — Factor Analysis, Chicago
Prens, 1047,

206



Niech bedzie macierz prostokgtna
(). (2)

Numer wiersza i =1, 2, ..., N jest numerem do$wiadczenia, a numer -
kolumny j=1,2,..,7n ]est numerem danej w kazdym do§wiadczeniu.
Kazdy wiersz Wyznacza punkt w przestrzeni n-wymiarowej. Dla zna-
lezienia ukladu wspélrzednych wyréznionego ze wzgledu na zbiér Z
punktéw wyznaczonych przez wiersze macierzy (2), rozwigzemy naste-
pujgce zadanie: Znalezé hiperplaszczyzne n — 1 wymiarows,

L@y, 2, ..., %n) = Ay + Ag% 4 ... + Apty + Apy1 =0 (3)

taks, by suma kwadratéw odlegloSci wszystkich punktéw zbioru Z
" od tej hyperplaszezyzny osiggala minimum. Zakladajac

| A4 43+ ..+ 42 =1, 4)
mozna warunek na minimum Wyrazié:
1 1=N
ZLz @, ..., z) = min. (5)

Na mnoznik Lagrange al otrzymamy, po znanych operacjach, n war-
toSci — pierwiastkéw réwnania sekularnego:

e — 2’: C12, Ci135 --+5 Cin
Co1s Coa — ]'s Cogy -5 Con
............................ =0, (6)
Cn1s Cnas Cngy +-+s Onm — A

gdzie c;; = ¢j; jest wspélezynnikiem kowariancji ¢-tej i j-tej wspélrzed-
nych, a w szczegdlnosei ¢y jest wariancja (kwadratem dyspersji) i-tej
wspdlrzednej. Znalezione 4; sg jednoczesnie extremalnymi warto$ciami
lewej strony wyrazenia (5).

Kazde A; wyznacza jedng hiperplaszezyzne (3) i jest réwne Sred-
niemu kwadratowi odleglo$ci od niej punktéw zbioru Z. Hiper-
plaszezyzny te sa parami do siebie prostopadle i tworza uklad prosto-
katnych wspéhrzednych.

Twierdzenie I. Jesli istnieje uklad wspdlrzednych prostokatnych,
niezaleznych ze wzgledu na zbiér Z, to jest nim skonstruowany powyzej
uklad wyrézniony.

Uklad wspélrzednych wyrézniony ze wzgledu na zblor Z oznaczmy
PrzZez Yy, Ys, --- Yn- Wspélrzedne niezalezne posiadaja mnastepujaca
wlasno$é: przy dowolnym ustaleniu dowolnych n — 1 wspélrzednych
$rednia pozosta;ej zmiennej wspdlrzednej jest stala. A zatem istnieje
n—1 wymiarowa hiperplaszczyzna prostopadla do osi tej zmiennej
wspéhrzednej, ktérej kazdy punkt jest §rodkiem tej czedei zbioru Z,
ktéra lezy na prostej prostopadlej (dla n skonczonych — wewngtrz
pewnego walca o tworzacych prostopadlych) do hiperptaszczyzny i prze-

296



chodzacej przez ten punkt. Hiperplaszczyzna taka spelnia warunek (5),
a zatem jest jedng z plaszezyzn y; = 0.

W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze zbiér Z posiada uklad
wspélrzednych niezaleznych.

Pierwiastki 4, 4,, ..., 4, sa warianc¢jami zbioru Z wzgledem hiper-
plaszezyzn ukladu. Moze sig okazaé, ze jedna, lub s tych wariancyj jest

+

301

. ) Wzrast w cm
130 150 170

Rys. 3. Wspdlrzedne niezalezne (rozwéj i anomalia) zbioru pokazanego na Rys. 1.

dostatecznie mata w stosunku do tolerancji z jaka wyznaczamy wspél-
rzedne z;. Wéwezas mozna zbidr Z zastapié rzutemi Z na odpowiednig
hiperplaszczyzng » —1, lub n —s wymiarowa, bez uszczerbku dla
dokladnosci wynikéw. Wréémy do przykladu z testami. Przypusémy,
ze kazdy z 10-ciu testéw jest oceniany liczbg rzeczywista zawartg miedzy
0 i 100, przyczem dokladno$é tej oceny nie przewyzsza jednoSci. Przy-
pusémy dalej, ze A;, Ay, 451 A4 53 mniejszé od 0.1. Wynika stad, ze wszyst-
kie punkty zbioru Z lezg z praWdopodobieﬁstwem wikazym niz
0,998 blizej niz o jedno$¢ od hiperplaszczyzny 6-ciowymiarowej y; =

=y, =Yy =y, = 0. Jedli wigc zbiér Z zastagpimy w tym przypadku
]ego rzutem na tQ hyperplaszczyzne, to Zadna ze wspblrzednych z; nie
zmieni sig wxece] niz o 1. Wynika stqd ze te same informacje, ]akle
mamy z 10-ciu mozna uzyskaé z 6-ciu tylko testéw. Usuna¢ mozna
oczywiscie dowolne 4 testy. W praktyce usunaé nalezy testy o numerach
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znalezionych w nastepujacy -sposéb: jesli A, jest dostatecznie male to
obliczamy katy miedzy osia ¥, a wszystkimi osiami x;; jesli najmniejszy
z tych katéw tworzy np. of x,, to wlasnie test Nr 7 nalezy usunad.

Pozostale 6 pierwiastkéw Ag, Ag, - .., A;o'moga byé uzyte jako jedno-
stki miary na osiach ys, ¥, - . ., ¥10- Osi te mozna odpowiednio nazwaé
np. osig, pamieci, osig szybkiej orientacji, osig starannosei, cierpliwosci
itd., co zresztg jest sprawg psychologéw. Jesli trzeba zbadaé osobnika -
nie nalezgcego do rozwazanej populacji reprezentacyjnej, to mozna
Wyliczyc Odpowiadajace mu wspélrzedne y; ...y, (W jednostkach
As ... Ayo) 1stad okredlié jego cechy.

Przeszmy do drugiego zagadnienia, znalezienia obszaru ktéry
przy danych Wymlarach (hiperobjetosci) posiadatby najwieksze prawdo-
podobieristwo zawierania punktéw zbioru Z.

Jasne jest, ze ksztaltt tego obszaru zalezy od rozkladu zbioru Z.
Sposob tej zaleznosci oméwig na przyktadzie dwuwymiarowym. Oznacz-
my przez x, Wwzrost, a przez x, wage 14-letnich chlopeéw. Zbiér Z
bedzie lezal w plaszczyzme &;,%, (p-1ys. 1). Rozklad tego zbioru’ repre
zentuje jakas pomerzchma nad plaszczyzna, x,7,. Warstwica tej powierz-
chni ogranlcza]aca pole P =z gory zadane posiada zadang wlasnodé
zawierania punktéw zbioru™Z z- na]mqkszym prawdopodobieistwem.
Rzeczywiscie, kazda. inna krzywa ograniczajaca takie samo pole bedzie
sie od warstwicy réznilta polem p, na ktérym gestosé prawdopodobienstwa .
bedzie mniejsza niz wewnatrz warstwicy.2)

Przechodzac do przypadku ogdlnego, zbiér Z musimy rozpatrywac
w przestrzeni n-wymiarowej,. a hlperpomerzchme; rozkladu' ‘mozna
nadbudowaé dolaczajac nastepny, n -+ 1-szy wymiar (mnozgc kartezjani-
sko przez of y,+1). “Hiperwarstwicami nazwiemy rzuty na przestrzer
Ya+1 = 0 przekrojéw hiperpowierzchni rozktadu przez hlperplaszczyzny
Yn+1 = const. Powtarzajac poprzednie rozumowanie mamy:

Twierdzenie 2. Obszary ograniczone przez hyperwarstwice po-
smdam, przy danych Wym1arach najwieksze prawdopodoblenstwo za-
wierania punktéw rozwazanego zbioru. ‘

Szczegdlnie prosto wypadaja rachunkl jedli rozklad zbioru Z ]est

normalny Wéwezas jako warstwice ~otrzymuje sie ehpsy, ehpsmdy
i hlperehpsmdy o rownamach

+ _*_ _*. mo R2’ 7
Z ' , . PR ( )

gdzie 2; sg plermastkaml réwnania (6) a R parametrem rodzmy hlper-
Warstmc Prawdopodoblenstwo tego, ze y;' zawiera sie w._przedziale
dyt, ¥+ % dy1 wyraza sig wobec normalnosm rozkladu wielkogcig

-2) Rozumowanie to, jak zresztg wiele mnych uwag isan temat za.wdzxqcza.m
‘p- H. STEINHAUSOWI. :
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Rys. 4. Warstwica pow. rozkladu zawiera wigcej punktéw niz inna krzywa o tym
samym polu.

waga w kg

S0+t

301 , o . _wzrost wem
130 150 170

Rys. 5. Najmniejsze elipsy zawierajace 20%, 50% i 909, punktéw zbioru pokaza-
nego na Rys. 1.
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@rl)~te 2% dy; (8

a wobec tego, ze wspolrzqdne Y; 3 niezaleine, prawdopodobieristwo tego,
ze punkt zna]dme sie wewnatrz kostki elementarne] 0 wymiarach
dy,, dys, ..., dy, bedzie iloczynem takich wyrazen czyli

O S

(270) (A4 Ag .. )~ He *(N Tt )dy’l...dyn. 9)

Prawdopodobienistwo zawierania sig punktu wewnatrz obszaru (7)

bedzie calks wyrazenia (9) po tym obszarze. Calka ta przy uzyciu

podstawien hipersferycznych uogblnionych da sie w przypadku n

parzystego wyrazié funkc]aml elementarnymi, w przypadku za$§ n
nieparzystego sprowadza sig do calki funkeji Gaussa.

Korzystajac z tych wynikéw mozna do oméwionej poprzednio
metody badan testowych dodaé jeszeze wskaznik normalno$ci badanego
osobnikaJeli jego wspdlrzedne y; ... y,, wtawié do lewej strony wyra-
zenia (7) — otrzymamy R tj. czynnik przez jaki nalezy pomnozyé
dyspersje (A;)}, aby punkt odpowiadajacy badanemu osobnikowi
znalazls ie na hiperelipsoidzie (7) o wyliczonych pélosiach. Mozna wlozyé
tablice podajace dla réznych R prawdopodobiefstwo zawierania sig |
punktéw wewnatrz, lub na powierzchni odpowiedniej h1perel1ps01dy,
astad stoplen normalnosm badanego osobnika.

*

PesnoMe: — Streszczenie.

0 HEeKOTOPHIX KOPPeIANHAX B 00JACTAX.
JOJTHAM II9PKAJIb, Bponuas.

Hoppensanuamu B 00nacTAX MesRNY ABYMA IEePEMEHHLIMH Ha-
BHIBAEM HEPABEHCTBA, KOTOPHM YAOBIETBOPAIOT STU IlepeMEHHbIE.
AHAJIOTUYeCKN NOHMMAITCA KOPPeNALYIM MERIY 1 TepeMeHHBIMI.
Takme koppenanuy NONydaeM, €CAM HEKOTOPYIO - COBOKYIIHOCTH
OpEAMETOB M3y4aeM IO HX 7 IPUBHAKAM. OTHM IPEeJMETH MOMKHO
n306pasuTh B N-MEPHOM IIPOCTPAHCTBE TOYKAMN, & BCIOCOBOKYM-
HOCTh MHOJKECTBOM TOYEK. '

B magrosameit crarbe paz—;pemaxorcﬂ ase sagaqu: 1. Homerpyk-
VA~ He3aBUCUMBIX KOOPAMHAT [ TAKOTO MHOKECTBA TOUeK. 2.
KoHerpyknua MuHUMAJBHEX 06macreil cOmep:RAINUX  OIpeleseH-
HYIO JIOJIO BCEX TOYEK TAKOTO MHOKECTBA.
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O ANAMORFOSE V NOMOGRAFII
VACLAV PLESKOT, Praha.

Obsahem sdéleni byly struéné shrnuté vysledky o anamorfose.
1. Abychom mohli zobrazit vztah .
Fips =0 : : (1)
mezi tfemi proménnymi. z,, Z,, #; spojnicovym nomogramem, je t¥eba
a stadi, abychom jej plepsali na tvar s Massauovym determinantem

| f 13 g & h
f 2, Jo» h2
) fs: s h3
v ném? jsou rozloudeny funkce jednotlivych proménnych (v ¢-tém rddku
jsou funkce pouze i-té proménné, pii demz obecné f, + f, + f, a podobng
ug;ahgi=1,2 3). ,

Polozime-li totiz

'Ei-_=‘fi m=%(i=l,2,3), @

=0, _ )

h;’
dostaneme pro trojice (z,, %,, %;), které vyhovujl rovnici (1), z rovaic (3)
soufadnice t¥{ bodd, které lezi na téze primé sp01nlc1

Ménime-li okrouhle hodnoty téze proménné, vytvori prlslusne body'
s piipsanymi hodnotami proménné stupnici této proménné.

2. Podaii-li se ndm rovnici (1) pfepsat na tvar (2), pak rovnice,
které dostaneme z (2) vyndsobenim nenulovym determinantem (podle
d’Ocagne) N . ’

I ay, by, ¢
@y, by, Cy
[ a3, by, ¢

* 0, | (4)

t. j. rovnice tvaru
Ialfz + b191 + Clhz, azfm + bzgz + Czhu a'sfz + bagz + cah l =0,
piipoustéji zobrazeni spojnicovymi nomogramy o zobrazovacich rovnicich
E = tfi + bygi + i - :__ @sfi + bzgi =+ Cghi (5)>

_ Y asfi+ ba(_]i"‘l‘ cshi’ ’ Asfi + bygi + c{ghi -
Nékresy sestrojené podle zobrazovacich rovnic (3) a (5) jsou v kolineaci.

3. Transformaci, po niz lze piFepsat vztah (1) na tvar (2), nazfrvéme»
anamorfosou.

Obecné feSeni problému anamorfosy musi zodpovédet dvé otdzky:

a) ]ake jsou podmmky pro vztah, aby byl schopny anamorfosy,
b) je-li-vztah schopny ana,morfosy ¢ili anamorfosabﬂm pmpoustl iy
anamorfosy od sebe kolinedrné rozdilné.
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SorEav (1921) podal feSeni pro vztahy nomograficky uspofddané
t. j. takové, v nichz lze vZdy funkce jedné proménné separovati od funkei
ostatnich dvou. (Rovnici F\.f; + G595 + Hiohy = 0 nazyvime nomo-
graficky uspo¥addanou vzhledem k treti proménné.)

Soreau uvedl véty, v nichZ osvétlil, kdy vztah p‘ﬁpo{xéti
a) nekonedné mnoho anamorfos algebraickych i transcendentnich,*)
b) jednu anamorfosu algebraickou,

¢) Z4dnou anamorfosu a konelné,
d) kdy je podmineéné schopen anamorfosy.

‘Zcela obecné feSeni problému anamorfosy podal Gronwall (1912),
které pozaduje vyhleddni spoleéného integrilu dvou parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic druhého f4du.

Groxwarr doprovodil své FeSeni dplnou diskusi pfipadu

*log 0
xdy : o
2
Autor sdéleni provedl diskusi p¥ipadu % ; —%g = 0,
%ﬁl =0 v d4nku Piispévek k anamorfose, Véstnik. kralovské deské

spolednosti nauk, IV (1949).
» . *

Résumé. — Vytah.

L’anamorphose en nomographie.
VACLAV PLESKOT, Praha.

Pour qu'une équation F,,; = 0 soit réprésentable par un nomo-
gramme & points alignés il faut et il suffit qu’elle prenne la forme

fl: 1, h’l}
for g2 hal = 0. . 5
fas 930 g

‘La tache trés importante dans la nomographie consiste & trouver quelles
sont les conditions pour qu’une équation soit capable de revétir la forme
(1) et ensuite, ces conditions étant remplies, si elle peut étre représentée
par des nomogrammes homographiquement distincts. Tel est le probléme
de I’'anamorphose en nomographie. '

*) Anamorfosa je algebraické nebo transcendentni, jestli rovnice transformo-
vané obsahuje algebraické funkce p¥ipadnd transcendentni funkce funkef f,, kde f,,
jsou funkce v rovnici dané. Na pf. pfepiSeme-lirovnici f, . f, = f3 nalogf, + logf, =
= logf, fikéme, Ze byla podrobena anamorfose logaritmické a tedy transcendentni.

302




SorEAU a résolu ce probléme pour les équations nomographiquement
ordonnées, GRONWALL a résolu le cas géneral. Gronwall a discuté le cas

2
ol f_ah)_ag_y% = 0 et Vauteur de cette communication le cas ol
z
2 D
G logh log M +0 et ———-.80 =0 oD =0 dans son article Sur I’anamor-
0x 0y oy ox _

phose, Véstnik Kralovské eské spoleénos‘m nauk, IV (1940)

' O DLUGOSCI LINI) KRZYWYCH EMPIRYCZNYCH.
R : © HUGO STEINHAUS, Wroclaw.-

Paradoks dlugosci bierze sie stad, ze dlugosé jest funkcjonalem
nieograniczonym w sas1edztw1e kazdego tuku. Chege go usunaé opieramy
sie na takim sposobie mierzenia dlugoSci: Na plytce przezroczystej
narysowana jest gromada linij réwnoleglych o odstepach d; te plytke
kladziemy na tuku § i liczymy liczbe n, przecieé, potem obracamy o 1/k
kata pélpemego i zn’?vvu liczymy przeciecia; tak otrzymujemy liczby

Ry, Mgy -y Mg 1 No=Sny; przyblizona dlugodé tuku S jest

=1

Ndr
L=—~ (1)
a dokladnosé zalezy od dik. Wzér (1) weale nie usuwa sam paraﬁoksu
dlugoscl, ale mozna go zmodyfikowaé biorac zamiast liczb ny, %y, ..., 1z . .
liczby ny, g, ... okreslone przez »
_n,dla,n<p,nz—pdla,n,>p (2)

Tak dochodzimy przy uzyciu (1) do dfugosei rzedu p, ktéry to funkcjonal
oznaczamy przez L,(S). Ten funkcjonal jest ograniczony. Mozna obliczyé
warto$é L,(S) z dowolng dokladnoscia. Mozna poréwnywaé dlugosei
granic dwoch obszaréw ze sobg opierajac si¢ o wybrany rzad p, na przy-
klad p = 10. Gdy dane sq dwie mapy 6 réznych generalizacjach i chcemy
wykorzystaé zawarty w nich material’ informacyjny, n. p- poréwn&é
dlugosé rzeki, ktora jest tylko na jednej mapie z dlugoscia innej, ktéra
]est tylko na drugiej maypie, musimy przystosowac rzad p do mapy o grub- .
sze; generalizacji. Nawet gdy mamy do czymema z obiektami, ktére
maja w przyrodzie dlugoéé nieskorficzona, mozemy okredlié ich stosunek
dhugosei s przez .
s = limL,(4)/L,(B) dla p— o0, (3)

gdzie 4, B s3 to owe objekty, n. p. lewy i prawy brzeg Weltawy Tam,
gdzie nie chcemy uzyé tego sposobu, lepiej w geografii unikaé pojecia
dtugosei.
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Summary.— Streszczenia.

~ On the length of empirical curves.

HUGO STEINHAUS, Wroctaw.

A paradox in the concept of length arises from the fact that length
is an unbounded functional in the neighbourhood of every arc. If we
wish to eliminate this paradox, we can use the following method of
measuring length: On transparent paper we draw a system of equi-
distant, parallel lines; distance of the lines is . We place this paper over
the arc § and count the number of intersections of the system with the
curve S, then we turn the paper by the angle n/k and again we count
the number of mtersectlons in ‘this way we obtain the numbers n,, n,,

., niyand N= Zm, the approximate 1ength of the arc S is then

i=1 ~

. B
L=Ndo . m

and the éccuracy depends on d and k. Equation (1) alone does not elimi-
nate the paradox of length, but can be modified by taking, in stead of the
numbers 7, 7, ..., 7z, the numbers n, nc:), ..., n3/, defined by the
equations

n' = n; for n; < p, n; =_p for n; > p. (2)

Using (1) we obtain a length of pt* order, which funectional we
denote by L,(S). This functional is bounded. We can calculate the value
L,(8) with any chosen degree of accuracy. We can compare the lengths
of the boundaries of two regions using any chosen order p, e. g. p = 10.
If we are given two maps of different accuracy and if we wish to use the
information contained in them, e. g. to compare the lengths of two rivers,
one of which appears on the one map and the other on the other
map, we must adjust the order p to the map of rougher accuracy. Even
if we are investigating objects which in fact have infinite length, we can
deflne the relatmn of their lengths s by the expression

s = limZy(4)/Ly(B), | 3)

where 4, B are these objects, e. g. the left and the nght bank of the River
Vitava. In the cases where we do not wish to use thls method, it is better
to avoid the concept of length.
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STAVBA A PLANOVANI MATEMATICKYCH STROJU.
ANTONIN SVOBODA, Praha.

V oboru matematickych strojd analogickych dokonéuje se v zdvodech
Zbrojovky Brno n. p. prototyp linedrniho analysdtoru, jehoZ hlavnim
dkolem mé byt feSeni soustav linedrnich rovnic. .

V oboru é&slicovijch matematickyjch stroji pracuje se pokusné na elek-
tronkové ndsobicce s elektrostatickou paméti, sestrojen byl model stolni
elektromechanické kalkuladky a vypracovan byl plan samoéinného poditade
s magnetickou paméti. , '

Linedrn{ analysdtor je analogicky matematicky stroj, ktery resi
soustavu rovnic

Sagwr +y: =0, i,k=1,2,..,10
ok

tim, Zze vytvofi sit ménidd proudu, kde kazdé rovnici odpovidé jeden
ménié proudu, kazdé nezndmé pak jeden samostatny obvod, do kterého
zapojena jsou vinuti o poétu zdvitd umérném soudinitelim u téZe
nezndmé. Koneéné jest tu samostatny obvod, vytvofeny vinutimi
o podtu z4vitd tmérném soudiniteldm y;. Vinuti, odpovidajici soudiniteli
iy, zapojeno je do k-tého obvodu a je umisténo na 2-tém ménidéi proudu;
vinuti, odpovidajici soudiniteli y; jest na ¢-tém ménidi.

Zavedeme-li do samostatného obvodu, vytvofeného vinutimi
soudinitelt y; st¥idavy proud I, vznikne v k-tém obvodu proud I a plati
dostatedné presné

Sngly + mily =0, i, k=1,2, ..., 10,
k

kde ny = ¢. ag, m; = cy;. ZméFime-li proudy Iy, I, ..., I,o, najdeme
ihned :

: I

Xy = Io .

Kompensaci dosdhneme plné platnosti rovnice o nulovém soudtu
ampérzavith. Opakovanym pouZitim stroje vypodteme vysledky na libo-
volny podet platnych éislic.

Elektronkovéa nédsobidka je typu seriového, kde &islo v bindrni
formsé zobrazeno je rytmem elektrickych pulst v jediném vodiéi. Ndsobeni
provéadi se postupnym seéitinim. V pfedndice vysvétlen byl podrobnéji
postup pii séfténi. Cty¥i rotaéni kapacitni paméti pracuji pii tomto
pochodu. Jsou to v podstaté kolektory, jejichz lamely jsou pFemostény
kondensétory. Otddenim kolektort zapinaji se do vné&jgtho obvodu
postupné kondensatory v téZe.frekvenci, ve které p¥ichdzi z vnéjiiho
obvodu rytmus nap&tovych pulst, zobrazujici n&jaké &islo. Casovd
rozvrstveny obraz &isla zméni se tim v prostorovy, nebot kondensatory
nesou obraz dyadické &islice po celou ototku kolektoru. Kondensétory.
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viazuji se postupné do nékolika elektrickych obvoda tak, aby soudet
jejich napéti zapiisobil na vstupni svorky elektronkového &tyipdlu
(model zhotoven byl Fysikdlnim vyzkumem KOVQ). Na vystupnfch
svorkdch &tyPpolu vznikne napéti, které je funkéné vdzino na vstupni
napéti $tyfpolu a které nabiji jiné kondensdtory kolektorl. Vysledkem
pracovniho postupu, jak bylo podrobné vyloZeno na pfedndfce, jost
rytmus pulstt napéti, odpovidajicf dyadicky vyjddienému soudtu obou
vstupujicich s¢itanct.

Stolni elektromechanickd kalkulacka ukdzina byla na ex-
kursi udastnfkl sjezdu do zdvodu Zbrojovky Brno ve Vokovicich. Bylo
na ni provedeno nékolik aritmetickych operaci. Soudasné pfedveden byl
model rotad¢ni kapacitnf paméti a nedokondeny jesté model linedrntho
analysdtoru.

Samodinny politad s magnetickou pamét{ jest dosud pouze
v plénu.
£
Summary. -~ Vytah.

Construction and planning of mathematical machines.
ANTONIN SVOBODA, Praha.

Several types of mathematical machines are under construction:
a Linecar Equation Solver (Linear Analyser) for systems of 10
equations, an Electronic Multiplier with electrostatic memory and
an Electromechanical Caleulator (table-type).

The linear analyser is an analogue mathematical machine formed by
a network of transformers of currents. The well known fysical relation-
ship expressing that the sum of Ampereturns is zero at each instant and
for each transformer of currents obtains the form of the given set of
linear equations.

The electronic multiplier is & digital mathematieal machine with
o single digital channel including a system of electronic adders with
electrostatic memorics. The adders themselves consist of several memories
operated by clectronic quadripols.

The memory is a circular system of condensers connected to two
collectors and rotated at uniform speed. The brushes of the collectors
connect the condensers of the memory consecutively with external
electric networks.

The electronic quadripol is a unit possessing & pair of input ter-
minals and a pair of output terminals. The internal structure including
clectronic tubes establishes a definit relationship between the input-and
outputvoltages of the quadripol. The outputvoltage is zero if the input-
voltage remains below a certain well defined limit. Ahove this limit

.
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the outputvoltage has a well stabilized (from inputvoltage independent)
value.

To add two binary numbers stored in their rotating memories the
voltages of two condensers representing the digits of the same order (n)
are added with the voltage of a third (carry) condenser and the resulting
voltage acts as the input of a quadripol. The critical inputvoltage of the
quadripol is set so that the outputvoltage corresponds to the carry of the
order next higher (n -} 1); it is stored then in a (carry) condenser precee-
ding the one which was used at the order 7.

A Iabomtory model of an electromechanical calculator was presented
during the excursion to the factory of Zbrojovka Brno at Vokovice.

SAMPLING PLANS FOR PER CENT DEFECTIVE, WHICH
MINIMIZE THE MAXIMUM OF A GIVEN RISK FUNCTION.

ANTONIN SPACEK, Praha.

Given a lot of size N of manufactured product which contains an
unknown fraction defective p. The acceptance or rejection of this lot
is to be decided on the basis of a single random sample of size n with
acceptance number k. The desision procedure is determined as follows:
If the random sample of size n from this lot contains k or less defective stems,
the lot will be accepted, and otherwise rejected. Evidently, according to
this rule, the two integers n < N and k < n completely determine the
decision procedure and with each N there is associated the set Sy of all
decision procedures of this type, i. e. the set of all pairs of integers (n, k),
where 0 < k< n < N. The choice of an clement of Sy corresponds

to the choice of a decision procedure. The probability of acceptance is

Plp,n. k) = -(-»255120 () (V5= 7). 1)

If /N is sufficiently small (for example
approximated by

< 1/10), then (1) may be

k
Lip,n k) =S ( )mr —p . 2)
1,07

With cach (n, k) ¢ 8y and each fraction defeetive p there is associated
a risk R(p, n, k), which expresses the economic outlay involved by the
given decision procedure. If rejected lots are returned by the consumer
to the producer, it seems natural to establish the risk-function as follows:
¢N ~+ a(N — n)pL(p, n, k), where ¢ is the cost inspection of one item
and a is the loss incurred by accepting one defective. Since ¢ is the cost
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of making 1009, inspectio'n,.we may write -

M%mm=%AW(L~%%wan% ®)

where a = ajc.

A question of fundamental importance is that of the proper choice
of sampling plans. Following an idea of A. Wald we shall now establish
a principle, on the basis of which the sampling plan will be chosen.

The decision procedure (v, %) e Sy s optimum if and only zf simulia-
neously
L(po’v5%)21_630<6<13 (4'>
(5) the maxtmum of (3) with respect to p is minimum for n = v, k = x.
The condition (4) excludes the unreasonable consumers specifi-
cations, which cannot be met by the producer, i. e. there is givena p = p,

and a value 0 < & < 1, such that (4) holds. It is-easy to show, that
minmaxR(p, n, k) always exists and that
n » ‘
minmaxR(p, n, k) = max minR(p, n, k), (6).
n b4 » n
foreach k£ =0, 1, 2, ... Clearly, (6) corresponds to the condition of strict
determinateness in the sense of von Neumann’s theory of zero-sum
two-person games. .

For each k =0, 1, 2, ... let ng denote the value of n which minimizes
the maximum with respect to p of (3). We have ny ~ VN de—* and ny for
k=1,2,3,... may be easily computed by successive approxxmatlons
Since R(p, n, k) < R(p, n, k + 1) for each p, n, k, we have

minmaxR (p, n, k) < minmaxR(p, n, &k 4 1) for each £ =0,1,2,...,
n ? n

and the optimum decision procedure (, %) can be found as follows:

Fork=0,1,2,... wecompule ng, ny, Ny, ... as long as.

L(py, m k) < 1 —e.
Then

L(po: N +1, k + 1) _Z l—e¢

and (v,x) e Sx, wherev = ngy1, % = k -+ 1 1is the optimum decision procedure.
If »/N is not sufficiently small, then (2) must be replaced by (1) and the
computations are obviously much more laborious. Generalisation of the
problem may be obtained by replacing n in (3) by the average sample
number. It is further possible to consider double multiple or sequential
sampling schemes. ’

Tesla Electronic National Corporation, Prague.
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Vytah. — Summary.

Vybérové plany pro procento vadnych vyrobk, pro které
maximum dané risikové funkce je minimalni.

ANTONIN SPACEK, Praha.

Jedné se o nalezni takového vybérového planu pro procento vadnych
vyrobkd, ktery spliuje technické moZnosti vyrobce a je s ohledem
na risiko spotfebitele hospodafsky nejvyhodngjsi.

O OBLICZANIU POL OBSZAROW PLASKICH ZA POMOCA
SIATEK ROWNOLEGLOBOCZNYCH.

‘MIECZYSLAW WARMUS, Wroclaw.

Dana jest na plaszczyZnie siatka W, ktérej oczka s kwadratami
o boku 1, oraz obszar 4 o polu a i §rednicy b, ograniczony krzywa, poje-
dynczg rektyfikowalng i zamknietg o dlugodci I. W obszarze 4 lezy
dokladnie w weztéw siatki W. Okre§lona jest ponadto liczba ¢ réwnaniem

@ + sinpcosp — 2sin%p = 0 z warunkiem 0 < p < $m. (1)

Polézmy ¢ = 2—;ng3 Warto$ci przyblizone liczb @ ic s nastepujace: -
@ = 1,0311579 ..., ¢ =0,56828222 ...
Twierdzeniel. —c.l—l<ao—w=<c.l—1, gdy b> 1.
Niech W* bedzie obrazem afinicznym siatki W, a wiec siatks
plaska, ktérej oczka sg réwnoleglobokami. Niech pole oczka siatki W*
wynosi 1, a odlegloéé miedzy dwoma najblizszymi wezlami tej siatki m.
* Niech ¢* bedzie liczba okre§long réwnaniem

m?(p* 4 sing™* cosp*) — 2 sin2p* = 0 z warunkiem 0 << p* < 3. (2)

Polézmy o+ — 1 3)
]/Z(p* -+ sin2¢*
i oznaczmy przez w ilo§¢ wezléw siatki W* lezacych wewnatrz tego
samego obszaru 4. . _
Twierdzenie 2. —c*. I —1l<a—w*< c*.1—1, gdy b >m.
Twierdzenie 3. Funkcja c* = c*[p*(m)], okreslona wzorami
(2) © (3) ostgga minimum, gdy oczka siatki W* sq rombami powstafymi
z polgczenia dwdch przystajgeych tréjkatéw réwnobocznych. ‘
Jest wtedy c*pin = 0,568575873599 ...
Taka siatka minimalna daje przy oszacowaniu pola a najmniejszy
blad maksymalny (dla zbioru wszystkich mozliwych obszaréw A)-
ze wszystkich siatek réwnolegloboeznych.

309




Twierdzenie 4. Nierbwnodé — ¢,. 1+ ;S a—w*<Ley.l+ ¢y
gdzie ¢y, €, €31 ¢4 3q liczbami zaleZnymi jedynie od ksztaltu oczek siatks W*,
pociqga za sobg nieréwnodei ¢ > ¢* i cg > c*.

(Praca ukaze sie w Pracach Wroclawskiego Towarzystwa Naukowego, seria B).

*
Résumé. - Streszczenie.

Sur I’évaluatlon des aires des régions planes a 'aide des réseaux
de parallélogrammes.

MIECZYSLAW WARMUS, Wroclaw.

Soit W un réseau plan aux mailles quadratiques de c6té 1. Soit, sur
le méme plan, 4 une région d’aire a et de diameétre b, bornée par une
courbe simple fermée rectifiable de longueur 7. La région 4 contient
exactement w noeuds du réseau W. En outre, un nombre ¢ est défini
par I'équation

@ + sing cosgv—-—Zsmztp—-O ol 0 < ¢ < ¥ (1)

Posons ¢ = 1
J 2 sing
. vantes: @ = 1,0811579 ..., ¢ = 0,5828222.

Théoréme I. —c.l—1< a—w< c.l—1 pour b=> 1.

Soit W* une image affine du réseau W, & savoir un réseau plan aux
mailles en forme de parallélogrammes d’aire 1, et dont la distance entre
deux noeuds les plus proches I'un de I'autre est m. Soit @* le nombre
défini par I’équation :

m¥(@* + sing* cosp*) — 2 gin?e* =0, ou O < p* < dmw.  (2)
Posons 1 .
(3)

= e

V2<p* -+ sin2¢*
et désignons par w* le nombre de noeuds du réseau W+ situés dans la
. méme région 4. ‘

Théoréme 2. —c¢* . l—1 < a—w* < ¢*.1—1 pour b > m.

Théoréme 3. La fonction c* = c*[p*(m)], définie par les formules
(2) et (3), atteint son minimum lorsque les mailles du réseau W* sont
des rhombes formés de couples de triangles équilatérava.

On a alors ¢*yiy = 0,568575873599 ...

Ce réseaw minimal donne, pour I'évaluation de l'aire a, Ja plus
petite erreur maximum (en tenant compte de toutes les régions 4 possi-
bles) parmi tous les réseaux W*.

Théoréme 4. L’'inégalité — ¢, .l + c2 a—w*< eyl + Cy, OU
C1s Cas Cg et ¢4 sont des nombres dépendant uniquement de la forme des mailles
du réseau. W*, entraine les indgalités ¢, = c* et ¢y > c*.

.. Les valeurs approchées de ¢ et ¢ sont les sui-
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