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Nékolik poznamek o pectenoidu.
L. Seifert v Brnd.
(Doslo 25. listopadu 1933.)

Pod jménem pectenoid nachidzime v literatuie plochu &tvr-
tého stupné, jiz zabyval se pfedeviim Ball a pak A. Del Re.l)
Posledni prichdzi k ni FeSenim jistého elementdrniho problému
prostorového, odvozuje rovnici a parametrické vyjadieni, podava
dile zobrazeni na rovinu a konstrukei kuZelosetek na ploSe, pie-
deviim redlnych. V tomto ¢ldnku chei ukazati, Ze na této metricky
vyznaéné plose se naléza soustava prostorovych racionélnich kiivek
étvrtého stupné zvanych Eudoxovy hypopédy, jez vedou k nékte-
rym zajimavym konstruktivnim vztahtm, jak podobné v jiném pii-
padé plochy étvrtého stupné ukazal prof. M. Lerch.?)

L
Rovnice ‘uvazované plochy jest . ,
(x2+y +z2)z2—h2x2—-0 (1)
a lze ji patrné dostati vyloucemm parametru A2 z rovnic
A% (2% 4 y? 4 22) = h?, 22— A%% = O; (2)

prvni z nich znamend svazek koncentrickych kouli, drubs involuci
rovin a oba Gtvary jsou vztaZeny na sebe projektivné. Plocha ma
t¥i roviny soumérnosti a dvé dvojné pfimky: osu OY (x = z = 0)
a nevlastn{ pfimku roviny z = 0. V rovinach z = Az jsou dle rovnic
(2) kruzZnice, v rovinidch z = - k jsou hyperboly,

x? (h? — k) — k?y? = k4, (3)

pokud | k| < k. Tyto lze velmi snadno sestrojovati a lze jich pou-
Ziti pravé jako onéch kruZnic ke konstrukcim obvyklym v deskr.
geometrii, jak pfipomind také A. Del Re ve vzpomenuté praci.

1) Ball: The Theory of Screws, Cambridge 1900; A. Del Re: Sopra
una superficie del 4° ordine, Rendiconti del circolo matematico d1 Palermo,
t. XVII, 1903, p. 129.

) M. Lerch: O dvou plochéch stupn¥ &tvrtého, Rozpravy Ceské
akademie, ‘t¥. II, ros. XXII, & 36, 1913.
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Poznamenejme, %e velmi pékny obrizek dostaneme, omezime-li
‘&4st plochy koulf o stfedu O a poloméru dostatetné velikém (asi 2h).

V&imnéme si vyjadieni parametrického:

h cos? O . sin? ¢ hsin O . cos O . sin? ¢

2 ’

cos @ cos @
z = h cos O sin ¢. , (4)

Kfivky © = konst. jsou rovinné v rovinich y/r = tg @,
kiivky ¢ = konst. jsou, jak snadno patrno, na plochich

2)="hcos g .z, (5)
x? + y?— 22 tgle =0, (6)
2 __, sin? _

2+ y? hcos<px 0, (7)
2 2 2 ___ —

2?4y +z cosq)x 0. (8)

Ktivka ¢ = konst., jiz budeme znatiti He, jest tedy prtsek
koule (8) 8 rotadnim vélcem (7), ktery se ji dotyka v bodé 0 Tyto
kiivky sluji hypopédy.

Rovnice tedny kiivky H? v bodé (0, ¢) zni:
h gin? ¢

= ——>"co0s? & — psin 20,
cos ¢
hsin?gp .
_—c(;,)—sm@cos@-}—gcos 20, . (9)

Z = hsin ¢ cos & — g cotg ¢ . sin O,
Snadno seznime, Ze stopa tedny opisuje na z = 0 kisoidu
12
h sin? ¢ y
cos @

Jednoduché konstrukce v obou primétech vyplyvajici z rovnic
(56)—(9) ponechdvame détendfi.

Hypopédou He jde svazek ploch druhého stupng

(X2 4+ Y3 X + 2=, (10)

.(x2+y2+z2._.

— (22 — — 0
cowx) A —hoospa) =0 (1]

h

plochy jsou rotaéni, stied (1—}. cos? ¢), 0,0 se pohy-

bu]e po ose 0X, osa zx’xstava. rovnobéina, s OZ. Polomér rovniku

. h 1— Atostey
= ee————— —_— a A . — _____.—_—_
jea= - e (1 — Acos qq), délka‘poloosy b= oosp(L—A)
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Plocha (11) sefe pectenoid jestd v jiné kiivce &tvrtého stupné.
Vyloudenim y z (1) a (11) dostavame

k
2 —_—
T Toosg tp =0
Vidime tedy, Ze kiivka Je ‘opét hypopéda H?' a srovninim
s rovnici (5) jde

cos ¢’ = — éi cos ¢’ .cosp = — (12)

A’
Dospivime tedy k vysledku, Ze plochy svazku (11) sekou
pectenoid v ostatnich hypopédach systému, &ili Ze kaZdé dvé hypo-
pédy He, HY' jsou na plode rotacni.
Volimeli 4= — 1/cos? ¢, pak cos ¢’ = cos @, obd knvky
splynou a plocha se pectenoidu dotyka. Tedy tento se 7em jako
obalka systému ploch rotaénich druhého stupné

Acos g

cos?p (22 + y2 + 22) —2hcosp.x + 22 = 0. - (13)
. 1
Piteme-li v rov. (11) A =————— dostaneme tvar
-COS @ COS @
symetricky

(2 + y® + 2%) cos p cos ¢’ + 22 — hx (cos ¢ 4 cos ¢’) =0

A (2 + y? + 2%) 4 22 - Bhx = 0.
To je ko'ngruence ploch, z nichZ kazda obsahuje dvé hypopédy.
Za]ima,va je plocha normél pectenoidu podél hypo édy He,

jet je zaroveii plochou normal rotaénf plochy (13) podel této kiivky.
Parametrické vyjadieni plochy (13) lze psati

&

h .
T = 008 9 (1 + c}os xcosf), y= e cos & sin B,
—————rsinax. (14)
Vl + cos? ¢
Norméla bodu P (x, ) seée osu plochy v bodé
( b o, — hiﬂl_“_). (15)
cos ¢ cos? (le + cos? ¢
‘Srovnanim (14) a (15) jde Zyfz = — ljcos® @ a tedy, je-li

8 stfed plochy (13), M stopa normaly na z = 0, pak SM/P,M =
= — 1/cos? . Ponévadz P, opisuje kruh (7), opisuje M také kruh
a tedy stopy normal pecten01du podél hypopédy He oplsu]i kruZnici.
Jeji rovnici lze snadno naléztl
he
2 2 —_—_— = :
X r— cosqu+ (1+cos“<p)’ = 0. (16)
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Rovnice plochy tvofené normilami je ponékud sloZitd, ale

1ze ji napsati, uvazime-li, Ze podle rovnice (5) podél He plati
sin? & = (1 + cos? ¢) (1 + cos « cos f).

Abychom zodpovédéli rizné otazky tykajict se teden hypopéd,
pouzZijme rovnic (9). TaZzme se nejprve po geom. misté téchto teten
podél kiivky O ‘= konst. &ili podél priseku plochy s rovinou

ylr = tg 6.
Z rovnic (9) je vidéti okamzité

h sin?
sinfg

X cos 20 4 Y sin 20 — 0s2 @ = 0; (17)

prumét teény ma tedy stily smér a teéna sama je rovnobéina

s rovinou X cos 260 4 Y sin 20 = 0. To ostatné je patrno i z toho,

Ze pruméty hypopéd jsou kruznice, jez se v O dotykaji osy OY.
Pro prisedéik teény s rovinou Z = 0 vychdzi

h sin? ¢ 2 __hsin?¢p cos*@ Y cos O
—W-cos 0, Y= cos @ "sn@’ X sm@’(s)
tedy tecny hypopéd podél kiivky v roviné ylx = tg @ protinaji
pevnou primku v roviné Z = 0, pfimku y/z = — cotg 6.

K témuz vysledku pfijdeme, utvorime-li rovnici roviny, jez
spojuje te¢nu s potatkem O. Dostaneme

X cos O + Ys1n0—-—2Ztg<p=0; ' (19)

tyto roviny tvoii tedy svazek s osou Z = 0, y/x = — cotg 0.

Z rovnic (17) a (19) jde vyloudenim ¢ rovnice plochy téchto
teden

472 (X cos 20 4 Y sin 20)2 [4Z2 4 (X cos @ + Y sin O)] =

=htcost O. (X cos O 4+ Y sin O)* (20)

X=—

1I.

V&imnéme si piimkové plochy tvofené asymptotami hyperbol
(3) v rovindch z = 4 k. Rovnici jeji dostaneme, piSeme-li v levé
strané rovnice (3) z misto %:

- 22 (2?4 y?) — A% = 0; (21)
mé OZ a nevlastn{ pfimku roviny z = 0 za dvojndsobné Fidici, '
OY za dvojnou tvofici pfimku. Mimo to m4 v nevlastni roviné dvé
imaginarni p¥{mky tvofici 22 4 y? = 0. V rovinach z = konst. jsou
péry redlnych p¥imek v mezich z = + h. Parametrické vyjadieni
jest ' .
x=gcos’p, y=gpcospsing, 2= 4 hcosg. (22)
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Riizné kiivky na ploSe lze dostati, klademe-li ¢ = (). Speci-
alné pro ¢ = konstanté dostaneme opét hypopédy, neb z2 4 y
= p? cos? ¢ a vylouéime-li ¢ z této a posledm z rovnic (22), dosta-
neme rotaéni kuzel

2
x? + yz___9h_2z2=0;

mimo to snadno vidime, Ze

2 2
ptypta=-LIl,
coZ je rovnice koule. Z obou jde rovnice véalce
x? + y? = ox. (23)

Pudorysy hypopéd jsou tedy kruZnice, jez v O se dotykaji
osy 0Y ' :
Pro ¢ = 2/cos ¢ dostdvame elipsy v rovinach pi{mkou OY;
jejich pudorysy jsou kruhy
22 - y? = A% (24)
Vyjevy tykajici se osvétleni jsou dosti slozité vyjma zvlastni
polohy bodu. Rovnice prvni polary bodu P (%, ¥, %) jest
T (22— W?) + yoye® + 22 (a2 + y?) —h%r=0.  (25)

Zajimavy je piipad, je-li P na OY (2, = 2 = 0); pak posledni
rovnice piejde v

Yoy2? — h2x? = 0. (26)
Vyloudime-li z této a (21) veliéinu 2, dostaneme
2t + y' —yy =0 (27)
" jako pudorys meze vlastniho stinu. Z (26) a (27) jde také
h? :
2P = — (Yo — ¥). 28
” (% —¥) (28)

Tato kiivka je tedy prusek vélce rotaéniho (27) a valce para-
bolického (28) a mimo to ji prochazi koule

2_h2 2 2 h22
x2+(y_y0 2y0 )+z2= (?/04;/:2 )

Pudorys meze je kruh dotykajici se osy OX, pramét do (yz) je
parabola. Z rovnic (27) a (28) jde také

ﬁ+w—%%— %, (30)

(29)

coZ je rovnice rotaéniho kuzelu. Uvalované kiivka je tedy opét
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hypopéda. V parametrickém vyjadfent (22) odpovidajf tyto knvky
hodnot® o = k tg ¢.

Podle znidmého teorému Koenigsova tvoif rovinné priseky
osou OY a dotyéné kfivky kuZeld s vrcholy na této ose dva systémy
sdruZenych &ar na plofe. Priiseky s rovinami z/x = % promitnou
se do (xy) jako soustfedné kruhy a2 + y —kz/lc2 = 0. Z toho
vyplyvajf jednoduché a zajimavé konstrukce.

Bud P, piidorys bodu na plofe, e, pudorys elipsy v roviné
(OPY), h, pudorys hypopédy fady posledné uvazované. Pak
2, * jsou pudorysy dvou sdruZenych teen bodu P. p, je obraz
piimky plochy, obraz @, druhé hlavni teény bodu P oddéluje s p,
harmonicky #¢, #* Dostaneme ji tedy snadno, udinime-li, jak
z obrazu patrno, 23 = 12. Te¥n4 rovina bodu P je uréena pi{mkou p
a.tednou ¢, jejiZ stopa @ je na OY. Bodem @ jde tedy stopa teéné
roviny p¢ rovnob&zng s p,. Na ni lezi stopa 8 hlavni teény a. Z obraz-
ku je snadno patrno:

13 12

a odtud soufadnice bodu S
. gcos“tp _e 2 + cos? ¢
T osmiy YT 2 T sng

kde ¢ znadf délku OP1 Odtud lze snadno napsati rovnice hla,vm
tedny.

Z uvedené konstrukce hlavn{ tedny lze také sledovati pribéh
a,symptotlckvch kiivek v ptdorysu, coZ ponechdvime &tenaii.
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Pi{slutnou diferenciélni rovnici téchto $ar lze v uzavieném tvaru
integrovati. Padorysy jsou éary transcendentni a nemaji asi dalsf

zajimavosti.
*

Quelques remarques sur le pectenoide.
(Extrait de l’article précédent.)

On appele pectenoide la surface du quatriéme degré dont
Péquation peut s’écrire sous la forme (1). Elle a été étudiée par
Ball et A. del Re (1. ¢.); celui-ci a trouvé surtout les droites et les
coniques de la surface. Je montre, dans cet article, qu’il y a sur la
surface une famille d’hippopédes, données, dans 1’expression para-
métrique (4), par ¢ = C*, Chacune d’elle est base d’un faisceau
de quadriques (11) et en méme temps elle est la caractéristique
de la famille (13) de quadriques (p étant variable). Le pectenoide
est donc 1’enveloppe de la famille en question. Les traces des nor-
males de la surface le long d’une telle hippopéde remplissent un
cercle; les tangentes des différentes hippopédes le long de la courbe
y/x = tg @ sont incidentes avec la droite z = 0, y/z = — cotg 6.

Les asymptotes des hyperboles situées dans un plan z = k
engendrent une surface reglée (21) qui contient encore deux familles
de hippopédes dont les projections sur z = 0 sont données par les
équations (23) et (27). La famille possédant la projection (27) et
des courbes z/x = k qui se projettent suivant les cercles concentri-
ques, forment deux systémes conjugués. Donc, on peut trouver
une construction bien simple de la tangente asymptotique en un
point général de la surface reglée en question.
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