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Tim tedy dospivdme ku vété:

Mé-li &dra raciondlni »-tého stupné (n — 1) ndsobny bod o,
a vedeme-li timto bodem piimku [, pak odlehlost priisetného
bodu @ s kfivkou od -bodu o, jest rovna algebraickému soultu
vzddlenosti bodu o od prisekd p¥imky s asymptotami. (Viz
Niewenglowski, Cours de Géométrie analytique, Tome II, p. 116.)
~ Jsou-li asymptoty imagindrni, jsou vzdy po dvou konjugo-
vané a misto kazdé z téchto dvojic moZno voliti ellipsu, kterd
méd tyto asymptoty za své asymptoty; k viili jednoduchosti mii-
zeme voliti ellipsu tu, kterd prochdzi bodem o.

Vétu tuto mozno p¥imo applikovati na raciondlni krivky
stupné 3-ho, jichz rovnice s dvojnym bodem v potdtku zni:

az® + bx’y + cxy® + y* + dz* 4 exy +fy* =0, ()

¢imz.dospivime ke konstrukcim, které v tomto *) rocniku v Cisle
1. a 3. od dvorniho rady prof. dra Zahradnika a prof. dra Fa-
houna byly uvefejnény.

V Plzni, dne 1 kvétna 1905.

"Poznamka o Sturmovych funkcich.
Napsal K. Petr.

Jak zndmo, 1ze tu fadu Sturmovych funkei, jez pottem zmén
znaménkovych uddvd pocet pdrG kofenl komplexnich, vyjddiiti
pomoci kovarianti dané formy **). Totéz vSak jest moZno i pro
funkee Sturmavy v @byéejném slova smysly, t. j. pro fadu funkei,
kterd pottem zmén znaménkovych uddvd polet kofenii redlnych
v danych mezich se nachdzejicich. I tyto funkce lze vyjdd¥iti
‘pomoci Gtvard invariantnich a na to chei v ndsledujicim poukdzati.
Uzitek takového vyjddfeni Sturmovych funkei jest na snadé.

*) T. j. v rotniku 34. str. 19. a str. 219. Pozn. red.
:**).-Viz pojedndni H. Schramma v Annali di mat., 2 s, t. 1, rok
1867, str. 259. Co ' ’ ‘



137

_ Vyjdu z fady
1. 3§, Y5 a° (“u a,), 2§ 8,8,4° (“1:“27“3); ey

SEE . G (g, 0 ). ' 1)

Clenové této.fady jsou polynomy ve 2n &islech e, a,, ... ay;

. 1 72 )

&y &gy o .. £, a jest Eslo & pifadéno &slu ey, Jednotlivé ¢leny

této fady jsou symmetrické funkce vzhledem ku » dvojicim (&,
o), k=1, 2,...n; soultovd znaménka v (1) se nachdzejici
maji viznam tyZ jako souctovd znaménka pfi oznalovéni sym-
metrickych funkei uZzivand. Pii tom jest rovnéz dle obvyklého
zplisobu oznaleni na pi.
A% (@ @y @y) 7= () — @p)* (@ — &5)* (@ — @)™

V #adé (1) necht jsou ¢isla @, @,, ... z tdsti redlnd,
z t4sti komplexni a zdroven vidy dvé k sobé komplexné sdruZend.
Jsou-li ez a e tisla komplexni sdruzend, budtez i &, & tisla
komplexni sdruzend ; jestlize a; jest redlné, budiz i & tislo redlné.
Za takovychto predpokladu jsou Cleny fady (1) vesmés d¢isla
redlnd. Uddvd pak fada (1) pottem zmén znaménkovych pocet
pdrt komplexnich ¢isel mezi iisly «,, @,, .. «, zvétSeny o potet
téch zdpornych £, jez prisluieji redlnym o, (=1, 2, ... n).
Tato véta plyne bud ze zdkona setrvanosti kvadratickych forem
anebo téz pfimo *). :

Uvazujme nyni formu s redlnymi koefficienty

S (@, 1) = (@, V2, — &,V ,) (@, x; — ;B ry)
(e, Wz, — a,™Myg,).
Koteny rovnice f(z,,x,) =0, t. j. hodnoty p10 L jez
2

- . P A
formu f(z,, ;) ¢ini rovmnou nulle, jsou patrne (isla 5@

. . L ®
k=1, 2,...n Pi tom jest moZno pii redlném '(,” {¢isla
Gy

a,®  a,® jako redlnd pifedpoklddati a soucasné pii komplexnich
,® A (*)

a sdruzenych = (k), o, ®

tisla &, ®, a,®) i tisla «,®, ,® jako

*) Viz pojedndni »O symmetrickych soustavach &isel a véte Sturmové<
v Rozpravach &eské akad., roé. XV., & 2, str. 11 a nédsl. .

10
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komplexné sdruzend voliti; takovouto volbu v ndsledujicim
predpokldddme.
Dosadme do fady (1)
élc = %((l;XI — “l(k)XQ7 Cr = L?
,Y, —a,®Y, &
tu zatim ¢inime predpoklad, ze X,Y, — X,Y,, jakoz i Citatel
a jmenovatel ve vyraze pro & nejsou rovny nulle.
Znisobime takto vzniklou fadu vyrazem
f(Yy, Yo) f(Xy, X)),
pti temz v jednotlivych ¢lenech Fady mi%eme x zvoliti rizné
a tak, aby f(Y,, Y,) f(X,, X,)'** bylo nejmensim spoletnym
jmenovatelem v piisluném ¢lenu Fady. Zdroven vypustime
¢initele (X, Y, — X, Y% (X,Y, — X, Y,)%, ..., jez vyskytuji
se u ¢lenu tietiho, ¢tvrtého, . .. Fady vzniklé.
Zavedeme-li pro krdtkost oznaceni

e,WX, —a,WX, =X® ¢,®Y, —e®Y,=Y®
dostdvd Fada (1) po dosazeni a naznatenych zméndch tento tvar:

f(Xy, X)) f(Y, YY), f(X, Xp) ZXOYOY® | Yo,
ZXOXW® X0 YOTW Y™ 421, 2),
I(XOXO, . XOPYO YO, Y™ 42(1,2,3),..., 2

.................

42(L,2,...n).
Clen  + 1-vy této Fady jest (b = 2)
T(XEHD | X+D || Xes YERIYER Yo i1, 2, L b,

Vyznam znaménka souttového jest tyzjako v(1); 4%(1,2,... k)
dostaneme z A4%(e,, @,,...a), pifeme-li misto «; — &; vyraz
al(i)a2(j) — aa(i)a‘(j).

Rada (2) jest ‘patrné fada invariantnich tutvard, jez md
tolik zmén znaménkovych (pfi urcityeh numerickych hodnotdch
koefficientd dané formy), kolik obndsi pocet pdrid komplexnich
kofenti formy f(z,, x,), zvétSeny o pocet zdpornych

a,®X, — a,¥X, 5
a,®Y, — ™Y, @)

ay,®
PRCARE

pti redlném
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Necht jsou X, a ¥, od nully rizny a stejného znaménka

a nechf ku pf, £> X‘- Pak jest tento vyraz zdporny, kdyz
X, Y,
Xl al(k) Yl .
X,” u®" ¥,

t. j. vyrazi (3) jest tolik zdpornych, kolik jest kofenli dané formy

mezi X a X—’, jsou-li jen X, a Y, téhoz znaménka. A tak
X2 YQ

mdme vétu:

V Fadé (2) wtvard invariantnich jest tolik zmén znamén-
kovych, kolik obndsi pocet korendt dané formy nachdzejicich se
mezs ?—‘ a%, 2vétseny o pocet pdri koremii komplexwich té

“*2 2
formy. PFi tom jsou X, a Y, predpokliddna jako C(isla téhoZ
znaménka.

Polozime-li v fadé (2) X,=Y,—=1 a X, =, dostdvime,

ponechdvajice si z fady (2) jenom soutinitele nejvyssi mocniny
tisla X,, fadu Sturmovu obytejného druhu.

Klademe-li ddle ve (2) X, =Y,, X,=7Y,, coZ jest nyni
pipustno, dostdvime fadu Schrammovu (viz svrchu pozndmku):
L1, Z(X®X®,, X2 42(1,2), T (XHX® ., X1 42(1,2,3),...

v 4%, 2, .4, w),
kterd md tolik zmén znaménkovych, kolik dand forma kofeni

komplexnich. Rada Schrammova jest, jak patrno, fadou kovarianti
pfislugnych dané formé.

V ' n4sledujicim uddvdm Sturmovu fadu pro » — 4. Pi
formé stupné 4tého

St = ayxy + 4a, 232, + Gayxic] 4+ 4azx, 2y + a,7;
pouZijeme k vyjddieni Sturmovych funkei invariantd
S = aja, — 4aza, 4 3al,
T = a,0,0y + 2a3a,0, — aja, — a,0; — ad
a Hessienu

Hy = (a,a, — a?) zt + 2(aza, — 6,0,) ziz, + . . .
10*
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...~ Pak, oznatime-li poliry dle obvyklého zpiisobu, znatice
ku pr v nasem pi‘ipadé

0
Jady = —(3:{ "+ axf ./n);
dostdvame tuto Sturmovu fadu pro f,4:

CSfxt o fyy fxt o fxyd, —6Hxyr — 8(X, Y, — X, Y,)4
— 3Tfxsy 4+ 28Hasy, S® — 271"

Konetné podotykim. ze lze si zjednati Sturmovy funkee
ve formé invariantni operaci podobnou postupnému déleni, tedy
zplsobem, jenz odpovidd pivodnimu a zdroven nejjednoduSSimu
odvozeni Sturmovych funkei. Jsou-li totiz z,, y,; z,. y, dvé Fady
kogredientni proménnych a jsou-li

G (7, Zy5 Y1, ¥2) & H(xy, Ty Y1) Yo)
raciondlné formy obou téch ¥ad proménnych, kterézto raciondlné
formy jsou vzhledem ku z,, x, celistvé a druhd v (r,, z,) stupné
o jednotku mensiho, 1ze nalézti linedrnou formu v z,, z, a ra-
ciondlnou v y,, w,, jiz oznatime A,», + A,x,, tak, aby bylo
identicky

G (@), x93 ¥y, ¥3) = (4,2, + Ay25) H(xy, 2,55 ¥y, y,)

— 1Yy — Zeyy)? K(2y, 255 Y1, Y2) (4
a aby zdroveil byly formy Ay + Adyzy, Kz, 24, y,,9,) in-
variantnimi dtvary koefficienti forem G, H a proménnych. Pfi
tom jest K (x,, 2,; v,,y,) celistvé v x,, x, a stupné v téchto
proménnych o jednotku mensiho nezli jest H.

‘Abychom se dostali naznalenou operaci, (jez jest jistym
zevieobecnénim délenf), k funkeim Sturmovym, urdujicim pocet
kofent dané formy f(r,, #,) v danych mezich, vyjdeme od této
formy a od jeji prvni polz’lry

of of
(‘()x Nt o y'_.)
a zplisobem rovnici (4) vytéenym - zjedndme si funkei

(24, X35 Yy Ya),
mvarlantm to atvar dané formy a tak postupné Fadu funkef
76 (Zyy T35 Y15 Ys) Jez jsou vesmés invarianty dané formy a stupné
w—k—1, (k=12 .., n—1) v proménnych x,, z, a jez
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jsou takové, Zze

p) ?
S (@1, @), % v+ 5{; Yor 71 &1y Loy YisYo)y v v v vvoe vy
x, ;

_ a1 (&1, Ty Y1 Y2) .
jest Fada Sturmovych funkei podobnych vlastnosti jako Ffada (2);
o této véci viak netieba se vice §ffiti.

Obrazce Lissajous-ovy.
Napsal A. Zdimal, Telé (Morava).

Z tvaru libovolné Lissajous-ovy kiivky lze piesné stano-
viti, kterého piipadu skldddni dvou kmitavych pohybi ve smérech
k sobé kolmych je grafickym zndzornénim. Kriteriem je tu véta
odpozorovand z pokusi: ,Polet hornich (spodnich) vrcholii kiivky
(vx) md se k poltu vrchold postrannich (v,), tak jako perioda
slozky vodorovné k periodé slozky svislé.“ Platnost jeji 1ze jed-
noduse odivodniti mathematicky:

Vseobecnd rovnice pro Lissajous-ovy obrazce zni:

P arc sin 1y — q arc sin § = pe. ¥) (1)

I. Chceme-li ustanoviti pocet hornich vrcholi kiivky dané
rovnici (1), fe§ime ji s rovnici horni tetny, jez md tvar:

5 =1; (2)
tak dostaneme jednoduchym obratem pro & rovnici

P n
sin 7 [(479 + 1) 5 8]

a vzhledem k vyznamu pismeny &

§

R z :
== q sin p [(4k+ 1) o) e] . 3)

To jest obecnd rovnice pro tusetky jednotlivych hornich
vrcholi; 4 znamend tu, jak obyCejné, libovolné &islo piirozené

*) Viz str. 383 ro¢. XXXI. tohoto ¢asopisu v pojednani dvor. r. prof.
dra. C. Strouhala »Obrazce Lissajous-ovy«, nebo str. 8 brozury: »Analy-
tische Darstellung der Lissajous-schen Figuren« od téhoz autora (Praha
1902. Separatabdruck aus den Sitzungsberichten der Konigl. bohm. Gesell-
schaft der Wissenschaften in Prag 1902).
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