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Sestrojení afinní kružnice k eliptickému řezu nám velníi dobře 
také poslouží, máme-li sestrojiti ještě vržený stín při rovnoběžném 
osvětlení spodní seříznuté části na« rovinu podstavnou. V tomto 
případě je též elipsa vrženého stínu e' afinně sdružená s uvažovanou 
kružnicí. 

4. Nakonec všimněme si konstrukce p e r s p e k t i v n í h o obra
zu kružnice (v citov. učebnici na str. 161 a dále). Mějme^ za 
úlohu zobraziti v perspektivě kružnici ležící v rovině základní 
a mající střed S (—3; 6; 0) a poloměr r -= 6 cm; pro perspektivu 
buď distance d =-= 24 a výška horizontu v = 7. 

V připojeném obr. 6 je sestrojena perspektiva kružnice zná
mým způsobem., ' ' • 

Pokládám za důležité sestrojiti tečný H, H, které v perspektiv
ním obraze jsou kolmé k ose x a určiti jejich dotykové body 1T8 

resp. 2T*. Tyto tečny jsou zřejmě obrazy obrysových povrchových 
přímek kolmé válcové plochy, sestrojené nad danou kružnici. 

Obrysové povrchové přímky stanoví tečné roviny, vedené 
středem promítání k válcové ploše. Stopy těchto tečných rovin na 
rovině základní jsou tečnami z bodu Ox ke kružnici k. 

Po sklopení roviny základní do průmětny v přejde kružnice k 
do (k) a bod Ox do (0)l9 vzdáleného od počátku soustavy souřadnic 
o distanci d. Ježto tato distance je zpravidla nejméně 24 cm, je 
(0)x nepřístupný. 

Můžeme však narýsovat opět kružnici l, opsanou nad (S)(0)x 

jako nad průměrem, která na 0c) vytíná dotykové body (lT), (2T). 
Její střed Q má souřadnice Q[\x8\ \(d — y8); OJ, kde (x8; y8) jsou sou
řadnice středu kružnice 8 a, d jest distance. Tečnám v bodech (lT) 
a (2T) odpovídají hledané tečny elipsy e8. Určíme tudíž nejprve 
dotykové body 1T8 a 2 P a v nich pak tečny. 

Při sestrojování perspektivních obrazů obrysů válcových 
ploch je tato konstrukce nutná. 

Metodické poznámky k rovniciam 2. stupňa. 
Dr Frant. Krňan, Bratislava. 

Často sa rovniciam 2. stupňa na strednej škole věnuje málo 
pozornosti. Žiak sa naučí jeden — dva vzorce,, niektorý snáď aj 
vlastnosti koreňov a to mu má postačiť. Ked sa mu vzorec z hlavy 
vytratí, alebo ho popletie (najma znamienka), je v koncoclu Každý 
kolega-matematik vie, aků dóležitosť majú rovnice 2. stupňa jednak 
v praktických aplikáciach, jednak ako úvod k rovniciam vyšších 
stupňov. I ked sa na strednej škole nepreberajú, až na malé.výr 

/ ' • D 7 5 



nimky, rovnice vyšších stupňov, predsa považujem za velmi dóle-
žité dať žiakovi nahliadnuť do podstaty véci právě na jednoduchom 
případe rovnic 2. stupňa. 

Rovnice druhého stupňa začínám vždy touto jednoduchou 
geometrickou úlohou: Aké sú rozměry obdialníka, keď jeho plocha 
je q a jeho obvod je %p. Pravda, prvý příklad počítá žiak s mojou 
pomocou a číselné danými hodnotami p, q (aby příklad „vyšieí"). 
Dovolím mu, aby sostavoval sústavu dvoch rovnic o dvoch nezná
mých. Asi takto: 

2(x + y) = 2p, , (1) 
x.y = q. (2) 

Doporučím rovnicu (1) krátiť dvomi a zdóraznim, že tu ide 
o úlohu najsť dve čísla, ked viem ich súčet a ich súčin. Tým je pre-
budený ^áujem žiactva. Pokračuje sa dosadzovacou metodou. 
Z rovnice (1) vyrátame y, vsadíme do rovnice (2) a po úpravě 
dostáváme: 

x2 — px + q = 0. 
'Mladík chce riešiť ďalej, skúsi jedno — druhé, ale k pozitivně-

mu výsledku sa zpravidla nedopracuje. Nápadov na ďalší postup 
bývá v triede.pravda mnoho. Postupujeme potom tak, že absolutny 
člen dáme na pravú stranu, doplníme lavú stranu na štvorec při
dáním člena (%p)2> a aby rovnica ostala v platnosti, přidáme tento 
člen aj na druhů stranu. Ako doplňovať dvojčlen na štvorec, třeba 
pravda žiakov naučiť a nacvičit skór, napr. prí zdvojmocňovaní 
dvoj cleno v. 

Ďalší krok: 
(* —ip)» = (ip)» —g. 

Třeba zdórazniť, že člen (\p)2 je vždy kladný. Následuje odmocnenie 
oboch stráň rovnice. Ak dvojenačnosť odd voj mocno vania nebola do 
žiakov vštepená už skór, nedivme sa, že na plus— minus zabudnu. 
Dochádzame takto ku konců „ťažkej úlohy*4: 

(x—Íp)h2^±]/'JipF^rq, 
«1.2 = i ? + V(ÍP)2 — ?• 

Znovu připomínám, že písmeny p,q v příklade zatiaT nefigu-
rujú. Počítáme čisté numerický. Je toprežiakanázornejšie. Význam 
indexov 1, 2 třeba žiakom veFmi podrobné vysvetliť. Žiak lahko 
pochopí, že druhý kořeň je v našom případe druhá neznáma v pó-
vodnej sústave. Taktiež chápe, že poradie prvý, druhý nie je dóle-
žité. Dpporučujem prepočítať niekollto numerických príkladov 
týmto postupom — bez vzorca. Třeba ich přitom postupné sozna-
movať s poj mami: čtón kvadratický, člen lineárny, absolutny, 
8&činiter u člena kvadratického, lineárneho..Zvolme raz příklad tak, 
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aby hfadaný obdialnik bol štvorec. Zpočiatku to žiaka zarazí, 
potom má z toho radosť. A nakoniec najváčšie prekvapenie: volme 
p, q tak, aby pravá strana rovnice bola záporná. Oddvojmocňovať 
nemožno, ak ešte nebola zavedená imaginárna jednotka. Ak už bola 
zavedená, strany nemajú v tomto případe konkrétny srny sel. Keďsa 
pýtáte žiaka, ako to, že sme nič nevyrátali, máloktorý najde správnu 
odpověď. Doporučujem položiť otázku: Ak udám Tubovolne plochu 
a obvod obdiaPníka, či jestvuje vždy obdialník splňujúci dané pod-
mienky ? Tu si žiak uvědomí, že nemóže byť plocha velká pri malom 
obvode. Třeba mu ale objasniť, že móže byť plocha malá pri verkom 
obvode. Aby sme tuto okolnosť ozrejr 
mili, pripomenieme mu druhů vetu 
Euklidovu a načrtneme obrázok 1. 

Opýtame sa, aká je plocha obdial-
níka, ked jeho strany sú xx a^ 2 . Pocho
pí, že v2. Aj to 1'ahko pochopí, že táto 
plocha je najváčšia, keď x1 = x2 = r, 
keď hladaný obdiafník je štvorec. Po
chopí potom i to, že ak plocha q má byť Obr. 1. 
váčšia ako r2, je úloha neriešitelná. 

V ďalšom výklade doporučuje sa pripomenúť žiakom rozklad 
kvadratických trqjčlenov. Dáme na pr. úlohu určiť rozměry obdiaf-
níka keď jeho polovičný obvod je 24 a plocha 135. Úloha vedie 
k rovnici: 

x2 — 24tx+ 135 = 0. 

Žiadajme, aby žiak rozložil kvadratický trojčlen. Uvědomí si přitom, 
že skutočne má najsť dve čísla, ktorýclt&účin je 135 a súčet 24. Ak 
tieto označíme xl9 x2, pochopí, že právě tieto čísla sú strany hrada-
ného obdialníka. 

Prevedieme rozklade 

x2 — 2áx + 1 3 5 = (x — 15) . (x — 9) = 0. 

Základný poznatok, že súčin je nula vtedy a len vtedy, ak aspoň 
jeden činitel je nula, třeba v žiakoch doslovné vyvolat, pretože ho 
nemajú v popředí svojho Ýedomia. Keď tento poznatok strávili, 
budu mať jfctsný obraz o vlastnostiach koreňov kvadratickej rov
nice. 

Z hornej rovnice plynie: x1 — 15, x2 = 9. Třeba častejšie 
zdórazňovať, že súčet koreňov je v absoíútnej hodnotě rovný súěi-
nitel'ovi lineárneho člena, ale je opačného znamierika ako tento. 

Len po tejto přípravě možno pristúpiť k odvodeniu vzorca 
pre riešenie rovnice: 

x2 + p£ + q-= 0 

a to tak, že paralelné počítáme aj numerický příklad aj rovniou 
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8 koefioientami p, qt Přitom nutno' neustále upozorňovat na zna-
mienká. Ked dospějeme ku vzorců: 

1̂.2 = — \p ± yUp)2^ 
ukažme žiakovi, že tento výsledok vychádza aj z obrázku 1, lebo 
yzdialenosť PS je \/(lp)2 — q. VzMadom k tomu, že p je záporné, 
je r === — \p číslo kladné. Z obrázku tiež vidieť, že v tomto případe, 
to zn. pri q > 0, je | V(^) 2 —~q \ < \ \p |, a preto oba kořene sú 
kladné. 

Užitím Euklidovej poučky riešime geometricky každú kvadra-
tickú rovnicu s kladným q. Pri zápornom p sú oba kořene kladné, pri 
kladnom oba kořene záporné. To musia žiaci stráviť. 

Euklidovej vety nemožno užiť na riešenie kvadratickej rovnice 
so záporným q, už aj preto, že v = J/g by bolo imaginárně. V tomto 
případe je jeden kořeň kladný, druhý záporný. Súčet korteňov je 
rozdiel ich absolutných hodnot. Ide o vyhradanie dvoch čísiel, ked 
je daný ich súčin a ich rozdiel — brané v absolútnej hodnotě. 
V tomto případe riešime úlohu geometricky použitím vety o moc
nosti bodu ku kružnici. 

„ Sostrojíme kružnicu o priemere | p |, k nej sostrojíme dotyě-
nicu arna ňu nanesieme ]/— q (viď obr. 2). Bod P spojíme so stredom 

kružnice S. Naxsečnici vzniknu 
úseky x1 a x2. 

Platí: 

x* === 

lebo 

I ? I , 

..-=ipi. 

XJseky x1 a x2 sú kořene kva
dratickej. rovnice so záporným q; 
Váčší z nich má opačné znamien-
ko ako p. Přitom 

y(ipF^==p«>Uí>i, 
/ — q > 0. 

Kořene sú vždy reálné; žiaci vidia názorné, prečo. Pri tomto 
geometrickom znázornění možno ich cvičiť sledovat závislosť ko
řenou as\f %t na q pri konstantnom p, alebo naopak. Tomuto spósobu 
dávám prednosť před nomografickým riešením rovnic 2. stupňa ako 
sa t<> podává v našich učebniciach. Žiaci středných škol nemajú 
eštepré tento druh matematického myslenia dosť vyvinutý smysel. 

Skór chápu lunkčnú závislosť: 
y = x

% + px + q. 
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Vedia si k danému x najsť y, sostrojiť funkciou danú křivku a po-
chopia, že priesečníky tejto křivky s osou x sú kořene rovnice: 

x2 + px + q = 0. 
Pochopia aj význam splývajúcich koreňov a komplexně sdružených 
koreňov. '' 

Při súhrnnom opakovaní v oktáve je užitočné previesť so 
žiakmi rozbor funkcie: y = x2 + px>+ q napr. takto: 

y — q + (hP)2 = x2 + px + {\p)\ 
y-[q-(hp)2] = (x + hP)2-

Po zavedení: 

dostáváme: 

odkial akf 

dostáváme vzťah: 

Obг. 3. 

Уo = Я — (hv)\ 
xo = — \V 

У~Уo = {*—*o)2> 

У—Уo=Y> 
x — x0 — X, 

7 = X*. 

Tu poóhopia žiaci, že^všetky funkcie y = x2 + px + q sú 
tvarové shodné paraboly s vrcholami o súradniciach:* 

\ x0 = — hp, '• 
• yo = ff — (!í>)2 = — -O. 

Upozorníme ich, že y0 rovná se záporné vzatému diskriminantu, 
y dósledku éoho priesečníky křivky s O S O u x, t. zn. reálné kořene, 
dostaneme lén vtedy, keď y0 < 0. 

Přitom ako samozrejmosť javí sa tá skutočhosť, že v absólútnej 
hodnotě: ' , 

^ / P^^PV (viď obr. 3). 
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, r V dóslědku tejto skutočnosti za použitia jedinej křivky: 
T = X2, ktorú vkládáme pod priezračný milimetrový papier, na 
ktorom sú vyznačené kótované osy, možno riešiť graficky všetka 
rovnice druhého stupňa, len třeba křivku vhodné umiestniť. Určit 
x0 = — \p vyžaduje minimálnej práce, určit y0 = q — (\pY zna
mená vyrátať diskriminant. Preto toto grafické riešenie je v pod
statě len grafickým odmocňováním diskriminantu. — Nakofko 
parabola: Y = X2 má malý parameter, doporučuje* sa sostrojiť 
křivku tak, že úsečky x zváčšíme napr. na dvojnásobky a podlá toho 
aj os x kótujeme. 

Odvodenie vzorca pre riešenie rovnice: 
ax2 + bx + c = 0 v 

neprináša ideové nič nového. Pravda, znalost vzorca nutno vyža
dovat. 

Goniometrického riešenia rovnic druhého stupňa sa užívá na 
středných školách velmi zriedka. Substitúcia: 

2V—M '. „ • 
tg (p = —L-—v- p n ac < 0 

zdá sa na prvý pohlad umelou. A predsa, má názorný geometrický 
význam, ak riešime rovnicu graficky použitím vety o mocnosti 

6 c . bodu ku kružnici. Nako-tko: p = —, q = —, je 
a a 

2]/—™ y=7 
tg 9--v-=V-

Uhol (p je vyznačený na obr. 2. Zavedením uhlu <p vychádzajú 
kořene rovnice 2. stupňa pre případ a > 0, c < 0 vo formě: 

*2 = — 1/ — J COtg \<f. 

O tom sa Tahko přesvědčíme z'obr. 2, lebo, ak SP = 8PX = 
= SP 2 , je OPx=*PQ\ = \x1\, OP2 = PQ2=\x2\, ^OPj> = 
= ^c.OPP1 ==J<p, a preto ' 

x9 tg i? — ŤT=L» cotg \<p = , , _ _ = , 
I — í ll—? . •> 

odkiaT . 
i»»i -= V— ? *g !?».• i •*« i = y — ? cotg jf. 

Y&6ŠÍ z koreňov má opačné znamienko ako p. 
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V případe keď: q > O a (\p)z — q > O, substitúcia: 
2 l / g c _ V g 

vedie k riešeniu: 
S i n ^ = 6 - f r 

«i = — Vg . tg £?>, 
x2 = —]/q . cotg \<p. 

Z obr. 1 je zřejmé, že <£ ABC = <£ _áOD = Jy, odkial 

AL t.u ІЗ - tg Jy, ly= = COtg Jy, 

a tedy vyššie uvedené riešenie vycháďza ako samozrejmosť. 
Dať imaginárnemu riešeniu názornú interpretáciu ovšem ne

možno. V případe, keď q > 0, a (\p)2 — q < 0, substitúcia: 
• — b \p 

cos <p = ,,— = —=. 
2]]ac ]/q 

vedie k riešeniu: 
xV2 = yq (cos 9 ± i sin 9?). 

NakoTko v tomto případe: | ]/q | > J 4p |, uhol <p nemá iciázorného 
významu. 

Aj rovnice 3. stupňa riešia sa velmi pekne trigonometricky. 
Neviem ale, či užívané substitúcie možno názorné geometricky 
interpretovat. 

Nakoniec chcem len toTko poznamenat, že aj v najjednoduch-
ších prípadoch možno najsť hodné zaujímavých súvislostí, inak 
řečeno, každý matematický motiv možno pekne vychutnat tým, 
že ho osvětlíme z róznych hfadísk a kocháme sa so žiakmi v nádher-
nej súhre róznych disciplín matematiky. 

Poznámka o běžných chybách žáků v matematice. 
Karel Leri, Louny. 

Je velmi známým zjevem,' který neujde pozornosti ani nej
mladších učitelů, že se žáci dopouštějí v matematice skoro v týchž 
partiích vždy obdobných chyb. Pravidelnost výskytu chyb je tak 
příznačná, že učitel je může s velkou pravděpodobností na základě 
svých předchozích zkušeností očekávati & přímo předpověděti. 
Byly časio činěny, pokusy shrnouti tyto chyby, přímo typické, 
a pátrati po příčinách tohoto, zjevu vůbec. Výsledků těchto pokusů 
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