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the distribution function of each system of n variables is equal to the 
distribution function of the ^-variable system obtained by altering the 
subscripts by one, then 

lim sn(t)/n exists almost everywhere. (3) 
This form of the law of large numbers was expressed by Khintchine 

in 1937 and later by Doob. I t should be noted that this paper does not 
deal with the authorship of the individual theorems. This would be a diffi
cult task indeed due to the incompleteness of bibliographical reports 
on research in the theory of probability. 

The sequence {an} is said to be random if its distribution function 
assumes at least three different values, and if the sequence is independent 
of the alteration {an+]^. If Xi(t) are independent by sets of four, and if 
they have a common non-trivial distribution function, then the sequence 
{xi(t)} is random for almost all t. 

Z ZAGADNIEŇ WSPÓLCZESNEJ GEOMETRII 
RÓŽNICZKOWEJ. 

WLADYSLAW ŠLEBODZlt fSKI, Wroclaw. 

Zanim przyst^piQ do wlašciwego tématu, musze. uprzedzic, že 
w referacie swym nie mogQ omówic wszystkich wspólczesnych kierunków 
badaň geometrycznych, pomiňme musz§ np. tak wažna, dziedzin$ jak 
integralna geometria róžniczkowa. Ograniczam si§ do tych kierunków 
badaň, które pozostaja, w"zwia,zku z mými osobistymi zainteresowa-
niami, a WÍQC przedewszystkim do zagadnieň zwia^zanych z reali-
zacja, erlangeňskiego programu KLEINA. 

Wiadomo, iž w mysl tego programu zadanie geometrii mpžna sfor-
mulowac w nastQpuj^cy sposób: maj^c daná, pewna, przestrzeň P i 
operuja^ w niej grupě, przeksztalceň G — oezywiscie grupě, w sensie 
LIE-GO, — skonstruowac pelny úklad niezmienników wzgleďem grupy 
C? utworów zawartych w przestrzeni P, jak krzywe, powierzchnie itp. 
Tak sformulowany program pozwolil nie tylko usystematyzowac i skla-
syfikowac rezultaty badaň geometrycznych ubieglych czasów. ale stal 
SÍQ zárazem wytyczna, dla nowych poszukiwaň. Ažeby dac poj^cie o plod-
nošci idei KLEINA, wystarczy przytoczyc takie nowsze galerie geometrii 
jak afiniczna geometria róžniczkowa niemieckich geometrów z W. BLA-
SCHKE na czele, jak geometria grupy MOBIUŠA, a przede wszystkim róž
niczkowa geometria rzutowa, dzielo FTJBINIEGO i ČECHA. Wprawdzie 
niektóre nie^zmienniki róžniczkowe krzywych wzgl^dem grupy rzutowej 
byly znané od wielu lat, skonstruowanie jednolitéj i zwartej teorii bylo 
jednak wylâ cznâ  zasluga, tych dwóch geometrów, którzy stworzyli 
w ten sposób now% do dzisiejszego dnia žywotna, galê ž geometrii. Niektóre 
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interesuj3.ee a trudné jej zagadnienia s$ obecnie przedmiotem badaň 
czeskich geometrów. 

Przez pewien czas moglo si§ zdawac, že geometria przestrzeni 
RIEMANISTA i wszystkie nowe geometrie, które powstaly pod wplywem 
teorii EIISTSTEIKA, jak geometria o koneksji afinicznej, konformicznej, 
rzutowej, geometria przestrzeni FINSLERA itd., nie mieszcz^ SÍQ W pro-
gramie KLEINA, Dzie^ki pracom CARTANA i jego metodzie úkladu ru-
chomego wiemy, iž tak nie jest, že každá niemal z tych geometrii odpo-
wiada pewnej skoňczonej grupie LIE>GO. Okázalo SÍQ W ten sposób, že do 
každej takiej grupy s^ przyporz^dkowane dwa rodzaje geometrii, które 
odróžniamy za pomoc^ terminów: geometria holonomiczna i nieholo-
nomiczna. Tak np. grupie ruchów euklidesowych odpowiada geometria 
holonomiczna, be.d^ca zwyklq, geometrie euklidesow^, i geometria 
nieholonomiczna, identyczna z geometrie przestrzeni RIEMANNA. 

Mimo tych wszystkich tak pi^knych i wažnych wyników nie možná 
jednak twierdzic, že program KLEINA zostal juž w glównych zarysach 
zrealizowany. Wszystkie mianowicie teorie, geometryczne, o których 
poprzednio byla mowa, opařte s^ na skoňczonych grupách LIE'GO, 
podczas gdy program mówi ogólnie o grupách ci^glych, które mog^ byc 
takže nieskoňczone. Dia žadnej z takich grup nie skonstruowano do-
tychczas geometrii w formie systematycznej, jednolitéj teorii, jak to 
zrobiono dla róžnych.grup skoňczonych. Trudnošci w rozwiniQciu takiej 
teorii upatrywaó naležy w fakcie naste-puj^cym. W geometrii skoňczonej 
grupy przeksztalceň G operujemy stale tzw. úkladem odniesienia, 
zložonym ze skoňczonej liczby elementów tworz^cych badaný przestrzeň, 
a WÍQC np. punktow, plaszczyzn, kul, hiperplanów, hipersfer itp. zaležnie 
od rodzaju przestrzeni i od liczby jej wymiarów. Úklad odniesienia U 
powinien byc tak skonstruowany, ažeby podgrupa przeksztalceň grupy 
G zachowuj^cych úklad U redukowala si§ do przeksztalcenia tožsa-
moáciowego. Jasn^, jest rzecz^, že w przypadku jakiejkolwiek grupy 
nieskoňczonej, a WÍQC np. grupy ogólnej, grupy przeksztalceň unimodu-
larnych rub stycznošciowych, konstrukcja úkladu odniesienia zložonego 
ze skoňczonej liczby elementów tworz^cych przestrzeň jest niemožliwa. 
PoJQcie úkladu odniesienia naležy wi^c rozszerzyc tak, ažeby 'spelnial 
sformulowany poprzednio warunek. Šrodków do osi^gni^cia tego celu, 
przynajmniej w przypadku grupy ogólnej, dostarcza nam geometria 
tekstylna BLASCHKEGO, które naležy uwažaó za pierwszy, wažny krok 
w Meruňku rozszerzenia programu KLEINA na grupy nieskoňczone. Przy 
sposobnošci naležy wyrazic žal, že geometria tekstylna, która odkryla 
tak liczne i nieoczekiwane zwi^zki mi^dzy róžnymi dzialami geometrii, 
nie budzi w ostatnich latách zainteresowania geometrów i že jej wažne 
i interesuj^ce zagadnienia pozostaje nadal nierozwi^zane. 

Žilustrujemy kilkoma przykladami metody konstruowania geo
metrii zwi^zanej z nieskoňczone grupě LIEGO. Pomyšlmy sobie w tym 
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celu pewien obszar D dwuwymiarowej rozci^glošci i operuja.ca, w nim 
grupě, ogólna, G. Pokryjmy nast^pnie obszar D siatk^ S zložona, z dwu 
rodzin krzywych. Za pomoca, przeksztalceň grupy G možemy równania 
tych rodzin sprowadzic do postaci x = const. i y = const. Obiektem 
geon etrycznym utworzonym przez siatke; 8 nie možemy SÍQ jeszcze 
poslugiwaé jako úkladem odniesienia w obszarze D, albowiem jest on 
zachowany przez podgrupe. g grupy ogólnej, zložona, z przeksztalceň 
postaci x = X(x), y = Y(y). Ježeli jednak do3a.czymy jeszcze trzeci^ 
rodzine; krzywych, okreslon^ równaniem dy — p(x, y) dx = 0, w ten 
sposób, ažeby z poprzednimi rodzinami tworzyla tkaniny w sensie okre-
šlonym przez BLASCHKEGO, otrzymamy nowy obiekt geometryczny U, 
który zachowany bedzie jedynie przez przeksztalcenie tožsamošciowe; 
nálezy tu wyl^czyc jedynie przypadek, w którym funkcja f(x,y) ma 
postač 0(x — y), albowiem tkanina bylaby wówczas zachowana przez 
przeksztalcenia grupy przeksztalceň ž = o; + a, y = y -]- b. Obiekt U 
nazwiemy úkladem odniesienia geometrii grupy G w obszarze D. Možemy 
z nim zwi^zaó w sposób niezmienniczy trzy formy PFAFFA CO1, CO2, CO, 
o zmiennych x, y, spelniaja^ce zaležnosci: 

dco1 + ooco1 = 0, da>2 + coco2 = 0. 

Zwi^zki te s^ jak wiadomo równaniami struktury koneksji afinicz-
nej odpowiadaj^cej grupie liniowej zložonej z przeksztalceň ú = ku + a, 
v = lev + b. Skonstruowalismy w ten sposób w obszarze D geometrie 
odpowiadaja^ grupie ogólnej G. Element póla w tej geometrii okrešlony 

d2 \.osp 
jest wyraženiem —-r—--— dx dy, a równanie jej geodezyjnvch ma postač 

dx dy 

d2y _ d logp dy d logy /dy\2 

dx2 ~ dx ' dx~*~ dy \dxj. 

Latwo stwierdzic, že krzywe tworz^ce úklad U sa, geodezyjnymi i že 
stosunek anharmoniezny Meruňku dowolnej geodezyjnej z kierunkami 
krzywych uklaclu U ma we wszystkich jej punktach stala, wartosc. 
Dodajmy jeszcze, že suma ka t̂ów trójk^ta geodezyjnego wynosi n. 

Przedstawiona tutaj metoda pozwala rozwiajzaó w sposób prosty, 
wolny od dlugich raohunków, wiele zagadnieň tycz^cych SÍQ potrójnej • 
tkaniny na plaszczyžnie. W szczególnoáci možemy latwo wyznaczyc jej 
pelny úklad niezmienników róžniczkowych. Pierwsze dwa z tych nie-
zraienników otrzymamy wyražaja,c forme^ co za pomoc^ form co1 i co2: 
(o = Ijco1 + Iaco2. Spólczynniki Il3 I2 w tym wyraženiu sg, niezmiennikami 
trzeciego rze^du tkaniny, albowiem wyražaja, SÍQ za pomoci pochodnych 
funkeji y až do trzeciego rz^du wl^cznie. Niezmienniki te nie mog^ 
równoczešnie znikac; ježeli jeden z nich, np. I1} jest równy žeru, wówczas 
róžniczka absolutna krzywizny koneksji afinieznej jest równa žeru 
wzdluž linii dx = 0, tj. wzdluž linii pierwszej z rodzin tkaniny. 
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W podobny sposób možemy skonstruowac geometrie, ogólnej grupy 
przeksztalceň w przestrzeni. Wystarczy w. tym celu utworzyc w pewnym 
obszarze D tkaniny zložona. z czterech rodzin powierzchni. Za pomoca, 
stosownie dobranego przeksztalcenia grupy sprowadzamy równania 
trzech rodzin do postaci dx = 0, dy = 0, dz = 0, a równoczešnie ZWQ-
žamy grup$ ogókia do jej podgrupy zložonej z przeksztalceň postaci 

x = X(x), y = Y(y), z = Z(z). 

Z tkanina možemy teraz zwi^zac w sposób niezmienniczy koneksj^ 
afiniczna, której równania struktury maja^ postač: 
dco'1 + coco1 = Q\ doj = Kltcolco% + K2Sco2coz + K31co3co\ (i = l, 2, 3). 

Formy co1, co wyražaj^ sie; za pomoci funkcji p(x, y, z) i q(x, y, z) wy-
stQpuja,cych w równaniu czwartej rodziny powierzchni tkaniny: dz—pdx— 
— qdy = 0. Otrzymana w ten sposób koneksja odpowiada w schemacie 
KLEINA-CAUTANA czteroparametrowej grupie przeksztalceň liniowych 
ul = ku1 + a1; ma ona t§ wlasnošc, iž jej skr^cenie jest równe žeru dla 
infinitezymalnego cyklu leža^cego w elemencie plaskim utworzonym 
przez styczne do dwóch krzywych. przeciQcia powierzchni tkaniny. 
Wektor EINSTEINA tej koneksji jest równy žeru, a spólrz^dne Ky jej 

krzywizny wyražaj% SÍQ za pomoca^ spólrzQdnyeh skr^cenia Sij i ich 
T 

pochodnych: K^ = Vr8'i} - Równania geodezyjnych mája. postač 
.2 /-.\3 

ar co° 
r>2 rß C L C* C* 

ježeli symbolami o1 oznaczymy dowolne stale. Za ich pomoci možná 
okazac, že powierzchnie tkaniny sa, powierzchniami geodezyjnymi a ich 
linie przeci^cia sâ  geodezyjnymi. I w tym przypadku podobnie jak w 
poprzednim možná wyznaczyc pelny úklad niezmienników tkaniny 
w sposób prostszy niž innymi r. etodami. Zauwažmy jeszcze, že roz-
wažania poprzednie mája, zastosowanie takže i w tym przypadku, gdy 
równanie dz — pdx — qdy = 0 nie jest równaniem nieograniczenie 
calkowalnyir, gdy zatem przedstawia ono nie rodziny powierzchni lecz 
t. zw. rozci^glošc PFAFFA. Bylaby to wi$c uogólniona tkanina zíožona 
z trzech rodzin powierzchni i z rozcia.glosci PFAFFA. Metoda opisana 
tutaj zawiera równiež teoriQ takiej uogólnionej tkaniny i daje pelny 
úklad jej niezmienników. 

Geometrie, ogólnej grupy przeksztalceň w przestrzeni utworzylišmy 
konstruujíc obiekt geometry czny, który zostaje zachowany wyla^cznie 
przez przeksztalcenie tožsámošciowe; obiektem tym byla poczwórna 
tkanina powierzchni odgrywaj^ca tutaj rol§ úkladu odniesienia. Oczy-
wista^ jest rzecza^ že w wyborze takiego úkladu mamy wielk^ swobodej 
možemy SÍQ poslužyc tkaniny zložona. np. z trzech kongruencji krzywych 
lub tkanina, mieszan^ zložona. z dwóch rodzin powierzchni i z dwóch 
kongruencji krzywych. Nadto rodziny powierzchni možemy zastq/pié 
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rozcia.glosciami PFAFFA.. Otrzymamy w ten sposób róžne -geometrie 
grupy ogólnej, miedzy którymi bê dâ  oczywiscie zachodzily pewne 
zwiazki. 

MetodQ tq možemy zastosowac takže do innych grupnieskoňczonych. 
Tak np. w przypadku grupy przeksztalceň unimodularnych o dwóch 
zmiennych x, y, úkladem odniesienia bedzie siatka zložona z dwóch 
rodzin krzywych na plaszczyžnie. Za pomoca, stosownego przeksztalcenia 
grupy równania tych rodzin možemy sprowadzic do postaci: dx = 0, 
dy—p(x,y)dx = 0. Ža,danie, aby pierwsza z tych rodzin byla zachowana, 
zwê ža grupQ unimodularn^ do jej podgrupy zložonej z przeksztalceň 

i = X(*), ý = - J L j - + Z-(a?). 

Sola^czenie drugiej rodziny pozwala zwê zic tQpodgrupe. do przeksztal
cenia tožsamošciowego, ježek* wyl^czymy przypadek równania liniowego. 
Z siatka^ utworzona, przez te dwie rodziny možná zwiazac niezmienniczo 
trzy formy PFAFFA CO1, CO2, CO spetniaj^ce zaležnošci: 

dco1 — coco1 = 0, dco2 + cooo2 = 0. 

S^ one równaniami struktury koneksji afinicznej opartej na 
grupie 

liniowej: u = ku -f a, v = — v"+ b. Jej krzywizna okreslona jest 
k 

równošcia, dco — kooxco2 a równanie geodezyjnych przyjmuje postač 

d2ydx — d2xdy -f- (2pp2 — p^dz3 — %p2dx2dy = 0 

dp dp 

W podobny sposób možná skonstruowac geometry zwia^zana, z 
grupa, przeksztalceň konformicznych. Najbardziej interesuj^cym i naj-
wažniejszym ze wzgl^du na zastosowania jest jednak zagadnienie 
zbudowania geometrii odpowiadajacej nieskoňczonej grupie przeksztal
ceň zachowujaxych zewn^trzna, formQ róžniczkowa. drugiego stopnia 

[dx1dxn+1] + [dx2dx2^2] + ... + [dx"dx2n]: 

Geometrie^ skoňczonej grupy przeksztalceň liniowych zachowuja^cych 
t§ formQ, czyli grupy symplektycznej, skonstrtlowali niedawno pp., 
S. CHERN i H. WATO, przypadek grupy nieskoňczonej pozostaje jednak 
nadal zagadnieniem otwartym. 

W bliskim zwia^ku ze wspomnianymi problemami pozostaje wažne 
i trudné zagadnienie równowažnošci dwóch kwadratowych form zewne.-
trznych postaci 

Q = • JocyCdař* d ^ ] , (i, j = 1, 2. ..., 2n) 
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lub rownowazne mu.zagadnienie geometryzacji takiej formy tj . zwiâ -
zania z nia, w sposob niezmienniczy pewnej koneksji geometrycznej. 
Zagadnienie to zostalo dotychezas rozwiq,zane jedynie w najprostszym 
przypadku (n = 2) przez p. YEN CHIH TA. Przypadek n > 2 pozostaje 
nadal zagadnieniem otwartym mimo kilku interesuj^cych przyczynkôw 
p. H. CH. LEE. 

Résumé .— Streszczenie. 

Sur quelques problèmes de la géométrie différentielle 
contemporaine. 

WLADYSLAW ÔLEBODZltfSKI, Wroclaw. 

Pour réaliser le programme d'Erlangen de KLEIN dans le cas d'un 
groupe infini G, c'est-à-dire pour définir la géométrie d'un tel groupe, 
il faut, en premier lieu, choisir un repère convenable. Les familles 
d'objets géométriques qui peuvent servir de repères doivent jouir de la 
propriété suivante: deux objets de la famille peuvent être transformés 
l'un dans l'autre par une transformation du groupe G et par une seule. 

Considérons par example le cas du groupe général de transform
ations à. trois variables. Comme repère, on peut prendre un réseau (B) 
formé de quatre familles de surfaces. Au moyen d'une transformation 
du groupe général on peut réduire les équations de ces familles à la 
forme suivante: 

dx = 0, dy = 0, dz = 0, dz — ydx — qdy = 0. 

Un cas spécial étant exclu, ce réseau n'est invariant que par la 
transformation identique du groupe général. Au réseau (R), on peut 
joindre d'une façon invariante une connexion affine dont la structure 
est définie au moyen des équations 

dco* + coco* =Ql, dco = K^œ^2 + K23co2cD3 + K^œPœ1. 

Cette connexion correspond, dans le schéma de KLEIN-CARTAN, au 
groupe linéaire composé de transformations û1 = ku1 + a1; elle nous 
permet de résoudre plusieurs problèmes liés au réseau (K) et, en parti
culier, de déterminer le système complet de ses invariants. 

Dans le cas du groupe, de transformations unimodulaires à deux 
variables, on peut employer comme repère un système formé de deux 
familles de courbes, dont les équations peuvent être ramenées à la forme 
suivante: 

dx = 0, dy = p(x, y)dx. 

A cet objet géométrique s'attache d'une façon invariante la conne
xion affine déterminée au moyen des équations 

dco1 —coœ1 -= 0, dco2 + coco2. 

La même méthode peut être appliquée à tout groupe infini. 
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