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O ZOVŠĚOBÉCNENIACH POJMU GRUPY. 

-ŠTEFAN SCHWARZ, Bratislava, 

V posledných desiatich rokoch sme vo vývine matematiky svedkami 
velmi intenzívnych snah, ktorých cielom je zovšeobecnit pojem grupy. 

Pojem grupy, ktorý sa ukázal byt jedným zo základných matema
tických pojmov, vznikol abstrakciou z celkom konkrétných aritme
tických, geometrických, ba i fyzikálnych pojmov. Z podobného hladiska 
núkajú sa nám často i rozmanité zovšeobecnenia pojmu grupy. Okrem 
tohto, povedzme kvazi — praktického, hladiska je už čisté noeticky dóle-
žité a matematicky účelné študovat, ako sa zmenia vety z klasickej 
teorie grup, ak niektorý z axiómov vynecháme alebo změníme. Takto 
dostáváme výsledky, ktoré sú niekedy podobné známým větám z teorie 
grup; často vety, ktoré sú triviálně, ak přejdeme ku grupám; inokedy 
výsledky nemajúce analogie v teorii grup. 

Systematické studium zovšeobecnených grup začíná sa okolo roku 
1937. Už predtým (od r. 1928) sa objavovaly tu a tam rozmanité příspěv
ky — boly však do istej miery náhodné. Počet váčších — menších práč, 
uveřejněných na tuto tému, možno odhadnut na 120—130. Za hlavnýeh 
zakladatelov možno zhruba označit SUŠKEVIČA, ORE-A a DUBREILLA. 

V tejto prednáške nemóžem prirodzene referovat o obsahu publiko
vaných práč. Podám skór len formuláciu niekolkých hlavnýeh problémov 
tohto pracovného úseku. Nie je dnes ešte čas prorokovat, či tieto teorie 
budu mat ten význam vo vývine matematiky, ako malá a má teória 
grup. 

V literatuře přejednáváné spósoby zovšeobecnenia grup sú velmi 
róznorodé. Neexistuje ešte jednotného a teda dost prehladného hladiska. 
Nebude preto lén vecou osobnej nešikovnosti, ak sa mi nepodaří absol
vovat vytknutý program k upínej spokojnosti. I obmedzené miesto 
pósobí prirodzene, že výběr problematiky je subjektivné podfarbéný. 

Ako je známo, nazýváme grupou neprázdnu množinu elementov, 
medzi ktorými je definované násobenie splňujúce tieto axiómy: 

A 1. Ku každej dvojici elementov a, b existuje taký jediný element 
c, že a . b = c. 

A 2. Platí zákon asociatívny: a(b . c) = (a . b)c. 
A 3. (Axióm existencie podielu.) Ku každej* dvojici a, b existujú 

také elementy x} y, že rovnice ax == b, ya = b majú jediné riešenie.1) 
Zovšeobecnenie pojmu grupy možno previest jednoducho tak, že 

niektorý z axiómov A 1—A 3 vynecháme alebo nahradíme slabším. 
Hlavné v literatuře prejednávané systémy sú tieto: 
a) Grupoid: platí iba axióm A l a nič viac. 
b) Kvazigrupa: platí A 1 a A 3. 
c) Pologrupa (semigrupa): platí 1 A a A 2. 

x) Tuto formuláciu axiómov volím s ohladom na dali&ie. 
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Ďalšia možnost zovšeobecnenia je v tom, že v A 1 vynecháme šlová 
„jediný element*ť a nahradíme ich slovami „množina elementov". 
Ak nepřidáme žiadne dalšie podmienky, dostaneme najvšeobecnější 
možný pojem, tzv. multigrupoid. Jeho špeciálnym prípadom je .tzv. 
multigrupa. O tom detailnějšie v odstavci IV. 

Je prirodzené, že su tým naznačené iba najpodstatnejšie možnosti 
zovšeobecnenia. Často sa ukazuje zaujímavým alebo užitočným študovat 
napr. pologrupy alebo kvazigrupy s dalšími dodatkovými podmienkami. 

Přebereme jednotlivé pojmy tak, ako sme ich citovali za sebou. 

I. G r u p o i d y . 

Grupoidom nazýváme množinu, v ktorej je definované násobenie 
splňujúce axióm A 1 a nič viac. (ORB-HAUSMANN [1]). 

To je pojem velmi obecný, od ktorého nie je možno na prvý pohlad 
mnoho očakávat. Nie je tomu ale tak. 

Móžeme předpokládat, že sú jasné tieto pojmy: grupoid konečný, 
nekonečný, komutatívny, nekomutatívny, podgrupoid (čiastočný gru* 
poid), Cayleyho tabulka. Právě tak móžeme předpokládat, že je známy 
pojem komplexu a počítanie komplexami. ako i pojem izomorfizmu 
a homomorfizmu. 

Upozorníme hned na niektoré drobnosti, ktorými sa grupoid Uši 
od grupy: 

á) V grupě (róznej od jednotkovej) existuje vždy vlastná podgrupa, 
totiž jednotková. Grupoid nemusí mat však vóbec žiadny vlastný pod
grupoid, tým menej jednotkový elernent. 

-b) Dva vlastné podgrupoidy daného grupoidu móžu mať prázdný 
prěník. (Ak je prenik neprázdný, je sám podgrupoidom). 

e) Nech a je eleméntom grupoidu G. V grupoide je rozdiel medzi 
a .(a . a) a (a . a) . a. Nemá teda smyslu hovořit o elemente a3. Má na~ 
naj výš smysel hovořit d podgrupoide {a}, ktorý pozostáva zo všetkých 
možných súčinov vzniklých z jediného elementu a. Takýto grupoid sa 
volá ayhlichý grupoid vytvořený eleméntom a. 

1, -

Podívajme sa na grupoid G na chvilku iba ako na množinu. Myslíme 
si, že G rozdělíme nějakým spósobom na súčet disjunktných množin 
t(tried). Každý takýto rozklad B nám dává možnosť definovat v G ekvi-
valenciu a to tým, že dva elementy nazveme ekvivalentnými, ák patria 
do tej istej triedy. Je zvykom písat a = b (mod R), ak a, 6 patria do tej 
istej triedy. Takýto 'rozklad nerespektujúci vzájomný vztah elemente v 
množiny G nemože ovšem viest k žiadnemu pre nás zaujímavému vý
sledku. 



DUBEEILL [4]2) zaviedol dóležitý pojem. Rozklad R grupoidu G 
budeme volat regulárnym rozkl&dom, ak platí toto: keď elementy a, b,c, ... 
sú v spoločnej triede T, potom i elementy ax, bx, cx, ... sú opáf v akej si 
spoločnej triede T1 a právě tak elementy xa, xb, xc, ... v nejakej (obecné 
inej) triede T" a to pře každé x<=G. (Pre rózne x dostáváme prirodzene 
rózne triedy). V Symboloch: rozklad R voláme regulárnym, ak vzfah 
a == b (mod R) implikuj eax == bx, xa HEE xb (mod R). Populárně povedané, 
pri takomto rozklade násobenie triedu nerozbije, ale iba ako celok vnoří 
do inej triedy. Tu sa už uplatňujú individuálně vlastnosti grupoidu. 

Je zaujímavé, že skoro všetky dosial v algebře používané rozklady 
majú tuto vlastnosf, U grupy je napr. rozklad do tried podlá normálneho 
delitela regulárnym rozkladom a láhko sa dokáže, že takto dostaneme 
každý regulárny rozklad grupy. 

Nechajme zatial stranou velmi dóležitú otázku, akým sposobom 
možno na róznych typoch grupoidov realizovat regulárně rozklady. 

Majme grupoid G a na ňom regulárny rozklad. Z regularity plynie: 
ak násobím ktorýkolvek element triedy Ta a ktorýkolvek element 
triedy T^, dostáném vždy element akej si triedy Tc. Teda triedy tvoria 
grupoid, ak medzi nimi definujeme násobenie vzfahom: Tn 0 T^ = Te, 
keď v smysle násobenia komplexov je Ta . Tb £'TC. Regulárny rozklad 
umožňuje teda definovat obvyklým sposobom faktorový grupoid G | R, 
totiž ako grupoid tried. Takmer ihneď sa dokáže: 

Veta o izomorfizme pre grupoidy: a) Faktorový grupoid G \ R je homo-
morfný ku grupoidu G. b) Ak grupoid G' je homomorfným obrazom 
grupoidu G, existuje taký regulárny rozklad grupoidu G, že G | R je 
izomorfné s grupoidom G'.3) 

Dívajme sa opat na chvílu na grupoid G iba ako na množinu. 
Majme dva rozklady Bl9 R2. Budeme hovořit, že je Bl <^ B2, keď a = 
== b (mod Rj) implikuje a == b (mód B2). 

Pre rozklady možno definovat dve operácie a to prenik a súčin. 
Prenikom D = Rx n B2 nazýváme taký rozklad D, pri ktorom, sú dva 
elementy ekvivalentně vtedy a len vtedy, keď sú ekvivalentně vzhladom 
k obidvom rozkladom B± a B2. Prenik D vždy existuje, pretože například 
rozklad E, pri ktorom je každý element sám triedou, splňuje vždy E <^ 
<1 Rl9 K <^ R2. Súčin dvoch rozkladov Rx . B2 definujeme takto. Uva
žujme všetky rozklady C, pre ktoré platí B1<^G, B2<^C. Množina 
elementov C je neprázdná, keďže obsahuje v sebe napr. tzv. absolutny 

2) Tento pojem pochádza v podstatě od ORE-A. (Viď tiež DTJBE.KÍL P,-ĎU-
BREILL-JACOTIN [1], [2], BORŮTKA [4] a iní.) " X > ;v.- í. 

3 ) Stačí dat do tej istej t r iedy vždy t ie elementy, ktoré sú originálom p a t r í á č f ^ 
k tomu istému elementu ď e G\ 
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rozklad, pri ktorom sú všetky elementy, spolu ekvivalentně. Prenik 
všetkých rozkladov C horeuvedenéj vlastnosti voláme súčinom Bx . R2-

Je zřejmé., že množina všetkých rozkladov tvoří svaz, (Přitom srae 
svazové operácie právě vyměňovali.) 

Čo je pre nás dóležité, je, že i množina všetkých regulámych rozkla
dov tvoří svaz. Teda i množina všetkých regulárnymi rozkladmi defino
vaných faktorových grupoidov tvoří svaz (pričom svazové operácie 
nemusíme podrobné vypisovat). 

Pre tento svaz možno odvodit vety o izomorfizme, obzvlášť teda 
rozšířit na grupoidy i dalsie dve vetty o izomorfizme známe z teorie grup. 
Tieto vety majú příliš obecné znenie, preto upúšťam od ich formulácie 
(vid napr. BORŮVKA [4]). I)alej sem možno previesťrad viét spočívajúcich 
výhradné na větách o izomorfizme, teda vety z okruhu viet Jordan-
Hoiclerových. Tieto vety sú potom už zrejme podradené obecnej teorii 
svázov, kedže, okrem předpokladu regularity rozkladu, nikde neužíváme 
toho, že elementy samotné ako individua tvoria grupoid. 

Tolko o obecnej teorii grupoidov. (Dalšia literatura: BORŮVKA 
[l]—[5], BRUCK, [4], p. 247—254, ORB [1], RIOBARDSON [1], [2]). 

I I . K v a z i g r u p y . 

Teória grupoidov sa stane bohatšou, ak přibereme axióm A 3. 
Grupoid, v ktorom sú splněné axiómy A 1 a A 3, volá sa kvazigrupou. 

Objavujú sa isté podobnosti s grupami: 
a) Z jednoznačnosti riešenia rovnic ax = h, ya =--= b vyplývá platnost 

,,pravidla o krátení". V Cayley-ho tabulke sa to přej aví tým, že v každom 
riadku a každom stípci sú zastúpené všetky elementy. 

b) Každý podgrupoid konečnej kvazigrupy je kvazigrupa.4) 
•i 

V 

Keby sme pre kvazigrupu Q připustili platnost asociatívneho 
zákona, dostali by sme grupu. Ak nechceme mať (z nášho hladiska) tri
viálně výsledky, nesmú byť všetky trojice asociativně. 

Prvá prirodzená otázka je táto. Nazvime element a e Q asociatív-
nym, ak pre všetky dvojice x,yeQ je x(ay) = (xx)y. Čo vieme povedať 
o množině A asociatívnych elementov? Odpověď (GARRISON [1]): Množina 
A je neprázdná vtedy a len ytedy, ak Q obsahuje oboj stranný jednotkový 
element e. Množina A je potom grupou a e je jej jednotkovým elementem5). 

4) Neplatí to samozřejmé pro nekonečné kvazigrupy, lebo podobná veta ne
platí anfpre nekonečné grupy. 

5) Ked obecný grupoid má oboj stranný jednotkový element, má taký len 
jed,íný. Pravých (alebo Favých) jednotiek móže mať. grupoid (speciálně tiež kvazi
grupa alebo pologrupa) i nekonečné mnoho. 



Podobné: množina A}) tých elementov %, ktoré splňujú (xy)<x — 
~ x(yoc) pre každé x, y ? Q, tvoří grupu. Táto grupa je neprázdná vtedy 
a len vtedy, ak existuje v Q pravá jednotka ep. Toto ep je potom jednot
kovým elementom grupy Ap*). 

Začnime sledovat ako daleko siahajú analogie s teóriou grup. 
Nech Q, Q' sú dve kvazigrupy. Nech Q' C Q- Z axiómu A 3 je 

jasné, že. vždy možno písať (s vhodné volenými oc, /?, y, ...) 

Q = Q'« + Q'/? + Q V + . . . '(1) 
Takýto rozklad budeme volať rozkladom v triedy mod Q', ak 

a) množiny Q'<%, Q'j3, ...sú disjunktně, 
b) každý element e Q'x vytvořuje Q'^, t. j . QřK = Q'(<?'?*), pre 

každé q' e Q'. 
Vo všeobecnosti nemusí byť splněné ani a) ani b). Pýtajme sa, aké 

musí byť Q, aby bol možný rozklad v triedy mod Q' pre každú čiastočnú 
kvazigrupu Q' kvazigrupy Q. Odpověď (ORE-HAUSMAIW [1]): Nutná 
a dostačujúca podmienka pre to, aby to bolo možné, je: každé tri ele
menty a, b, c € Q splňujú vzťah a . (bc) =,= oc . c, kde je oc e {a, b}.7)8) 

Táto zoslábená forma asociativneho zákona je typickou ukázkou, 
ako možno v kvazigrupách obnovit platnost známých viet z teorie grup. 
Rózne formy zoslabeného asociativneho zákona majú ovšem rózny dosah 
a takto možno študovat i akúsi ,.hierarchiu dosahu" róznych náhražok 
asociativneho zákona (ORE-HAUSMANN [1], SUŠKEVIC [5]). 

V teorii grup hrá rozhodujúcu úlohu pojem normálneho deliteía. 
Pokusíme sa tento pojem previesť do teorie kvazigrúp. Poznameiíajme 
ihned, že toto je najdólezitejší problém o kvazigrupách, ktorému je véno-
váných mnoho práč. (ALBERT [1], [2], BAER [3], [4], BATES [1], [2], 

. BATES-KIOKMEISTER [1], BRUCK [1], GARRISON [1], [2], KIOKMEISTER [1], 
SMLLEY [1], ZELINSKY [1]). 

Ponuka sa nám definícia: N je normálně, ak platí aN = Na pre 
každé ae Q. Táto definícia je nevhodná, lebo i keď existuje rozklad 
v triedy 

Q = Na + Nb + Ne + ... 

(a na to je třeba istých slabých foriem asoc. zákona), nemusia tieto 
triedy tvoriť ani grupoid, tým menej kvazigrupu. Teda by sa stratily 
najzákladnejšie vlastnosti tohto pojmu. Okrem toho chceme vybudovat 

6) BRUCK [4] uvažuje i v obecnom grupoide množiny podobných typov, kto
ré nazývá asociátormi. 

7) To znamená: patř í do grupoidu vytvořeného elementami a, b. 
8) Ked pre konečné Q, Q' možno písat rozklad,tvaru (1) splňujúci podmienku 

a), platí zrejme i Lagrangeova veta: rad Q, dělí rad Q. (Toto neplatí ale už napr. 
pre pologrupy.) 
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teóriu normality čo možno obecných kvazigrúp, v ktorých nebudeme 
předpokládat platnosť žiadnej formy asociatívneho zákona. 

Ponuka sa nám — ako východisko — pojem homomorfizmu. 
U grup — ako vieme — každá normálna podgrupa indukuje istý homo
morfizmus (totiž na faktorovú grupu); a naopak, každý homomorfizmus 
možno dostat takýmto spósobom. 

Podívajme sa najprv trošku ako vypadá homomorfný obraz kvazi-
grupy Q. Je ním grupoid Q', v ktorom majú rovnice a'x = b\ ya' = V 
riešenie. Kedze tieto rovnice nemusia mat jediné riešenie, nemusí byť 
Q' obecné kvazigrupa.9) 

Majme teraz ale kvazigrupu Q, ktorá je homomorfne zobrazená 
na nějaká kvazigrupu Qr. Nech je ar € Q'. Nech A je súhrnom originálov 
patriacich k a'. Per analogiam s teóriou grup sme vedení k tejto definícii: 
ak množina .A je sama kvazigrupou, nazvime ju normálnym delitelbm 
kvazigrupy Q. Teda N je normálnym delitelbm v Q5 ak existuje taký 
homomorfizmus Q ->Q\ že N má za svoj obraz jediný element kvazi
grupy Q'. (Podlá takéhoto N možno, tvoriť triedy a tieto tvoria grupoid, 
ktorý je kvazigrupou.) 

Je tu však velká nevýhoda proti teorii grup. Homomorfizmy a norm. 
delitelia si neodpovedajú vzájomne jedno-jednoznačné. Každým homomor-
fizmom nemusí byť definovaný nějaký normálny dělitel a na druhej . 
straně móže jeden homomorfizmus definovat i viac normálnych delitelov. 

Tieto ťažkosti odpadnu v jednom velmi dóležitom případe, totiž 
u kvazigrúp majúcich jednotkový elemente To je tak doležitý případ kva
zigrúp, že dostal v anglosaskej literatuře zvláštny názov: loop. 

Nech Q je kvazigrupa s jednotkou, ktorá je homomorfne zobrazená 
na nejakú kvazigrupu Q'.10) Množinu N všetkých elementov e Q, ktorých 
obrazom je e' (jednotkový element Q'), nazvime jadrom daného homo
morfizmu. Potom platí táto" veta: 

a) Faktorový grupoid Q | N je kvazigrupa izomorfná s kvazigrupou 
Q'. (Přitom faktorový grupoid tvoříme obvyklým spósobom pomocou 
ťried.) ~ 

bj Každý homomorfizmus kvazigrupy Q s jednotkou na nejakú 
kvazigrupu Q' dostaneme týmto spósobom. , 

Definujeme teda: N je normálnym delitelom kvazigrupy s jednot
kou Q, keď je jadrom akéhosi homomorfizmu Q~*Qr. Homomorfizmy 
a normální delitelia si odpovedalú jedno—jednoznačné. n ) 1 2 ) 

fr) J e to ale napr. iste kvazigrupa, ak Q' je konečné. 
l 0 ) Kvazigrupa Q' má potom samozřejmé tiež jednotku. Možno sostrojit 

i kvazigrupu š jednotkou,ktorej homomorfným obrazom nie je kvazigrupa (BATES-
KlOKMEISTER[l]). 

n ) Normálny dělitel kvazigrupy s jednotkou sa dá definovat i inak. Napr. 
touto rovnocennou definíciou. Je to množina N, ktorá splňuje pre každé x, y € Q 
vztahy x(yN) = (xy)N -= (Nx)y. 

. 12) Z týchto vývodov je.vídiet, že existencia jednotky narobí v kvazigrupe 
podstatné změny. J e tomu právě naopak ako u pologrúp, kde existencia jednotko* 
vého elementu nie je pre váéš inuúvah podstatná (naopak, je skór „škodlivá1 '). 
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Teória kvazigrúp s jednotkou je neobyékjne^ podobná teorii grup. 
Platí totiž veta. Množma normálnych delitelov kvazigrupy s jednotkou 
tvoří modulárny svaz (s obvyklými svazovými operáciami). Z tohoplynie, 
že pre normálnych delitelov platia vety o izomorfizme a vety Jordan-
Holderove i v Zassenhausovom zovšeobecnení, ktoré sa dokážu použitím 
Ore-ho postupu platného pre Tubo volné čiastočne usporiadané množiny. 

Teóriu normality možno vybudovat i pre kvazigrupy bez jednotko
vého elementu. Výsledky však nie sú už tak prehladné (GABRISON [1], 
[2]; KlOKMEISTER [1]). 

4. 

Prv ako skončíme o kvazigrupách, spomeňme ešte aspoň, aké 
dalsie problémy sú už čiastočne rozriešené. 

Je to napr. teória abelových kvazigrúp, teória konečných kvazi
grúp, rózne typy špeciálnych kvazigrúp (viď hlavně BRUCK [4]). Ponuka 
sa teória jednoduchých kvazigrúp, speciálně kvazigrúp s jednotkou 
(ALBERT [2], BRUCK [3]). Tak budeme nazývať kvazigrupu, ktorá ne
obsahuje vlastnú čiastočnú kvazigrupu (okrem' e). Z tohto oboru aspoň 
jeden malý výsledok. Dá sa dokázat na příklade, že pre každé konečné 
n 4= 4 existujú» j-ednoduché. kvazigrupy s jednotkou. To je výsledok 
iste pozoruhodný, ak ho konfrontujeme s problémom jednoduchých 
grup. Týchto je — ako vieme — poměrné ,.málou.13) 

ALBERT ([1], [2]) zaviedol dóležitý pojem izotopie. Tento pojem 
zovšeobecňuje pojem izomorfie a umožňuje z jednotného hladiska 
dokázat celý rad róznorodých viet nielen o kvazigrupách, ale i o neaso-
ciatívnych systémoch vóbec. Nedostatok miesta mi bráni zaoberať 
sa ním bližšie. -

I I I . P o l o g r u p y . 

, Pologrupou nazýváme grupoid, v ktorom je splněný axióm A 2. 
Všimnime si najprv, v čom sa pologrupa podobá grupě. 
a), Kedze a(bc) = (ab)c, má smysel hovořit o mocninách a2,a^ aé, ... 

> !--b) Každý podgrupoid pologrupy je sám pologrupou. Napr. všetky 
mocniny elementu a tvoria tzv. cykličku pologrupu {a}. 

c) Každá konečná pologrupa radu n je izomorfná s pologrupou 
1,2, ..., n1 

\i1} z f J ...., in 

tým, že v ,,menovateli£í vystupujúce čísla i1,,i2> •'• -s H s u sic® z množiny 
1,2, ...,,n, niektoré však móžu chýbať, iné vystupovat viackrát.14) 

' . w . : 1 ? ) ' Ostatně dá sa dokázat celkom elementárně, že všetky kvazigrupy s jednot
kou radu ^ 4 sú grupy . 

•}f) Přitom je násobenie definované ako u permutácií a dokaž plynie z Cayley-ho 
tabulky ako u grup. To sa dá rozšířit i na pologrupy so s-počitatelne mnoho elemen
tární (St^KEVKMlMS], [4], [6],, [12]). . r .. , -
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Pódívajme sa teraz, v čom sa odlisujt pologrupa od grupy. 
a) Pologrupa móže mať viac alebo i nekonečné mnoho tzv. idem-

potentných elementov (t. j . elementov, pre ktoré platí e2 = e). Napr. Tavé 
(pravé) jednotky sú také. Ale idempotent nemusí byť jednotkou. 

b) Pologrupa P móže, ale nemusí mať tzv. nulový element, t. j . 
element z, pre kťorý platí az = za = z pre každé a € P. Ak existuje, 
je leri jediný. 

c) Dve čiastočné pologrupy móžu mať prázdny prenik. (Ak je ne
prázdný, je to ovšem pologrupa). 

d) V pologrupe nemusí platit ,,pravidlo o krátení" (t. j . ax = bx 
neimplikuje obecné a -= b). 

e) Všimnime si konečné cyklickej pologrupy 

{a, a\ a3, ...}. 

V tejto pologrupe sú buď všetky elementy navzájom rózne, alebo existuj ú 
dve celé čísla 0 < m < n, že je am = an. Volme za n najmenšie takéto 
možné číslo. Elementy sa potom opakujú v tomto poradí 

a, a\ ..., a™-1 \ am, ...., an~l | am, ..., ď1-1 \ ... (2) 

Hovoříme, že a je konečného radu a číslo m — 1 voláme dížkou přeď 
periody. Existencia predperiódy je niečo, čo u grup nie je možné* 

1. 

Položme si tuto otázku: Móže mať pologrupa P čiastočnú pologrupu, 
ktorá je sama grupou?15) 

' Odpověď je lahká. — K tomu je nutné a stačí, aby v P existovaly 
idempotentné elementy. Každý idempotent e je sám --- i keď triviálnym 
spósobom — grupou. Budu nás zrejme zaujímat maximálně grupy.16) 
Lahko nahhadneme: ku každému idempotentu e existuje jediná niaxi-
málna grupa Ge, ktorá má ě za jednotkový element. 

Idempotenty — a teda grupy — existuj á napr. vždy, keď polo
grupa má nějaký element konečného radu. Je totiž skoro bezprostředné 
vidieť, že v postupnosti (2) tvoria elementy am, am^x, ..., an—x cyklická 
grupu, ktorej jednotkovým elementom je idempotent an~x. 

Vynorujú sa dve otázky: (CLIFFOUD [4], SCHWABZ [1], POOLE [1]), 

a) Kedy sú maximálně grupy disjunktné? To nastane napr., keď 
každý element pologrupy P je konečného radu.1 7) 

b) Kedy súhrn maxim^lnych grup vyčerpá celé Pí Na to je opáť 
1 5 ) Slabšou formou tohto problému je napr., Či -— a kedy — možno nájst 

éiastočné systémy, v ktorých platí „pravidlo o krátení" . 
1 6 ) T. j . také, ktoré nie sú vlastnou častou nejakej inej grupy z P. Ak v P 

existuje nulový element z, je tento sám o sebe maximálnou grupou. 
1 7 ) Speciálně tedy napr. v konečnej pologrupe. 
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jednoduchá odpověď, ak každé element e P je konečného radu. Potom 
to nastane vtedy a len vtedy, keď žiadny element nemá predperiody. 

Pologrupy, ktoré sú súčtom disjunktných grúpy hrajú v teorii polo-
grúp, ako uvidíme, f undamentálnu úlohu. 

V teorii pologrúp přistupuje nový faktor, ktorý v grupách ani 
v kvazigrupácb nemá analogie — totiž pojem ideálu. 

Množinu / nazýváme lavým ideálom z P, ak platí Pl c /. Podobné 
sa definuje pravý a oboj stranný ideál. 

Každý ideál je čiastočnou pologrupou z P. (P a z — ak existuje — sú 
obojstranné ideály.) Prenik dvoch ideálov (ak je neprázdný) a spojová 
množina dvoch ideálov je opat ideál. 

Z teorie hyperkomplexných čísel je známe, akú dóležitú úlohu hrajú 
ideály pre vyšetřeme ich struktury. Je preto prirodzené, že sa pokúsime 
— a to s úspechom — preniest odtial niektoré pojmy do teorie pologrúp. 

Prvým takým pbjmom je pojem minimálneho ideálu. Hovoříme, 
že / je minimálny lavý ideál, ak neexistuje^taký lavý ideál /', že je 
/' C LPodobné sa definuje minimálny pravý a min. obojstranný ipleál.18) 
Lahko sa dokáže: a) Každé minimálně Tavé (pravé) ideály sú disjunktně, 
b) Ak existuje obojstranný min. ideál, existuje taký len jediný.19) 

O struktuře min. tavých (pravých) ideálov možno povedatf toto, 
Minimálny lavý ideál /je pologrupa, v ktorej má rovnica xa =- 6 vždy 
riesenie. Vtedy a len vtedy, keď má / aspoň jeden idempotent, je toto 
riešenie jednoznačné. Potom je f súčtom disjunktných grup. (CLIFFORD 
[1], [6], SCHWARZ [ l ]) . 2 0 ) 2 1 ) 

Pýtajme sa, aký je súvis medzi minimálny mi lavými ideálmi a mini-
málnym oboj stranným ideálom n. -

V pologrupách. ktoré majú nulový element, je takto kladená otázka 
nezaujímavá. Predpokladajme preto na chvilku, že P nemá nulový ele
ment. 

a) Predpokladajme najprv, že P má aspoň jeden min. lavý ideál /. 
Potom sa ukáže: každý min. lavý ideál sa dá písat v tvare ia -= I . a 
(s vhodné zvoleným a) a n je súčtom všetkých minimálnych Tavých 
ideálov: n = ' y / a . 

a 

lB) V každej pologrupe nemusí exiatocai min. ideál. Napr. pologrupa rac. 
celých čísel s obvyklou defitiíciou násobenia nemá zrejme min. ideál. V postupnosti 
ideálov {1, 2, 3, ...} > {2, 4, 6, ...} > {4, 8, 12, ...} > neexistuje žiadny minimálny . 
KedykolVek hovoříme o-min. ideále, předpokládáme samozřejmé, že taký existuje. 

1 9 ) Ked P m á nulový element z, je ním zrejme {z}. 
2 0) Podobné to p la t í ovšem pre min. pravé ideály. 
2 1) Pologrupa, v ktorej m á každá rovnica xa — b jediné riešenie, nazývá, aa 

Vavostrannou grupou. T a k á je vždy súčtom disjunktných grup (CLIFFORD [1], 
S u š k e v i é [3]). ' 
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b) Predpokladajme nayiac, že P má aspoň jeden.min. lavý ideál / 
a aspoň jeden minimain}?- pravý ideál r. Potom možno písat 

n = 2 '!> n == 2 rt> 
a b 

n = n2 =-: ^ru -^h = 2 ( r « • W = 2 ( r « O /&) = 2 g ^ -

Dá sa ukázat 1. gab + 0 je grupa, 2. v napísanom rozklade sú všetky 
sčítance disjunktně. Teda i n je súčtom disjunktných grup. (CLIFFOJRD [6]). 

c) Podobná veta sa dá dokázat i za iných podmienok. Ak napr. 
každý element je konečného radu, stačí žiadat iba existenciu aspoň 
jednoho min. lavého ideálu. Potom, nielen že n je súčtom disjunktných 
grup, ale dokonca sú všetky grupy gab izomorfné (SCHWARZ [1]). 

Ak existuje jediný min. pravý a jediný min. lavý ideál (ako je tomu 
napr. u komutatívnych pologrúp) je n grupou. 

Pologrupy, ktoré majú takú strukturu, ako min. oboj stranný ideál n 
z odstavca b), nazvime Suškevicovho typu. Dóležité je, že o takýchto 
pologrupách možno získat' úplný prehTad. Ako, to siteraz krátko vyložíme. 
(REES [i], [2]). 

Majme luboyolnú grupu G a pridajrne k nej nulový element 0. So-
strojme si všetky také L. K, matice, ktorých elementární sú prvky z'6 + 0 
a ktoré majú iba na jedinom mieste element rózny od nuly, Matica, ktorá 
má element a € G.na mieste i, k nech je (a)ik. Tuto množinu matic urobím 
pologrupou tým, že definujem medzi nimi násobenie 0 takto. Vezmem 
si ešte pevnú K . L maticu M = (Pi&), ktorej elementární sú opat prvky 
zG všetky =j= 0. Potom nech je 

(a)íjfe ®'(&)í» = (a)ik • M . (h)in =-.-. (apHh)in} . ' 

kde napravo je obyčajné násobenie matic. 
Dá sa dokázat, že takto vzniklá pologrupa je Suškevicovho ty nu. 

Naopak (a to je dólezitejšiel) každá pologrupa P Suškevicovho typu 
je izomorfná s akousi pologrupou matic vytvořených takýmto spósobom. 
(Přitom za grupu G stačí vziat grupu ePe, kde e je Tubo volný idempotent.) 
*.•• Podlá analogie s teóriou hyperkomplexných čísel nazýváme po-
logrupu jednoduchou, ak neobsahuje vlastný oboj stranný ideál s výnim
kou možného nulového elementu. Z právě dokázaného plynie: Ovládáme 
dokonale strukturu jednoduchých pologrúp bez nulového elementu, ktoré 
majú aspoň jeden minimálny lavý a pravý ideál. 

Podobné možno ovládnut pomocou matic a horeuvedenej konštruk-
cie i širšiu triedu pologrúp, niajúcich popřípadě i nulový element, tzv. 
kompletně jednoduché pologrupy. (Naša pologrupa Suškevicovho typu 
je špeeiálnym prípadom kompletně jednoduchých pologrúp.) (OLIFFOBU 
[4], [5],[6]; -RTSÍBS [1], [2]; STOLL [I]). 
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Naznačíme ešte niekoiko dalších problém o v z teorie pologrúp. 
Pre celu algebru dóležitou otázkou je problém vnorenia pologrupy 

do grupy. 
Je daná pologrupa P. Pýtáme sa: existuje grupa G, ktorá by obsa

hovala pologrupu Př izomorfnú s našou pologrupou P? Krátko: existuje 
grupa G, do ktorej možno vnoriť našu pologrupu P ? 

Aby to bolo možno, musí ovšem v P platiť „pravidlo o krátení 
zprava i zlava", t. j . každý zo vzťahov ax = bx, ya == yb implikuje 
a = b. 

MALCEV ([1], [2], [3]) ukázal už v roku 1936, že táto podmienka nie 
je postačujúca. V roku 1940 .udal nutné a postačujúce podmienky, kedy 
to je možné. Tieto majú takýto tvar: isté reťazce rovnic implikujú 
platnost dalších rovnic. A takých ímplikácií je nekonečné mnoho. To 
je velmi komplikované. Je preto zaujímavé nájsť aspoň, čo možno obecné, 
postačujúce podmienky. Tým sa podrobné zaoberal P. DUBUEILL [3], [4] 
(viď ďalej M. L. DUBREILL-JACOTIN [1], VANDIVER [1]). Napr. sa lanko 
ukáže, že pologrupa P, pre ktorú platia následujúce dve podmienky, 
sa dá vnoriť do grupy. 1. Platí,,pravidlo o kráteníí£. 2. Ku každým dvom 
elementom a3 b existuj ú dva také iné elementy x, y, že ax = by (t. j . 
každé dva elementy majú spoločný násobok).22) 

Postup dókazu je celkom elementárny a analogický známej metóde 
zavedenia rac. čísel pomocou dvojíc celých čísel. Lahko sa dokáže, že 
takto sostrojená grupa je najmensou grupou majúcou žiadanú vlastnost. 

Problém vnorenia nie je možno ani po Malcevových výsledkoch 
považovat prirodzene ešte za rozriešený. 

- 4' , 
Iným dóležitým problémom je otázka normálnych deliteVov, homo-

morfizmov a faktor ověj pologrupy dahej pologrupy. 
Týmito otázkami sa zaoberal opáť velmi podrobné DUBBEILL ([2], 

[4]). Budem ale radšej referovat o metóde LIAPINA [4], ktorá sa mi zdá 
byť priamejšia. 

Nemá smyslu opáť definovat normálneho delitela N pomocou, 
vztahu aN =-= Na. Podáme Liapinovu definíciu, ktorá umožňuje ho-
momorfné zobrazenie pologrupy na pologrupu. 

Nech P má jednotkový element. Ciastočnú pologrupu N budeme 
nazývat normálnou v P, ak platí toto: aNb c N platí vtedy a len vtedj^, 
keď platí db e N*(a to pre každé a, b e P).2Z\ 

2 2 ) Špeciálnym prípadom takýchto pologrúp aú komutativně pologrupy, 
ktoró sa teda vždy dajťi vnořit do grupy. [Uvedená veta pochádza v podstatě od 
O R E - A ] . - . 

2 3 ) T. j . ab a aNb bud súčasríe patr ia alebo nepatři a do N. 
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Ak P je grupou, je každá množina tejto vlastnosti normálnou 
pódgrupou a naopak. 

Platí: 
a) Nech P je homomorfne zobrazené na nejakú pologrupu P'. 
Potom jádro homomorfizmu2*) je normálnym delitelom polo

grupy P. 
b) Naopak: Nech N je lubovolný normálny dělitel pologrupy P. 

Potom existuje homomorfizmus Z pologrupy P na akúsi pologrupu P' 
a to taký, že N je presne jadrom homomorfizmu Z. 

Toto druhé tvrdenie'dokážeme tak, že si sostrojíme priamo fakto-
rovú pologrupu P j N. Tuto nevytvoria ale triedy tvaru N . a\ Zavedieme 
si ekvivalenciu takto. Budeme písaf x =? y (mod N)\ ak existujú také 
elementy xv x23 yl9 y2 e P, nl9 n2 e N, že x = xxx2i y =- yxy29 xxnxx2 = 
== V\n2y2. Lahko sa dokáže, že táto ekvivalencia definuje regulárny roz
klad v triedy, pričom je N samo triedou. Vo faktorovej pologrupe P | N 
je N jednotkovým elementom. 

Posledný problém, ktorý tu spomenieme, je aritmetika pologrúj). 
V pologrupe možno definovat dělitelnost, jednotky, nerozložitelný 

element, atď., podobné ako v elementárnej teorii čísel. Nemóže byt ovšem 
vo všeobecnosti řeči o jednoznačnosti rozkladu elementu v súčin nerozlo
žitelných elementov. Problémom je, aké vlastnosti musí splňovat polo-
grupa, aby takýto rozklad bol jednoznačný. Inak tiež: aké musí mat 
vlastnosti pologrupa, aby sa dala vnořit do pologrupy, v ktorej je táto 
podmienka splněná. To je v podstatě tá istá otázka ako v algebraickej 
teorii čísel, kde zavedením ideálnych elementov vynutíme jednoznačnost 
rozkladu. Tam postupujeme tak, že pologrupu hlavných ideálov oboru 
integrity celých čísel vnoříme do pologrupy všetkých ideálov. I v Dede-
kindovej teorii tvoria ideály iba pologrupu a nie okruh (dajú sa násobit, 
ale nie sčítat). Z toho sa dá súdit, že docielenie jednoznačnosti je problém 
multiplikatívny a ideály dávajú kluč k rozriešeniu tejto otázky. 

Skutočne sa podařilo vhodným rozšířením pojmu ideál25) dosiahnúť 
velmi dobrej analogie s teóriou celých čísel a ideálov algebraických 
číselných telies. (ARNOLD [1], CLIFPORD [2], [3],. LOEENZEN [1]). Napr. 
sa podařilo udat pomocou ideálov kritéria, za ktorých platí v pologrupe 
veta o jednoznačnosti rozkladu v súčin nerozložitelných elementov. 
Podařilo sa to dokonca čiastočne i pre nekomutativně pologrupy. 
(KAWADA-KOITI [1]). 

případ. 
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IV . M u l t i g r u p y . 

Prenikavé zovšeobecnie pojmu grupy dostaneme takto. 
Nech M je množina, v ktorej je definované násobenie. Nechajme 

padnut axióm A 1 a nahraďme ho axiómom: 
B 1. Súčin dvoch elementov množiny M je podmnožina z M: 

<*> - & = {CXJ c2, c3) ...}. 
Množina, ktorá splňuje axióm B i a nic viac, sa volá multigrupoidom. 
Multigrupou nazýváme multigrupoid, v ktorom sú nadto splněné 

tiety dva ďalšie axiómy: 
B 2. Zákon asociatívny: a(bc) =-= (ab)c. 
B 3. (Axióm existencie podielu.) Ku každým dvom elementom a, b 

existujú dva také elementy x, y, že platí 

ax 3 b, ya 3 b., 
4 

Vznik tohto pojmu (MARTY [1]) sa datuje z tohto jednoduchého 
příkladu. Nech 

G = H + Ha + Hb + . .. 
je rozklad nejakej grupy 6 modulo H v pravé triedy. Systém tried tvoří 
multigrupu, ak súeinom tried 

Ha. Hb = {Hcl3 Hc2, Hcs, .'..}, 

rozumieme tú množinu tried Hci, ktoré obsahuj ú elementy súóirm z lávej 
strany26.) 

Vmúltigrupáchmožno zaviest rad obvyklých pojmov(ORE-DRBSHEU 
[1]). Tak napr. element e voláme lávou (pravou) jednotkou, ak platí 
ea 3 a (ae 3 a). Jednotkou voláme element, pre ktorý sú splněné súčasne 
oba\ieto vztahy. Absolutnou jednotkou voláme element, ktorý splňuje 
dokonca ae = ea == a (pre každé a e M). ° 

Prvý nápadný rozdiel voči grupám je, že multigrupa nemusí mat 
vóbec žiadnu jednotku žiadneho druhu, alebo každý jej element móže 

#byf jednotkou určitého drnhu. «. 

1. 

Aké vety platia pre multigrupy? Odpověď na tuto otázku osvětlí 
dosah axiómu A I . Je překvapujúee, že analogie s teóriou grup sú 
pomeriie dost ďalekosiahle. " ! 

Prvá celkom jednoduchá otázka je táto. Nazvime element oc ska-
lániym, keď pre každé xe M sa súčiny x .oc, <x . x rovnajú jedinému 
elementu z M. Co možno povedat o množině skalárnych elementov? 

2 6) Ak H je normálnym delitelóm G, máme ovšem grupu. 
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Lanko sa dokáže: nutná a postačujúca podmienka pre to, aby 
existovaly skalárně veličiny, je: existuje absolutná jednotka e. Množina 
všetkých skalárnych elementov tvoří potom grupu, ktorá má e za 
jednotkový element.27) (OKE-DRESHEE, [1]). 

Iná dóležitejšia otázka je táto. Nech N je čiastočnou multigrupou 
multigrupy M. Kedy je možný rozklad tvaru 

M = Na +. Nb + Ne + ... ? " (3) 

K tomuto účelu je výhodné zaviesť tento pojem. Čiastočnú multigrupu N 
nazýváme zprava reverzibilnou v AI, ak vzťah ax Qa2rí, rí e N implikuje 
a2 C a^n", rí' e N (pre každé a l 5 a.2 € M). 

Potom sa Tahko dokáže: Rozklad v disjunktné triedy tvaru (3) 
existuje vtedy a len vtedy, keď N je re verzi bilné v M. Potom naviac 
každý element triedy Na vytvořuje triedu Na. Jedna z tried v (3) je N 
samotné. V rozklade (3) možno považovat triedy za elementy novej 
multigrupy M j N, tzv. lávej.faktorověj multigrupy. Přitom je násobenie 
definované obvyklým spósobom, totiž (v lahko pochopitelhej symbolike) 

Na.Nb^{Nc1:>Nc2)...}. 

Je to naozaj multigrupa a nie iba rnultigrupoid. 

3. " l 

Je celkpm prirodzeným pokúsiť sa o definíciu normálneho delitela. 
Analogia s..teóriou grup: je ťak silná, že sa tentoraz hodí definícia; N 
voláme ř^málnym delitelom multigrupy A4, ak pre každé a e M platí 
aN=Na. 

Ak N je normálně a reverzibilné, je lává a pravá faktorová multi
grupa totožná. 

Majme multigrupu, ktorá má nejakú jednotku (napr. Tavú alebo 
pravú jednotku). Uvažujme množinu všetkých normájnych a súčasne* 
reverzibilných čiastočných multigrúp. Tieto tvoria svaz, pričom svazo
vými operáeiami rozumieme tvorenie preniku a spoj ověj množiny. Tento 
svaz je dokonca modulámy. Teda možno dokázat vety o izomorfizme 
a napr. Jordán-Hólderovu vetu, ktorá má toto zneníe. Reťazec multi
grúp - . . 

voláme kempozi čirým, ak každé A* je normálně a reverzibilné v predoš-
lom. Potom platí: každé dva maximálně kompozičně reťazce medzi A 

2?) Tuto vetu možno postavit napr. po bok vete o asoeiatívnych elementoch 
v kvazigmpe, alebo větám o grupách v pologrupe. 
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a B majú rovnakú clížku a faktorové multigrupy $ú (v istom poradí) 
navzájom izomorfně. 

Tieto a špeciálnejšie vety našly rad aplikácií například v algebraické] 
teorii čísel (KRASNER [1]—[5]), ale i v mých part iách matemat iky 
(PRENOVITZ [1]—[2]). Sú však už příliš speciálně, než aby sme >sa tu 
s nimi mohli zaoberať. 
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Summary. — Výtah . 

On various general izat ions of t h e notion of a group, 

ŠTEFAN SCHWARZ, Bratislava. 

The preceding paper is of expository type . The author gives a survey 
of various generalizations of the notion of a group. 

He deals with grupoids, quasigroups, semigroups and multigroups 
as they have been developed in t h e last ten years by a number of mathe
maticians mentioned in the bibliography. 
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