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RÓZNE FORMY PRAWA WIELKICH LICZB.*) 

HUGO S T E I N H A U S , Wroclaw. 

Niech funkcja x(t) b§dzie okreslona w przedziale (0,1) i mierzalna. 
Dystrybuante, X(ot) funkcji x(t) okreslamy przez: X(cx) = \E{x(t) < oc}\, 

t 

dystrybuantQ H(ot, /S) páry x(t), y(t) przez H(ot, /?) = \E{x(t) < a, 
t 

y(t) < /5}|. .Niezaležnosó páry #, y wyraža SÍQ przez identycznosé 
H(ot, fi) = X(a) . Y(/3). Analogicznie okrešla SÍQ niezaležnosó trojek, 
czwórek, . . . , n-ek. Niezaležnosó ,,en blocCÍ oznacza niezaležnosó n-ek 
dla wszystkich n naraz. 

L Twierdzenie Bernóullťego brzmi: 
Ježeli xv x2, ..., xn, ... sa, parami niezaležne, posiadaja, tQ sama, dystry-
buantQ, a mája, pierwszy i drugi moment, to 

n 

limei$sn(t)/n = const; sn á£ y xt. (1) 

Do dowodu možná užyé twierdzenia Banacha, že árednia funkcyj unor-
mowanych i ortogonalnych daáy prawie wsz^dzie do žera; taki dowód 
možná zastosowaó jednak takže i bez založenia istnienia drugiego mo
mentu; možná mianowicie zastajpic funkcje x{(t) przez ograniczone plus 
reszta, o której možná pokazaó, že jej árednia ma calk§ modulu dowolnie 
malá,. Natomiast zachowanie založenia drugiego momentu pozwala 
oslabic založenie mezaležnoáciizastajpié jezaloženiem zerowej kowaríancji 
par x^Xfa Niewiadomo, czy obydwa uszczuplenia založen jeszcze daja, 
(1), czyli t. zw. slabé prawo wielkich liczb. 

II. Mocné prawo wielkich liczb wyraža SÍQ przez 

lim sn(ť)/n = const,prawie wsž^dzie. (2) 
Udowódnil je Cantelli w r. 1916; przy založeniu niezaležnosci parami 
i dwóch momentów (oczywiscie wspólnej dystrybuanty) možná oprzec 
SÍQ i tu na tw. Banacha (Bull. Ac. Pol. 1919). Kolmogorow udowodnit 
je przy založeniu tylko pierwszego momentu, jednak dla niezaležnosci 
,.en bloc". Czy tu možná niezaležnosó ,,en blocťť oslabic, nie wiadomo. 

Tak jak dystrybuanty funkcji, možná okreslic dystrybuanty ci^gu 
numerycznego: jest to frekwencja wyrazów mniejszych od ot. Analogia 
daje takže poje.cie niezaležnosci dwóch ci^gów. Možemy sformulowac 
takie prawo wielkich liczb: 

III . Gdy Xi(t) sa, parami niezaležne i posiadaja, t§ sama, dystrybuanty 
F(ot), to cia,g {Xi(t)} ma dla prawie wszystkich t dystrybuanty F(ot). 
Dowód opiera SÍQ na prawie Cantéllťego; nie zakládá siq istnienia mo
mentów. 

*) Pelny text b§dze opublikowan. w Colioquium Mathematicum. 
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Z ostatniego prawa wynika rozwiązanie paradoksu petersburskiego: 
gdy płaci się graczowi 2 n _ 1 , skoro oгzeł pokaże się dopiero w n-tym 
rzucie monetą, to gracz musi płacić w każdej grze inną opłatę; opłaty 

1,2,1,4,1,2,1,8,1,2,1,4,1,2,1,16, . . . 
mają tę samą dystrybuantę, co obietnica x(t), więc według prawa III., 
gra może być uważana za sprawiedliwą. 

Przy założeniach I I I ciągi {XІ(S)} {Xi(t)} są od siebie niezależne dla 
prawie każdego punktu (s, t) kwadratu jednostkowego. 

IV. Z twierdzenia ergodycznego moźna otrzymać taką formę prawa 
wielkiech liczb: jeżeli funkcje x^Џ) są równouprawnione, t . zn. jeżeli 
dystrybuanta każdej тг-ki jest równa dystrybuancie тг-ki powstałej przez 
przesunięcie wskaźników o jeden, to 

lim sn(t)/n istnieje prawie wszędzie; (3) 
ta forma prawa wielkich licrb występuje już u Chiňczyna w r, 1937, a póź-
niej u Dooba. Tгzeba zaznaczyć, że niniejszy referat nie rozstrzyga 
autorstwa poszczególnych twierdzeń; jest to zadanie niełatwe wobec 
niezupełności bibliograficznej prae z гachunku prawdopodobieństwa. 

Ñazywamy przypadkowym ciąg {an}, którego dystrybuanta ma conaj-
mnięj trzy różne wartości i który jest niezależny od swoich przesunięć 
{an-hJc}- Gdy Xi(t) są czwórkami niezależne i mają wspólną nietrywialną 
dystrybuantę, to ciąg {x^t)} jest dla prawie każdego t przypadkowy. 

S u m a r y . — S t r e s z c z e n i e . 

Varions forms of the law of large numbers.*) 

-HUGO-BTEUSTHAUS, Wroclaw. 

Let the function x(t) be defined and measurable in the interval (0,1). 
We define the distribution function X(oc) of the function x(t) by the 
expression X(oc) = \E{x(t) < oc}\, and the distribution function H(oc, /?) 

t 
of the bivariate population x(t)> y(t) by the expression H(oc} /3) = \E{x(t) < 

t 
< <*? y(t) < fi}\* T n e independence of the two variables x, y is expressed 
by the identity H(oc, ft) = X(oc). Y(/3). In a similar way we define the 
independence of systems of two, three or more variables. ,,En bloc" inde
pendence means independence of each system of n variables for all n. 

I. Bernoulli's theorem states: 
If the functions xv x2> ...,xni ... are independent by pairs, if they 

have the same distribution function, and if each of them possesses first 
and second moments, then 

To appear in full in Colloquium Ma thema t icum. 
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lim &sfin(t)/n = const, where sn = y.c?-. (1) 
."-= 1 

For the proof it is possible to use Banach's theorem stating that the mean 
value of normalized and orthogonal functions converges almost everywhe
re to zero. This proof can be used even without the assumption of the 
existence of the second moment; in particular it is possible to replace 
the functions Xi(t) by limited functions plus a remainder concerning 
which it can be shown that its absolute mean value has an integral 
arbitrarily small. On the other hand, if we assume the existence of the 
second moment we may weaken the assumption of independence and 
replace it by the assumption of zero covariance of the pairs Xi, x^. It is 
not known whether the simultaneous weakening of both assumptions 
still gives relation (1), i. e. the so-called weak law of large numbers. 

II. The strong law of large numbers is expressed by the relation 

lim sn(t)jn = const almost everywhere. (2) 

Cantelli proved this in 1916; on the assumption of the independence 
by pairs and of the existence of both moments (and naturally also of 
a common distribution function), we can here again make use of Banach's 
theorem (Bull. Ac. Pol. 1919). Kolmogorov proved this theorem assu
ming the existence of only the first moment, and of course on the assump
tion of ,,en bloc" independence. I t is not known whether it is here possible 
to weaken the „en bloc" independence. 

Just as it is possible to define the distribution function of a function, 
so we can also define the distribution function of a sequence of numbers: 
it is the frequency of the members of the sequence smaller than oc. In 
the same way 'we can define the concept of independence of two 
sequences. The law of large numbers can then be formulated thus: 

III. If the functions Xi(t) are independent by pairs, and if they have 
the same distribution function F(oc), then the sequence {xi(t)} has the 
distribution function F(oc) for almost all t. The proof is based on Cantelli's 
law; the existence of moments is not assumed. 

From this law follows the explanation of the Petersburg paradox: 
if a player wins 2n~l money units provided that the coin does not fall 
head up until the nth throw, then before each throw he ought to wager 
the sums 

1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 8, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 16, . . . 

which have the same distribution function as the variable x(t); hence, 
according to law III, the game can be regarded as fair. On the assump
tions made in law III, the sequences {#*(«)} and {Xi(t)} are independent 
of each other for almost all points (s, t) of the unit square. 

IV. The following form of the law of large numbers can be deduced 
from the ergodic theorem: If the functions Xi(t) are equivalent, i. e. if 
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the distribution function of each system of n variables is equal to the 
distribution function of the ^-variable system obtained by altering the 
subscripts by one, then 

lim sn(t)/n exists almost everywhere. (3) 
This form of the law of large numbers was expressed by Khintchine 

in 1937 and later by Doob. I t should be noted that this paper does not 
deal with the authorship of the individual theorems. This would be a diffi
cult task indeed due to the incompleteness of bibliographical reports 
on research in the theory of probability. 

The sequence {an} is said to be random if its distribution function 
assumes at least three different values, and if the sequence is independent 
of the alteration {an+]^. If Xi(t) are independent by sets of four, and if 
they have a common non-trivial distribution function, then the sequence 
{xi(t)} is random for almost all t. 

Z ZAGADNIEŇ WSPÓLCZESNEJ GEOMETRII 
RÓŽNICZKOWEJ. 

WLADYSLAW ŠLEBODZlt fSKI, Wroclaw. 

Zanim przyst^piQ do wlašciwego tématu, musze. uprzedzic, že 
w referacie swym nie mogQ omówic wszystkich wspólczesnych kierunków 
badaň geometrycznych, pomiňme musz§ np. tak wažna, dziedzin$ jak 
integralna geometria róžniczkowa. Ograniczam si§ do tych kierunków 
badaň, które pozostaja, w"zwia,zku z mými osobistymi zainteresowa-
niami, a WÍQC przedewszystkim do zagadnieň zwia^zanych z reali-
zacja, erlangeňskiego programu KLEINA. 

Wiadomo, iž w mysl tego programu zadanie geometrii mpžna sfor-
mulowac w nastQpuj^cy sposób: maj^c daná, pewna, przestrzeň P i 
operuja^ w niej grupě, przeksztalceň G — oezywiscie grupě, w sensie 
LIE-GO, — skonstruowac pelny úklad niezmienników wzgleďem grupy 
C? utworów zawartych w przestrzeni P, jak krzywe, powierzchnie itp. 
Tak sformulowany program pozwolil nie tylko usystematyzowac i skla-
syfikowac rezultaty badaň geometrycznych ubieglych czasów. ale stal 
SÍQ zárazem wytyczna, dla nowych poszukiwaň. Ažeby dac poj^cie o plod-
nošci idei KLEINA, wystarczy przytoczyc takie nowsze galerie geometrii 
jak afiniczna geometria róžniczkowa niemieckich geometrów z W. BLA-
SCHKE na czele, jak geometria grupy MOBIUŠA, a przede wszystkim róž
niczkowa geometria rzutowa, dzielo FTJBINIEGO i ČECHA. Wprawdzie 
niektóre nie^zmienniki róžniczkowe krzywych wzgl^dem grupy rzutowej 
byly znané od wielu lat, skonstruowanie jednolitéj i zwartej teorii bylo 
jednak wylâ cznâ  zasluga, tych dwóch geometrów, którzy stworzyli 
w ten sposób now% do dzisiejszego dnia žywotna, galê ž geometrii. Niektóre 
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