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O některých důsledcích 
plynoucích z Lagrangeovy- interpolační formule. 

Napsal K. Čupr. 

1. Budiž / (z) = a0 + 0i * + • • • + a* 2* polynom stupně n, 
F(z)={z — zt)(z — z2)...:(z~zn+i) polynom stupně (n -f- 1) 
mající nulová mista vesměs různá; pak z rozkladu racionální funkce 
f(z):F(z) v částečné zlomky 

Л-) = /(г») 
f(z) ЉiF'(zk) 

1 
•Zk 

plyne ihned interpolačni formule Lagrangeova 

f(z*) F (z) n+l 

/(^)=-2 F'(zk) zk 

û Pro, funkci / ( z + £) platí obdobně 

(** + 
W*7 f(z+o-2i Pizk) --nrzт 

p-tá derivace (p^~n) dle Leibnicovy věty jest: 
[n+J 

yл_*+J o 
* - * * 

+ 

УУPL& +(í)E(г)Z)^.) 

+ (£)/:'Ҷz)D<>--> 

n+l 

2/fa+S)- _i 
n'i*.\ ' T _ 

' 1 

a+1 

F'(zk) z-z* 

-*- E(z*) ' z - * * 

+ 

+ ••• 

;.;+ғoř)(г)o • -Fj^). -z—z* 

Ča.opli pro pěstováni matematiky * fysiky. Roínlk LIV.x.<l.' 

л+1 
'Ж+ЙV «. 

/ • -

/?_».* Vř.Jř . •.' . \ _ *. î 

V **-..• 



Volme F(z)~z'<+l±mn+\ pak 

F(z) = (n + \)z\ zkP+lF (zk) = (n + 1) zt«-i-»+p-= + ( n + 1 ) z*" 

/ 1 \ (—iVp! 

položme ještě 2 = 0, 

Body zx + £, £2 + £,"... z* + £ •. • leží na kružnici o středu 
£ a poloměru |Z*|=TO; plati-li pro A:==l, 2,... n + 1 

|/(z* + £)|^m, 

1 (n + \).p\M p\M 
jest l / ^ Q I ^ ^ + T - - 1 ^ = V -

Vztah tento zůstává ovšem v platnosti, když na obvodě 
zmíněného* kruhu jest vesměs 

•|/<0U£-*. 

Je-li £ = 0 , jest |/</>> (0) | = p.\ | ap |, takže 

, . M 

\aP\^Jh7' 

MšlmP. \aP\; t. j. 

„Maximum absolutní hodnoty polynomu na kružnici (0,0; m) 
jest větší nebo rovno největšímu z číser 

|a,|,,m |A.|, m* |o. | , . . . m" \a„\." 

2. Zajímavější výsledky než tyto, jež ostatně jest možno od
voditi z Cauchyova integrálu, obdržíme, klademe-li 

F (z) = T„+i = cos [(n + 1 ) are cos z]: 2", 
* F(o)==l:2n 

f 

, v , ^ 3 TU 

o kořenech zr --= cos , z2 = cos 2я+2 ; * 2/1+2 '•'" 



Tn jsou známé Čebyševovy polynomy, jež lze psát též ve tvaru 

Tn (z) = jn [(z + y^~_TY + (z- Yž̂ -~T)»] = 

'-'(I)-
— V t - 1 ) " ^ //I - *» \ _9 y\*-2* _=y(_=_r_«(n-^(2^ 

»=o v . . 
<(í) 

_ y ______ (n-v\zn 

^á22v(n — v)\ v J 
v=0 V ' 

-2v 

Budiž především n liché, tudíž (n+1) sudé a omezme se na 
interval — 1 + 1. Jest především 

F,^ ...... (n + 1) sin [(n + 1) arecosz] F.{n._n 
F (z)—^n yf_=l • F (°)-°-

fW= „(. _-i • 
2" sin JI 

2/z + 2 
takže . 2Ar—1 

n + 1 S l t l n > 
/'/_,— V f n _ / (£+**) 2 /*+2 

/ Vt/ _2,l O ff+l • ,2/. — 1 • W 8 ' á H - 2 » 
Je-li v celém intervalu (incl. meze) 

— 1 — cos —:— . . . . . . 1 -+ cos -
2/2+2 . * 2/2+2 

vesměs \f(£)\<LMt jest v intervalu — 1 . . . + 1 incl. meze 

^ < O l < _ T T - , - - . ' 
1 i cos2 n 

2/2+2 
Součet v právo stanovíme snadno, jest to vlastně 

.LiJ_. ____./__ . . I . -J-I-\2_ 
. Z . - ^ Z . - T •'•_««+, U i -V • * " + ! / 

_2(-i-+--^ + ...+-_l )__• 
• \Z1Z3. •' Z.7, ' ' ZnZ„+. / 

__/ljLi___)2_ (__i__P)\ __(„ + !),. 
lr_+,(0)j „ir_+i.(0)j > + , i 

lze tedy vysloviti větu: 
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„Platí-H o polynomu /(£) stupně lichého n |/(£)| _i M v intervalu 

— 1— c o s 2 ^ 2 ^ í _ l + c o s 2 ~ - ; , jest v intervalu— 1_£<I1 

íp(DK(n-f- l )M« 

3. Odvodíme podobnou včtu i pro sudá ti. Applikujme La-
grangeovu interpolační formuli na polynom f(z) — a„zn, při čemž 

F(z)=T„(z); 

pak jest 

/(z)- a„z» _ 2 ( / ( z * ) - a n z » ) ^ M - . — 1 . 
t(zk) z — zk 

1 

plati však 
л 

п *» - i i 2 " - -"»(*)_• i « Ţ ** - T»fo) 1 _ 
r.(г) •'+; T„(z) " 1 + f П Щ ~ ' z - г Г 

l+Іř z\ 1 -
T'n (**) ' Z-Zk ' 1 

poněvadž*"— T„(z) jest stupně (n — l)-ho, T„ (z) n-tého, T„ (zk)=0 
pro Ar — 1,2,;... /i; jest tedy 

*7-.WS^._i_ ;„,<r.W(I^-,)= 
~=a„z"-a„T„(z), 

á dále , -

/(^^/(^^^.r^+^^íz), 
, / n (Z*) Z—Zk 

a podobně 

. • T n(Zk) Z±-zk ' 



Derivujme dle z a položme 2 = 0; máme 

/'(0 = ̂ 2(-:1)BWI/^ + ̂ ) 
. 2k—\ s m _ я 

,2Aг—1 ' 

odsud týmiž obraty jako prve: 

Je-li /(?) polynom stupně sudého n a platMi v intervalu 

- l - c o s ^ ^ l + cos-^ 

|/(^,| <AÍ, jest v intervalu 
- l ^ f ^ l 

|/' (ř)| < /.AT. 
4. Kdybychom místo intervalu — 1 . . . . + 1 uvarovali inter

val a . . b, užijeme jako polynomu F (z) polynomu 
2z — a — bl [(n + l) cos (/z-f-i)arccos 6 — « 

resp. 

Г 2z — a — bЛ 
cos n arc cos , 

2п-i 

obdržíme týmiž obraty jako v odst. 2. a 3.: 
1. „Když o polynomu stupně, lichého n v intervalu 

|a + 6| |a —6| n \a-\-b\ \fl-b\ . n a —1 !—[ — L -! COSí̂ —ps < £ <16 + L - ' H 1cos o—To 
2 2 .2n+2 2 2 2/1+2 

platí l/(0|SM, jest v intervalu a<£<6 

|y V 2 jj ^ (0-6)2 

2. „Když o polynomu stupně sudého n v intervalu 
| a + 6 | \a—6| n ^y^u i í«+6 ! . la—61 n • 

a— L--—l _ L J cos -5- ̂  ř ^ 6 + i --£-•- + L — - J cos .=-
2 2 2rt 2 2 2n 

platí |/(0I ^Aí, jest v intervalu a^^b 

o+6\ | .. -4M 
У Г ^ 2 }[• (a-bУ 
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Jednodušší výsledky nastanou, když a + 6 = 0, f. j\ když in
terval jest položen symetricky vzhledem k bodu (O, 0). Výsledky 
odvozené v 2., 3., 4. odsi nejsou v rozporu s větou, kterou od
vodil A. Markov (PubL Petrohrad, Akadem. sv. 62; viz též Riesz: 
Jahrb. d. d. M. Ver. 1914; XXIII. p.359, podrobněji Schur: Math. 
Zeitschrift 1919; IV. p. 271); dle jeho věty, je-li v itntervalu 
— l ^ £ . S l |/(0!^M,jestvtémžintervalu|f(Q|^/z2AÍ; zna
ménko rovnosti platí jest v případě / (z) = Tn (z). 

I větu obdobnou větě V. Markova (předčasně zesnulého bratra 
předešlého matematika) a uveřejněnou v něm. překlade (Math. 
Annalen 1916; 77 p. 213, zejm. 247—258) lze z našich úvah 
snadno odvoditi; a jest: 

„Když v intervalu— 1— cos 0 O ž ^ £ ^ l + cos0 , 0 pro lichá 
zn+z zn+z 

jr <JT 

nav intervalu — 1 — cos---— < £ < 1 + cos --—-7, pro sudá n jest 
2n~ ' 2n+2v J 

1/(5)1 ̂ M 
jest v intervalu — 1 5S;£<2 -

l / ( m )(0<(Vm.AÍ. 

Kdež 

qn%m=n* (n — 2y . . . (n — 2k+2Y(n — 2k\ n sudé, m = 2k, 
9n[m — "2 (n — 2)2 ..'. (n —2k+2)*(n — 2k}? n n ,m = 2k+1 
<fn,m=(n + l)(n — \y...(n— 2Ar+l)2, n liché, m = 2kt 

Qa)fn=(n+l)(n — \y...(n~2k-2)(n~2k-\)1n „ ,m = 2k+\9 

Věta Bernsteinova a z ní odvozené dvě věty Rieszovy strikt
nějšího zněni (Acta math. 40; 196 p. 337) nám umožňuji odhad
nouti horní mez prvni derivace polynomu ve zcela libovolném bodu 
roviny z; a sice jest pro z ležící mimo úsečku — 1 . . . + 1 (za 
našich podmínek) * 
pro liché n \f (£)| < (n + 1) M (A + B)», 

pro sudé h \f (z)\ <nM(A + B)n
9 

kdež A, B jsou poloosy elipsy jdoucí bodem z a mající ohniska 
v bodech —1 . . . + 1. Pro reálnáz ležící mimo úsečku — 1 . . . + 1 
jest ý, ^ < <;I ̂ , j | C 0 S n a r c c o s Z\M p r o 1 | c h é ^ 

\f (z)\ < n |co$ n arc cos z\M pro sudé n. 

Bylo by možno vysloviti podobné věty i o polynomech dvou 
proměnných i více: tak na př. pro polynom / (x, y) dle x stupně 
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2k, dle y stupně 2/-J-1 plati pro všechna x a y obsažená ve 
•čtverci o vrcholech (1, 1), (— 1, 1), ( - 1, — 1) (1, — 1) incl. obvod 

U2/(x,y) 
ÒX ð y 

< ( 2 / + 2).2A:.M, 

( TI Tt \ 
1 -f- cos — , 1 -f- cos j-

/ * , -^ - , n \ I • *' n « n \ 

i—1 +COS , 1+cos—, [—1 —cos——, — 1 — cos— , 
\ ^ Al+A Ak) \ Al+A • Ak) 
/ l 4-cos —- , - 1 —cos —) incl. obvod platí 
\ ^ Al+A Ak) 

| /(x,y)í_gM 
5. Proveďme nyní podobné úvahy v oboru polynomů trigono

metrických. K výsledkům podobným z východisek jiných dospěli 
již jiní; chceme ukázat, že i tyto výsledky lze odvoditi z Lagran-
geovy interpolační formule vhodně modifikované. 

Budiž / {z) . zn polynom stupně 2/2, F (z) jako dříve polynom 
stupně o 1 vyššího; pak jest 

2 , 1 + 1 r / \ i 

/•(*)=__/(**) j£ (z*) : z£ z—** 

Položme z = ei(P, pak / (e^) = An cos n <p + /?„ sin /i y + 
+ -4rt_i cos n — 1 y + Bn-\ sin /z - 1 y .. .-fr -40 =/(9>), Z7'(z) = 
= F' (e**) : ÍV^; zde a v dalším bude nám F(e1*) značiti derivaci 
F (e'r) dle ei(?. Jest potom 

J m F (ei(?k): em(?k e1* — e ^ 

= T Í ^ <**> c./tox _ŽT ( c t g o — z ) ' -« ~ P' (ê /t) : e1"9"* 2 

Položme 
F(^) = ^ + 1 ) ^ + _, 9k = H*±l ^ £ = 1, 2 , . . . (2/z+l) 

2/2+1 
p. ' . _ / * * — -*' (e**): e»%) = (2/2+1)^^ = (2/2+7)e("+y) ^ 

= (-!)-+> (2n+l):«тг, 
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takže cosíя + ^ y 

/• («p) = , ,. 2 J <*> (- o*+i — -
2 / 1 + 1 . ş , n y - y f c 

a obdobně 

COsr/2 + — | ^ 2/1+1 
1 / ( y + V,)__J____ 2(-l)* + , T(f*+^).-

2 / 1 + 1 . • , s , n y - y * 

Derivujme dle <p a položme <p — 0, pak jest 

2n+l C 0 S " 2 ~ 

2(2/7+1) - y s in 2 ^-

Jcli ]f' («/>*+V)l _ Aí, pro k = 1, 2 , . . . 2/1+1, jest 

' 2(2/2+1) - i s j n 2 _ i . 
, «n' 2 

Poslední součet stanovíme takto: Do rovnice 

djlFe1*) _ - ^ _ _ _ _ _ 
df ~ ^e^—éfk 

dosaďme F (e<r) = <•<-»+«>'v + l a jest na straně levé 

j _ _ _ _ _ _ _ _ 0 _tf/ [1 + cos(2/. + 1)y + (sin (2n + 1) y] = 

tfip d<p 

— (2n 1 1) s i n (2/* + Ó 9P — /cos(2n + l )y _ 
1 + cos (2/. + 1 ) «/> + / Sin (2/i + 1 ) <p 

2/2+1/, 2/2+1 „ . 

> 2 n + l 

pravou stranu ke psáti 2 ( c t 8 ̂ — ^ — i). -
i 

Derivujeme-ii rovnici vzniklou porovnáním reálných částí dle 
9 a položíme-li ~-=0, jest 



(2/1+1)'- l y ' .1 
4 ~~ 4 Jmi . wK ' 

i sin2 ^ 

^ ^«'<2ě2i-,-.P-+,,,-(« + > 
Vztah tento dává lepšf výsledky než původní vzorec Bera-

steinův (Sur 1'ordre de la meilleure approximation.. Mém. publ, 
par la Classe des Se de TAcad. de Belg. t. 4. 1912, p. 19/20), 
jenž dává 1 , ^ ) 1 <2/__W, 

resp. \r'(tf>)\^nM 
pro polynomy obsahující jen kosinusý resp. sinusy. 

Ještě lepši výsledky než úvaha právě provedená podávají 
úval̂ y Fekete-ovy (Crelle 1916, 146, pag. 88), opřené o studium 
koeficientů Fourierrových řad a Rieszovy* (Jahresb* d. d. M. Ver. 
1914, XXIII. p. 354), vycházející ze zvláštní interpolační trigono-
metrické formule, o níž chceme ukázati, že i ta se dá odvoditi 
z Lagrangeova vzorce. 

6. Pišme opět 
f(2). z"-=a2n22n + .:. - + O o " -

a budiž F (z) polynom stupně 2 /_; pak jest 
2xi 

(f(z)-a2az»).z»-^(f(zk)-a2az«)z*k£Q-.—L_ 
~ v F(zk) z-zk 

a odsud týmiž obraty jako v odst. 3 máme 

Dosaďme z = ef> a máme po snadné úpravě 
/• (CJP) = (_4W cos n <p-\-Ba sin /i 9?) + . . + _40 _= 

9~'Pk — 0 + ata ř (9) : _»*. 
2<*j-1 F(fk):en% 2 

Volme i* («ř)=S e2nť*' + 1 , pak jest 

/-(-,) .__ 2ö„ cos «„+___L_-__2 (__ i)* /- {9k) (ctg _-_3_* _ /)4> 
2л -ľ'- ' - ; - ' - - 2 
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a obdobně 
/' if -+-» = 2a„ cos ny + 
2n 

+ c ^ 2 ( _ ] ) V . ( ^ + ^ ) ( c t g i ^ _ . ) 4 # ) 

Poněvadž >4n cos n <p -f -3„ sin n<p = a„ eniv -f tf0 e-"'>, jest 
2fln = j\„ — / £„ . 

Budiž nyní /• (y>) trigonometrický polynom mající koeficienty 
komplexně sdružené kf(<p); pak jest 

</' (?) + 7 (?)) = [An + A, - i (£„ + 5„)J cos n <p + 
2n 

+ ~ f 2(-0* (J(^)+7-(^)(ctg^ -0 , 
1 

odkudž porovnáním reálných a imaginárných částí vyplývá 

1 2 " 
~- 2 í"1)* t/'(?*) +7(?*)] - - (A +A), 

r 

f' (?) + 7 (?) - (-4» + -4n) cos n <p + 
2n 

. C O f r f l y ^ , i \ * r / . / . \ l 7. (.. M ^ « ? — ?* 

2л 
2 (- i)M/ Ы +/• Ы] • ctg ̂  

To jest Rieszova interpolační formule pro polynomy o reálných 
koeficientech; nyni Riesz napíše formuli pro /• (<p + </>), derivuje 
dle <p, položí <p = 0 a obdrží pro polynomy s reálnými koeficienty 
známými již obraty 

|/-'(V0|^/2-W, 
když (/• (x)| < M. Že tatáž věta platí i pro polynomy trigono
metrické s komplexními koeficienty, dokážeme vycházejíce ze 
vzorce 4* a užívajíce úplně téhož postupu jako dříve. 

7. Větu Bernsteinovu lze rozšířiti i na polynomy trigonome
trické tvaru , _ „ , . ';» n ,^\ J 

(a„ cos a„ <p -f- b„ sin /? <p) + .. 
kdež á„, /?„ jsou čísla lomená a an největší z nich. 

. Je-li pro všechna <p 
\f'(9)\^Mf 

pak jest i pro každé reálné N 
\f-(N<p)\^M. 
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Volme nyní za N nejmenší společný násobek jmenovatelů 
zlomků am /?„, an_i, pn-\ . . . a položme <p = IVr; 

i jest f'ÍNv) = (an cos Nan % + bn sin N §n r) + . . ; 

-V/' (NT) = — IVan an sin Nan T + Nbn/?„ cos Nfin% + .. , 

takže \Nf'(NT)\^NanM 

a posléze |/' (<p)\ <I a„ Aí. 

8. Dosaďme ještě ve vzorci na počátku 6. odstavce z = e^; 
p a k fie<?) = (AttCosn<p + BttSmn<p) + .. + A0 

~ F' (<pk) : nn<fk ev—erk 

jest tedy f(ev) polynom postupujících dle hyperbolických kosinusů 
a sinusů, F (<p) jest polynom stupně 2/2 v er. Poněkud obtížné 
jest určení vhodného polynomu F (<p)f musí totiž — jak z pře
dešlého patrno — býti 

d (F (<p) : en<?) n ' 
—-—— = 0 pro <p = 0. 

d<p 
Podmínce této hoví polynom 

cos 4 n are cos a e2 

při vhodně voleném a; pak jest 

yk 2A: 1 
ae 2 = c o s ^, / : = 1, 2, . . . 2/2 

8n 
22Ar—1 c o s 2 — 5 — n 8/2 

a» . * 

d(F(e^);en^) 2ane~2 . , i 
—-—-— ' = , ,•=--: sin (<p/j are cos ae2) — 

— /2 (cos 4/2 are cos a e 2); 

rnutno tedy řešiti rovnici 

,, • sin 4/2 are cos a — n cos 4/2 are cos a = 0, 
V l — a* 
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která substituci a = cos a přejde v rovnici 
# (a) = 2 ctg a sin 4/2 a — cos 4 // a = 0. 

Poněvadž á>(—) = 1, • < P / - ^ ) = - cós — - - , 
\4/i/ \4/z — 1 / 4/2 — 1 

jest kořen této rovnice (a sice nejmenší) obsažen mezi 
71 71 • 

4/2 4/2—1 
Na př. když n = 4, jest a = 11°37', # (a) = + 0 0 0 0 3 3 , 

když n = 5, jest a = 9° 13ř56", $ (a) = + 0 0 0 0 3 9 . 
Ještě nutno určiti F(<*>*); jest 

<fk 
' ^ 2 a / Z é > 2 *>* 
/•' (<jpA) = . sin 4/2 are cos a Č T = 

2A:—1 
c o s - a T r n i 9^—1 

= 2/2. ±l—sm(k~±)n=2nctg——7t.(-\y+K 
. 2A:— 1 2 8/2 

sin —-r— TI 
8/2 

Derivujme rovnici 
2л 

'•<» + *) = 2 / " < * + ' » * > l ? 7 ^ ^ 

dle 9>>a polome pak */> = 0; pak jest 
•N 2n 

T(v)=^p2I^+^) F T 4 
(— 1)*+* 

£ " * * O- o Фk 

Sin24г 
2n \ 

c o s 4 / 2 a ^ / , X 4 i . / i , x . „M , 2*—1 1 
8/2 T 8 * Sin '-^-

*" i 
Určíme především 2 L — a t o t a k* ž e v derivaci loga-

«' s i n 2 ~ i r 
ritmieké derivace cos 4/2 are cos a e — položíme y = 0, a = cos a; 
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i jest 

2л 
' ^F 1 __ 4/?*ctg2 a n igti a cos a 

4 ^ s j n 2 yk cos2 Ana sin5 a 

Vyšetřrne dále horní mez výrazů 

:2л 2Aг—1 

f ^ * t g 5 P * = ^ ^ _ . t g ^ L _ i ^ , Xr-=l,2,. . .2/i; 
cos2" a 8n 

cos 2" <p tg _P 
ta bude rovna nebo menší než maximum funkce T

9„ • vin-
# . » 4 « - l c o s 2 S K 

První derivace této funkce jest cos 2/?-2y ( 1 — 2 sin* y); extrém 

\ v daném intervalu jest pro sin <p = y y - ; jest to maximum, po

něvadž o druhé derivaci platí —4/zsin <p cos 2 "- 1 <p < 0. 

Je tedy envk\g<pk vesměs menšf než 

í i _ ± ) D _ J L _ . 
I 2nl ]/2lT-=Í-

c o s 2 n a 
Je-li tedy \f (y + <?k)I^M pro £ = 1, 2 2/iy 

jest 

i / ' (</,)!< l c o s 4 / I C [ l ^ 2 / * ; * i**2 c*g*g 

1 2/1 j/2/i— l * cos2" a IcosM/ia 
л tg л a cos a 

sin3 
cosa\ 
a / 

Лí. 

Výraz v oblé závorce vzhledem k rovnici 0(a) = O lze na
hraditi výrazem 

Л2 Л 

sin24 na 
tgл acos a 

sin8 a 
л* л 

•xA 

Л2 Л 

sin24 na 
tgл acos a 

sin8 a sin2 4л a 2sin2 a ' 

.ze 

rt1> |cos4лa| І-.-ÄГ 1 / л 1 

7" 
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Je—li n dosti velké, jest 

V-TT-̂ T CVÍ f2n, 

('-TnhfJ' 
1 / 71 n \ 71 71 

2 \4/2 4/2—1/ 4/2 32/22 

cos 4 /2 a oo — 1, 
. . n sin 4 /2 a oo , 

8/2 
Jí -; 7T 

Sin a CVD , 
4/2 32/22 

cos2" a cv> 1, 

* ( « ) ~ —» * 
8/2 

takže„pro velká /2 jest:. 
í f(^)K?nM, 

3 2 A 4 
kdež g„cv) *f n2 = 13905 . . . /2T. 

tt*j/2e 
Když /2 = 4, podává tento vzorec g„ = 45, přímý výpočet 51, 

když n = 5, dává tento vzorec gn = 78, přímý výpočet 83. — Bylo 
by as možno vhodnou volbou polynomu F (9) mocnitel při rt 
i koeficient q„ snížiti. 

9. Budiž/ (9) funkce všude spojitá s periodou 2n\ vyšetřmé 
limitu 1 

- 2n-H cos (n + --j-) 9 
^^TT.2^1)^1^^) — ' 

2 / 1 + 1 1 s i n ' ' - * * 
2 

2&+1 % = rc, k= 1, 2,. . . 2/2+1, lim/2 = oo. 
2/2+1 

předevSím jest 
', 1 , . 2.Í+1 / x 

cos (n+— 9) sin — 5 — (c/> - 9*) 
d =(_iyn-t ^ 

*(І-JŁ) . 9—9k 
2 

= c05 л (9—9>*) + COS (/2— l) (ÿ — 9Ù + . . . +cos fø — yÄ)+l = 
=-CoS П ÇP COS П <pk+ SІП /2 ţp SІП П 9k+ COS (/2 — 1) <p COS (/2 — 1) 9k+ 

+ßiђ (п — 1) 9 sin (n — 1) <jpÄ+ . . . cos 9 cos ̂  + sin 9X + 1, 



15. 

taktéž výraz 

27-ы cos (n+-ү) ҷ> 

2 — ^ Г - Í -O^. /Ы 
k=ì sin 

V — Щ 

lze nahraditi trigonometrickým polynomem 

ao + 2 (a* cos * <p + bk sin £ y). 
k=\ 

Avšak konvergence interpolace prováděné pomocí trigono-
metrickýcfi polynomů v případě aequidistantního dělení (jen velmi 
málo různého od našeho) byla vyšetřena Faberem (Mathem. Annalen 
1910, LX1X, pag. 417 a n.); výsledky jím odvozené platí i zde: 
stačí jen dokázati, že výraz 

. 2/2+V 

gn 
1 2n+l 

2л+l 

sin (9-9k) 

sin 
9 — 9k 

s rostoucím n pro hodnotu 9 ležící mezi «/>, a <pt nevzrůstá rychleji] 
než Iog/i. 

I jest 

gu^ 
1 1 

+ ; 
1 1 

2 n + 1 ' Sin l(y-y.>l 2 w + I
 Sj„ ly - ^ 

2 2 

+ 
1 2n+l 1 

2л+l 
sm ~ 

9 — 9k\ 

1 _ _ 2 _ _ , 1 2 _ , 2 y ' _ J 
2/1+1 * |«p—fxl + ' 2 / . + l ' |«p-'/'sí

 + 2,7+1 * _•) k>-«/>*| 
3 

avšak 

Iv — 9Pi| ._S |9>« — »»i|= 
2я 

2 л + l 
2я 

2 л + l 
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1akže 

i ' r^-i i 2Ar+l bn , 
\9 — 9k\^\p%— 9k\= ——: " — — r r . * = 3 , 4 . . . . 2 / / + 1 , 

2/1+1 2/1+1 

2и+l 

1 2 „ , 2 -ю 1 <- - 2 0 _ . 2 "V 
^ " ^ oľГГÏ • ~ЧZГ • - + oZłľi" __ 2/1+V 2JT ' 2/2+1 - • i^AH-l (1Ш ____)„ 

\2л-M 9/I-V1/ 2/z+l ^2/1+1 2 / . + L 

-n+l „ _ 2n+l .. 

___ + 2 f-ii-- A + _L y _L 
- w + -£-2A:+4 - n + •« - A A- ' 

3 • 1 

odkudž patrno, že g„ nevzrůstá s rostoucím n rychleji než log n. 
I lze řfcí (Faber I. c. 422): „Aby 

2»+1 cos U + ~\tp 
Hm 5FFÍ 2 (" » w / <*-> - 7 ^ 4 — = / ^ • • •5) 

s i n i____ 

postač í , aby všude spojitá funkce /(y) v periodě 2rc byla 
schopna Fourierrova rozvoje ve smyslu podmínek Lipschitz-Dinio-
vých." 

I důkaz, jejž uvádí Faber 1. c. 423 a 424, lze snadno modi
fikovati pro naše aequidistatttnVdělení a pak jiná4 postačující pod
mínka pro existenci limity . . 5) zní: „Limita . . 5) existuje, když 
všude spojitá funkce o periodě 2 n definuje křivku y =/(<p) v in
tervalu 0 . . . 2n ve smyslu* Jordánově rektifikace schopnou." 

S u r quelques conséquences d e la formule d'interpolation 
de Lagrange. y 

( E x t r a i t d e P a r t i cl e p r é c é d e n t . ) 

Soit / (z) un polynôme de Tordre n9 F(z) un polynôme de 
l'ordre A 4 - ï et dont les zéros sont différents. Si Ton choisit, dans 
la formule d'interpolation de Lagrange, ce polynôme d'une manière 
convenable, il est facile de démontrer: 

1) si n est impair et |/(£)|.__i M dans l'intervalle 
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'on a, dans l'intervalle a<LÇ<Lb, 

| r ( ? + £ ^ ) | < ( „ + 1 ) ^ r : 

2) si n est pair et |/(?)l ^ .M dans l'intervalle 
\a+b\ \a — b\ n • -

+ J«+*L + l«=*Lcbs. -
2 ' . 2 * 2/1 ' 

on a; dans les mêmes conditions, 

f,(,,a+b\ ' 4M 
2 

3) On peut démontrer, de plus, un théorème analogue à un 
théorème de V. Markov (Math. Ann. 77., p. 258). 

4) On peut passer, par un simple procédé, à l'étude des 
polynômes trigonométriques et faire voir que même la formule 
d'interpolation de Riesz (jahresbericht der deutsch. Math. Ver 
XXIII, p. 354) se rattache à la formule de Lagrange; démontrer, 
de même, le théorème de Bernstein — sur la valeur absolue de 
la dérivée d'un polynôme trigonométrique — aussi pour le cas 
où les coefficients sont complexes. 

5) Étant donné un polynottre de fonctions hyperboliques 

/ ( ? ) = cin Cos n tp-\-b„ Sin<p + ...-f- a^ 

on a, dans certaines conditions, 

, ' • • l / ( y ) l < 13905...ni 

6) Enfin, l'auteur réduit la recherche de la validité de 

lim _ l _ y (_ \)k+lf(9k ) "»<*+*>*, 

2k+ 1 
Vk~~2n+~\n' * = 1 » 2 * - - - * 2 n + 1 » ncooo 

aux cas étudiés par Faber (Math. Ann. 49., p. 417). 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. Ročník LI V. 
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