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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY A FYSIKY 

ČÁST MATEMATICKÁ 

Faisceaux de Darboux et questions connexes dans 
l'espace affine courbe. 

V. Hlavat^, Praha. 
(Conférences tenues à l'Université de Bucarest.) 

(Reçu le 7 décembre 1936.) 

Introduction. 

Étant donnée une surface dans l'-espace plan à trois dimen
sions, on peut construire en chaque point régulier de la surface le 
faisceau de quadriques de Darboux. Parmi ces quadriques, il y en 
a une (d'ordre 4) privilégiée, à savoir celle de Lie, généralisée par 
M. Ôech pour le cas à plusieurs dimensions. Dans le cas général 
d'une hypersurface (non)holonome, plongée dans un espace à n 
dimensions à connexion linéaire générale (symétrique ou non), 
le problème analogue n'a pas été jusqu'alors étudié. (Dans le 
travail cité à la page 233 les auteurs ont étudié un cas particulier 
d'une hypersurface holonome, plongée dans l'espace projectif à la 
connexion symétrique.) La première partie de ce Mémoire est consacré 
à l'étude de ce cas général. Nous trouverons deux faisceaux de 
tenseurs1) quadratiques d'ordre 3 (2 dans le cas non holonome) 
dont chacun présente une certaine analogie au faisceau de quadri^ 
ques de Darboux. Dans chacun de ces faisceaux on peut privilégier 
un tenseur quadratique moyennant des conditions géométriques 
d'ordre 4 (3 dans le cas non holonome). .Nous appellerons ce tenseur 
,,tenseur de M. Cech". 

Dans la seconde partie de ce Mémoire nous étudions en détail 
le problème de la normale affine de l'hypersurface (non) holonome 
en jeu.2) En particulier nous construirons un faisceau linéaire de 
normales affines d'ordre 3 (2) dont Tune est intimement liée au 
second des faisceaux de tenseurs, mentionnés plut haut. Chaque 

*) Nous appellerons „ tenseur" chaque grandeur symétrique ou non 
symétrique. 

2) Cfr. le travail de l'auteur cité à la page 243 et de plus la Note dans 
Kon. Akademie van Wetenschappen te Ainsterdam, 38, 738—743 (1935). 
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normale d'ordre 3 (2) induit dans l'hypersurface une connexion 
d'ordre 3 (2), dont quelques unes constituent un système, dont des 
éléments sont définis moyennant un nombre réel z. La valeur 
z = 0 nous mène aux équations bien connues de Mainardi-Codazzi. 

On sait bien que si l'espace ambiant est un espace métrique 
(conforme), on peut construire une direction orthogonale à l'hyper
surface en jeu, quelle qu 'e l le soit la connexion mét r ique de 
l'espace ambiant, pourvu qu'elle soit déduite d'une métrique 
quadratique qui conserve l'orthogonalité à l'hyperplan tangent de 
l'hypersurface. Dans le cas général affine que nous étudions dans 
ce Mémoire, une telle construction, indépendante de la connexion 
de l'espace ambiant, est impossible. En effet," nous démontrons à la 
fin de ce travail que l'on peut transformer — moyennant une trans
formation affine d'ordre 3 (2) de la connexion correspondante — 
n'importe quelle normale d'ordre 3 (2) en n'importe quelle autre 
normale d'ordre 3 (2) donnée d'avance. Autrement dit, toutes les 
normales d'ordre 3 (2) sont équivalentes du point de vue affine. 

Le Mémoire présent nous servira comme base à l'étude — 
déjà rédigée, mais pas encore publiée — du cas plus général d'une 
hypersurface (non)holonome, plongée dans l'espace projectif à n 
dimensions, à connexion projective générale (symétrique ou non 
symétrique).3) 

(1) Notions fondamentales. 

Désignons par xv 4) des coordonnées curvilignes d'un espace Ln 
à n dimensions, doué d'une connexion aux coefficients TV» Ima
ginons donnée, dans Lni une hypersurface Xn_i moyennant les 
équations paramétriques 

sť = af(ÿл+1, . . ., ÿ 2 и _ 1 ) . (1,1) 

Ici et dans la suite nous n'envisagerons que des points de Xn_i, 
où la matrice 

dx1 dxn 

+ 1 ' ЭŽЛ 

дx1 

дyn + i 

дxn 

дy f2n—ľ* " dy f 2 n — 1 

(L2) 

8) Cfr. Bortolotti-Hlavat^: „Contributi alla teoria délie connessioni I." 
(Annali di Matematica pura ed applioata, Ser. 4, Tomo 15, 1--—71, 1936—37.) 

4) Des indiees grecs parcourent les symboles 1, 2, . * ., n. Des indices 
latins (à l'exception de so, y,z) parcourent les symboles n -f 1, . . ., %n — 1. 
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est du rang n — 1. Il s'ensuit que les n — 1 vecteurs contrevariants 
de Ln 

u'(y)=d4 a; 3a) 
sont linéairement indépendants. D'autre part, il est bien connu que 
si l'on envisage non seulement des transformations des coordon
nées xv, mais en même t emps aussi des transformations des coor-

dxv 

données y*, les --r-—; constituent, par rapport à ces deux familles 

de transformations, un tenseur mixte, dit tenseur-unité de JX"̂  i. 
C'est par cette raison que nous écrirons aussi, à côté de (l, 3a), 

u«(y) = %- <--»>> 

Il est bien connu qu'une hypersurf ace non holonome X%—i peut 
être définie moyennant n—1 champs vectoriels contrevariants, liné
airement indépendants que nous voulons désigner par Uv(x). Pour 

a 
ne pas restreindre la généralité du problème, nous sommes forcés 
d'admettre, à côté des vecteurs Uv(x), des vecteurs 

a 

U'(x) = Aa»(x) U'(x) (1,4) 
a' b 

comme équivalents. Ici Aa'
b(x) est n'importe quel système de fonc

tions scalaires des xv, au déterminant 4- 0. Ces équations mêmes 
nous font voir que l'ensemble des fonctions U(x) constitue un 
tenseur mixte, dit tenseur-unité de l'hypersurface non holonome 
en jeu. Nous le désignerons par Ua

v(x). 
Afin que nous puissions traiter le problème concernant l'hyper-

surface holonome en même temps que celui de l'hypersurface non 
holonome, nous ferons des conventions suivantes: 

a) Xn
n—i désignera ou bien Xn—\, ou bien XJJ—i, 

b) Uv-
ü'(x) 

Щy) 

-^л—1 

• pour une , 
X

я
—i 

ř7.'(íг)l 
-V(y)j 
дy*' 
дy*> 

-%rП 

-A
я
_i 

v
 pour une v > 

-л-я—1 
дгŕ Ab'

a = үj, ppuř une X
я
_i, °> A"a' = W 

tandis que les mêmes symboles désignerons n'importe quel système 
des fonctions scalaires des xv pour une Xj—i. Mais en tout cas nous 
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supposerons 
Ai = Dét | Ab"' | # 0. «) 

I 7>r*' I 

дxx фo, 

Par les mots changement du repère" de Xn—1 nous entendrons 
une transformation des coordonnées j / * pour une Xn_i, ou bien 
une transformation (1, 4) pour une .X£_i. 

77 * 
i a Ђx* 

d) э„=!; d* 

Xn—\ 
pour une 

Xn_i 

Si p^ est le symbole de la dérivée covariante par rapport à la 
connexion de l'espace ambiant Ln, nous écrirons p« pour Ua

xvx 

Va = tfaV*-
Remarque. Partout, où nous voudrons accentuer que les U sont 

à envisager comme vecteurs de Ln (ce qui sera parfois nécessaire 
dans l'analyse) nous écrirons Ux en réservant les symboles Ua

x au 
a 

cas où les U sont à regarder comme constituant le tenseur unité, 

(2) Grandeurs fondamentales. 

Si le vecteur ex désigne n'importe quelle solution du système 

W A = 0, (2,1) 

la solution la plus générale de ce système est manifestement 

*ex = fex, (2,2) 
/ étant n'importe quelle fonction de position. Cette équation sera 
dite dans la suite ,,le changement du facteur". Si une expression <& 
change à cause de (2, 2) en 

Vp = /*<*>, (2,3) 

nous dirons quelle est du degré d = z. Ainsi par exemple le tenseur 

Pab _= Ub
xdaex — rx{Ua»Uh

xe, _. Ub*yaex (2, 4a) 

est du degré d = 1 
\P«6 = /P«*. (2,4b) 

Si en particulier d = 0, nous dirons que l'expression en jeu est 
in t r insèque . En voici un exemple, dont nous aurons besoin 
plus tard: Soit Tx le déterminant, multiplié par (—1)*+1, que l'on 
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obtient de la matrice (1, 2)5) en y supprimant la colonne 

uUi 

Uгn—i 
Cela étant, désignons par 'Tx ce que devient Tx dans un système 
nouveau de coordonnées xv', si Ton change en même temps et le 
repère et le facteur: 

*ÏV = AeAi-^T9'~, 
dx*9 (2,5) 

U* = Dét. ' 3af ' 
dxx 

Tx est donc intrinsèque. Son poids extérieur (c'est-à-dire l'exposant 
de Ae) est pe = 1*) Son poids intérieur (c'est-à-dire l'exposant 
de Ai) est pi -= — 1. Les nombres d, pe, pi constituent ce que nous 
-appellerons „la caractéristique" de la grandeur en jeu, et désigne
rons par (d, pe, pi). Donc, Tx est à la caractéristique (0, 1, — 1). 
Un autre exemple d'une grandeur intrinsèque est livré par le tenseur 

Hab = WdaTx — rxjUaWT, (2, 6) 
à la caractéristique (0, 1, — 1). Ici et partout dans la suite nous 
supposerons que le rang de Hab soit n— 1. Il s'ensuit que Pab est 
de même rang et de plus que Von peut construire les grandeurs 
inverses Pab, Hab suivant la loi 

pabPac = Pbapca = ôcb} 

HabHae = HbaHea = àb, (2, 7) 
où ôc

b est le symbole bien connu de Kronecker. La caractéristique 
de Pab est (— 1, 0, 0), tandis que Hab est à la caractéristique 
(0, — 1,1). Le déterminant H de Hab est à la caractéristique 
[0, n — 1, —(n + 1)] et par conséquent 

tx = TxH n + 1 est à la caractéristique 10, ——-, 0), 

dx* 5) Si l'on'a affaire à une KJJ_i> on a à remplaicer l e s — dans (1, 2) 

par TJa. La grandeur Tx est analogue à celle, (désignée aussi par Tx) 
-employée par MM. Schouten et Hàantjes dans leur Mémoire „Zur allge-
meinen projektiven Diffërentialgeometrie". [Compositio Mathematica, 8-
1—51 (1936).] 

8) Pour éviter tout malentendu, nous remarquons expressément que 
les indices e et i dans pe, Aê et p^, A^ ne sont pas des indices de cqvariance 
et ne signifient que l'abréviation pour „extérieur** resp. „intérieur". 
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_1 
n+í hab = HabH est à la caractéristique 

. 1 

h<"> = HabH"+1 

h = Dét httb — H* 
2__ 
+ 1 

("'ІГ+T'0)' 
(2,8) 

- (°^H-
Remarquons en passant que grâce à l'équation 

Ua
xTx = 0 (2, 9) 

qui est la conséquence de la définition de Tx on a non seulement 
UaHx = 0, (2,10) 

mais en même temps aussi 
i_ 

hab=WVaTxH n+1 = 
L (2, 11) 

= H n+1 (Ub*daTx — rx/Ua>'Ub*T,) = UbWatx, 

ordre oгdre 
d (cas hol.) (casnonhol.) d 

љ г*i 

\UЛ' 1 0 0 0 0 
Єд 1 0 1 0 0 
Pab 2 1 0 0 
pab 2 — 1 0 0 

\тx 
1 0 1 — ì 

Hab 2 0 1 — ì 
\H*b 2 0 — 1 ì 

г 2 ' 0 2 0 г 2 ' 0 
n+ 1 

0 

ÌҺab . 2" 0 2 0 ÌҺab . 2" 0 
n + 1 

0 

\h*Ь 2 / 0 2 
n + 1 

0 

г ' 2 0 
2 ( n — 1 ) 

n+ 1 — 2 

г 2 — 1 
2 . 

г 2 — 1 
n + 1 0 
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et que si Ton tient compte de (2, 7) et (2, 8) on en déduit 

h«bhae = hb«hca = ôc
b. (2, 12) 

La dernière notion, dont nous aurons besoin plus tard et que 
par conséquent nous introduirons en ce lieu et celle de l'ordre: 
Si la construction d'une expression exige effectivement l'emploi du 

symbole dUi. . . dUp (ou bien --— -r—1, mais si les symboles 

3a... . . da (ou bien —J pour q > p n'y interviennent 

pas, nous dirons que cette expression est d'ordre p. 
Dans la figure (p. 234), le lecteur trouvera non seulement 

l'ordre des grandeurs jusqu'alors déduites, mais en même temps 
aussi les nombres qui constituent leurs caractéristiques. (La fonction 
t, qui figure dans la dernière ligne, est définie par l'équation (9, la).) 

(3) Cas non holononie. 

Dans ce §, nous ne traiterons que le cas d'une hypersurface 
non holonome, en cherchant un faisceau de tenseurs quadratiques 
du rang n que l'on peut adjoindre au point examiné de l'hyper-
surface, de manière que sa projection dans tx nous conduise aux 
directions asymptotiques. Le rang de h étant n*—1, on déduit 
facilement de (2, 11) que le rang du tenseur p f̂o est ou bien n, ou 
bien n — 1. Dans le premier cas, le tenseur du rang n et d'ordre 2 

a^x = vM (3, 1) 

est à la caractéristique 10, , 01 et sa projection dans tx, 

à savoir 
apxUafUb* = hab 

nous mène aux directions asymptotiques. Qt si w est n'importe 

quelle fonction à la caractéristique 10, ——=•, 0), le faisceau de 

*aMx = a^x + w tptx (3, 2) 
jouit des mêmes propriétés que le tenseur a^x lui-même, pourvu 
que w ne soit une des racines de l'équation 

Dét. \alix + wtlltx\ = 0. 
Examinons maintenant le second cas, où le rang du tenseur 

(3, 1) est n — 1. Le cas échéant il n'y a qu'une seule solution n9 du 
système 
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ev = \ x 
* \ np 

nxyjx = 0, nxtx = 1 (3, 3a) 

e t cette solution est d'ordre 2, ayant la caractéristique (0, 0). 

Nous nous en servirons pour démontrer que le rang du tenseur 
(3, 2) est n pour w =f= 0. Introduisons à cet effet les grandeurs 

pour x = a 

pour x = 2n 
[x = n + 1, . . ., 2n) 

e t les expressions -

Axv = e"e* *a^, («, y = w + 1, . . ., 2n). 

On a en particulier 
Aab = Aa&, -4-. 2» = d s 2 ^ 

e t par conséquent le déterminant de Axy peut être écrit 

hab \ 0 . 
Dét | .4W | = = wh. 

І 2 n c | W I 

Parce que le rang des déterminants de *aA4A et de Axy est manifeste
ment le même, la dernière équation prouve notre assertion. 

Pour privilégier un des tenseurs (3, 2), introduisons avant tout 
le tenseur de courbure R ^ et celui de torsion # „ / de l'espace 
ambiant Ln 

Ѓ)' Ѓ) 
J*a>џX ^ 1 "? ~ I Лco Я~~i "**-* "T~ -***/* IЛcu J <xco J i dx1* *" Am dx™ ~ ^ ' "" ^ """ Aa> "* aû> * AA< 

^ a y i = = •* [eo/*] = = ~~T \J wt* A*40 / 

e t de plus, le tenseur dans Ln 

hXv = h«bUa
xUh

v. (3,3b) 
Cela étant, remarquons que l'identité bien connue de Padova-
Bianchi nous donne 

* * ^h^xvwy^x = h^R^U + 28mfpJx), (3, 4a) 
d'où il suit 

h°>xpmpjx == h"xpMpJx + 2h<*xv[a>Vrttx = ( 3 4 b ) 

= h^ip^pJx + R^xvtv + 28mfpJx). 
D'autre part , en tenant compte de (2, 11) et (3, 3b), on trouve 

hmXpJx = habhab = n—l. (3,4c) 

Or, les équations (3, 4) et l'équation du faisceati en jeu 

%»A = Piitx + wtptx t (3, 5) 
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nous autorisent à écrire 

A"1j7»*a#a = h^dfcVptx + wtrfvh) = 
= h<oXptÂymh+(n — l)wttÂ+ (3,6) 
+ h°>x(RmiÂx*tv + 2SmfVah). 

•Cette équation peut être simplifiée à cause de (3, 4c), d'où Ton 
•déduit 

A*V#-Mi = — (VJ*°X) V»h. 
Nous pouvons donc écrire, grâce à (3, 6) 

iPh^yfavx = — iP(v,Mx) V<»tx + (n — 1) w + (3, 7) 
+ n^*x(RmMxX + 2SmfyJx). 

Parmi des tenseurs du faisceau (3, 5) il y en a un privilégié, pour 
lequel le vecteur h^y^a^x dans l'espace affine plan (Rmfix

lf= 0) 
^t sans torsion (SmfS = 0) soit incident avec n*. C'est le tenseur 
«défini moyennant (3, 5), où 

w = —i-r n^fji*x) yJx. (3, 8) 
n ' M. 

En effet, si l'on substitue cette valeur dans (3, 7), on obtient 
n ^ V . % 1 = nJ>h<°x(Rmttx% + 2SmfpJx), (3, 9a) 

d'où il suit pour l'espace plan et sans torsion 
n^«V»*a*a = 0. (3, 9b) 

Le tenseur hmX étant d'ordre 1 pour une Xn—i, la fonction w, définie 
par (3, 8), et par conséquent aussi le tenseur privilégié sont d'ordre 
deux: 

A chaque point d'une X"—i,où le rang du tenseur yjx 
«est n—1, on peut adjoindre un faisceau de tenseurs 
•quadratiques (3, 5) d'ordre deux, du rang n (pour w 4= 0). 
Parmi ces tenseurs, il n'y en a qu'un d'ordre deux, pour 
lequel résulte valable l'équation (3, 9a). C'est le tenseur 
-qui correspond à la valeur (3, 8). 

En suivant l'analogie du cas classique (d'une surface holonome 
dans l'espace plan à trois dimensions) on pourrait appeler „faisceau 
de Darboux" le faisceau (3, 5) et le tenseur privilégié „tenseur de 
M. Cech". Mais remarquons expressément que dans le cas classique 
le faisceau de quadriques de Darboux est constitué par des quadri-
ques d'ordre trois et la quadrique de Lie (généralisée pour n > 3 
par M. Cech) est d'ordre quatre. C'est par cette raison que nous 
n'adopterons pas ces dénominations dans ce cas, en les réservant 
pour d'autres faisceaux, étudiés dans des §§ suivants. (L'abaisse
ment de l'ordre dans notre cas est dû au fait qu'une hypersurface 
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non holonome nous permet de construire l'hyperplan tangent., 
dans n ' impor te quel point de l'espace ambiant, tandis que des-
hyperplans tangents d'une hypersurface holonome n'existent que 
le long de l'hypersurface en jen.) 

(4) Cas général. Premier faisceau de Darboux. 

Dans ce § nous reprenons le cas général d'une X^Li dans Lny 
en cherchant un faisceau de tenseurs symétriques, quadratiques, 
du rang n, adjoint au point de l'hypersurface en jeu de manière 
que sa projection dans tx nous conduise aux directions asymptoti-
ques. Cherchons à cet effet la solution a^x = ax^ du système 

a^xUa^Ub2" = h{ab) = Y (hab + ^ a ) ' (4> *> 

En désignant par ^a^x = °axn n'importe quelle solution de (4, l ) r 
la solution la plus générale peut être écrite 

a^x = % A + Pttx + pxtp + wtjx, (4,2> 
Pft étant n'importe quel vecteur à la caractéristique (0, 0, 0) et w 
n'importe quelle fonction de position à la caractéristique 

Pour fixer le vecteur p^ d'une manière convenable-, 

nous introduirons les tenseurs 

aabc = Ua^U^UcW^a^ °aabc = Ua-UfUfyo'a,*, (4, 3> 
liés par l'équation, déduite de (4, 2) et (2, 11) 

aabc = °aabc + hacpb + habpc (4, 4> 

(Pb = Ub
xpx), 

d'où il suit 
habaabe = 0aabch

ab + npc. (4, 5> 
La condition nécessaire et suffisante pour avoir 

habaabc = 0 ' (4, 6> 
est donc 

Pc = °aabchab. . (4, 7a> 
n 

Désignons maintenant par "p,, n'importe quelle solution du système 

——°aabch<"> = oV2V (4,7b> 
n 

et par (*) n'importe quelle fonction de position à la caractéristique 

Or, la solution la plus générale de (4, 7b) est» 

11 1111 JJUl l/O l | 

Ь^тĄ 
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manifestement 
ft. = % + (*) ',. (4, 7c> 

Si nous convenons d'écrire (*) pour chaque fonction de position 

à la caractéristique (0,—T~T> 1̂ n o u s obtenons de (4,7c) et 

(4,2) 
a^x = %A + °pjx + 0pxt» + (*) tjx. (4, 8> 

En partant de la solution °a^x de (4, 1), nous sommes parvenue 
au tenseur (4, 8). Examinons maintenant l'influence exercée au 
résultat (4, 8) par le choix particulier de la solution ^ A . Partons à 
cet effet d'une autre solution particulière °â A* = ° ^ * de (4, 1). 
Les tenseurs °aMx et °â A* sont liés par l'équation 

°a^x* = %A + X/itx + Xx*„ + (*) tjx, (4, 9> 
Xp étant un vecteur à la caractéristique (0,0,0). Il s'ensuit en 
premier lieu 

oaabc* = UsUfU/yfa,** = °aabe + haeXb + habXe 

(Xe= UfX,), 
et par conséquent 

pc* = ——°aabc*hab = pc — Xc. (4, 10> 
7b 

Si l'on désigne par 0p/«* n'importe quelle solution du système 

— — °aabc* ha» = Ufp„* (4, 11> 
71 

la solution la plus générale peut être écrite, grâce à (4, 10), 

JP,* = °2V* + (•)*, = «P, ~XM+ f%. (4, 12> 
fen substituant cette valeur dans 

aMx* = %A* + pftx + px* t» + (*%tk (4, 13> 
on obtient 

habaabe* = 0, (aabc* = UsUfUfy.a,**). 
D'autre part, si l'on tient compte de (4, 8), (4, 9), (4, 12) et (4, 13> 
on peut écrire 

aMx* = 
= Oa^x+Xr tx+Xx t, + (% — XJtx + (°px — Xx% + (*%tx = 
=>a*i+(*)Vx. (4,14> 

Or, quelle qu'elle soit là solution particulière de (4, 1), dont on se 
sert pour construire le tenseur correspondant, on parvient toujours 
à un des tenseurs du faisceau (4, 14). Cette solution particulière, 
dont on est parti, est manifestement d'ordre 2 dans le cas holonome 
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{d'ordre 1 dans le cas non holonome) et par conséquent, le vecteur 
^p^, défini par (4, 7) est d'ordre 3 (d'ordre 2). Or le faisceau en jeu 
-de tenseurs (4, 14) est d'ordre 3 (d'ordre 2). Nous voulons examiner 
le rang de ses éléments au point de l'hypersurface, où le cône de 
-directions asymptotiques 

hab dy* dj/6 = 0 
n'est pas dégénéré. Cela revient manifestement à la supposition 
«que le rang du déterminant aux éléments h(ab) soit n — 1. Gela 
posé, introduisons les grandeurs 

pour x = a 

pour x = 2n 

(x = n + 1, n + 2, . . ., 2n) 

31* étant n'importe quelle grandeur à la caractéristique (0, ,0), 

qui satisfait à M% = 1. Les grandeurs ev, linéairement indépen-
m 

«dantes, donnent naissance aux expressions 
Axy = eP&ap\, Axy* = e^a^x* 

x'y x y 
(x, y = n + 1, . . ., 2n) 

telles que 
Aab = Aab = h(ab)> Ax%n = AX2n + à2n

X( ) = A^z • 
On en déduit que 

Dét' | A*y* | = Dét | Aw | + (*) Dét | hm |. 
Grâce à la supposition faite sur le déterminant aux éléments h^b), 
nous voyons que le rang du déterminant aux éléments A^* (ou 
bien, ce qui revient au même, le rang du déterminant aux élé
ments a^*) est égal à n, si (*) n'est pas la racine de l'équation. 

Dét | An | + (*) Dét | h(ab) | = 0 . 

A chaque point d'une X£li, où le cône de directions 
asymptotiques n'est pas dégénéré, est adjoint un faisceau 
•de tenseurs quadratiques d'ordre -3 (2 dans le cas non 
l o lonome) du rang n en général, constitué par des ten
seurs symétriques, satisfaisant aux équations 

a^xUa^Ub1 = hm f 4 1 5v 
aabehab = 0, (aahc = Ua^U^Ue^^^h K ' ' 

.Nous appellerons ce faisceau eh question „premier faisceau de 
Darboux". 
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Remarque: Les tenseurs du premier faisceau de Darboux: 
étant symétriques même dans le cas non holonome, les faisceaux. 
(4, 14) et (3, 2) ne sont pas en général identiques. 

[(5) Suite. 

Nous voulons maintenant privilégier, moyennant des condi
tions convenables, un des tenseurs du faisceau (4, 14). Introdui
sons à cet effet les grandeurs mixtes 

hax = Vatx) °aabX = Ua^U^V^X (5, 1> 
et examinons le vecteur Wx qui figure dans 

wxhab = °aabx + Pbhax + °pxhab, (5, 2> 
le vecteur °px étant défini par (4, 7b). En posant we = Ue

xwx, on 
déduit de (5, 2) à cause de (4, 7a) 

we = 0 
et cette équation nous fait voir que wx est de la forme Wx = (*)txr 
la fonction (*) étant fixée par le choix particulier du vecteur °p^ 
Ce choix étant arbitraire (pourvu que soit satisfaite l'équation 
(4, 7b) par °p^) on peut fixer °p^ de manière que soit wx = 0. Pour 
cela il est nécessaire et suffisant que °pti soit la solution de 

°pxhab = — °aabx — Pbhax, (5, 3a) 
Pb étant défini par (4, 7a). Or, cette équation nous donne 

°-W = — ^—ï (°a«>* + Vbhax) h*b. (5, 3b> 
7b ——• 1 

Le vecteur °px ainsi fixé, nous choisirons pour (*) dans (4, 8) une 
fonction arbitraire, mais fixe que nous désignerons par w 

a,>x = % A + °Pffx + °PxtfM + wtMtx. (5, 4> 
En introduisant la grandeur 

aabx = UsUtfpjtpx, 
nous déduirons de (5, 4) 

aabx = °aabx + Pbhax + °pxhab + txUtfVaPt + wtxhab (5, 5a) 
et cette équation se simplifie, grâce à (5, 3a): 

aabx = (UtfVaPv + whab) tx. (5, 5b) 
D'autre part, si l'on pose 

< W = Ua^UfVtoapx* 
les équations (4, 14) et (5, 5b) nous donnent 
'~~ aabx* ̂ [U^Va^+ (w +\*))hab'\tx. (5,6) 
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Si, en particulier, on pose 

(*) = — —î-r &>UW°PM — w (5, 7a) 
7h ——~ .1 

on obtient 
h*baabx* = 0. (5,7b) 

En partant du tenseur a^x, défini (moyennant la fonction w) par 
(5, 4), nous sommes parvenus au tenseur a^x*, défini moyennant 
{5, 7a) et (4, 14), pour lequel (5, 7b) est valable. Examinons mainte
nant l'influence du choix de la fonction arbitraire w à ce résultat. 
Partons à cet effet d'une autre fonction arbitraire w et désignons 

î 
par l'indice 1, affecté en bas des symboles respectifs, les grandeurs, 
construites à l'aide de w. On a en premier lieu, en tenant compte 

1 
•de ce que le vecteur °pMi défini par (5, 3b), est indépendant de la 
fonction w 

% = °ÏV (5, 8a) 
•et en conséquence 1 

aMx = a^x + (w — w) tjx. (5, 8b) 
î î 

D'autre part, la fonction (*) résulte de l'équation, analogue à (5, 7a), 
î 

(*) = — — ^ h*Uifr*0Pr — *>, (5, 8c) 
1 M -• 1 

•c'est-à-dire, grâce à (5, 7a) elle-même, 
(*) = (*) + w — w. (5, 8d) 

î î 
En substituant cette valeur dans 

aMx* = a^x + (*) tMtx, (5, 9) 
1 1 1 

on obtient de nouveau 
h«baabX* = 0 (aabx* = UsUfpja,**). 

1 i i 

lies tenseurs aMx* et aMx* sont liés par l'équation, déduite de (5̂  8b, d) 
«t (5, 9) 

aMx* = aMx + (w — w + (*) + w — w) tjx = aMx*. 
1 1 î 

Or> quel qu'il soit le tenseur de départ, on parvient toujours au 
même tenseur aux*, satisfaisant à (5, 7b). Le vecteur ^ étant 
«d'ordre 3 (d'ordre 2 dans le cas non holonome) la fonction (5, 7a), 
qui nous conduit à ce tenseur privilégié est manifestement d'ordre 4 
(d'ordre 3 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire: 

Parmi des tenseurs du premier faisceau de Darboux 
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<(4,14), il y en a un seul privi légié, sa t i s fa i san t à l 'équat ion 
<5, 7b). I l est d'ordre 4 (d'ordre 3 dans le cas non holonome). 

Nous appellerons ce tenseur „premier tenseur de M. Cech". 
Le premier faisceau de Darboux n'est constitué que par des 

tenseurs symétriques. (Il s'ensuit que même le premier tenseur de 
M. Cech est symétrique.) Dans les lignes qui suivent, nous trou
verons un autre faisceau de tenseurs quadratiques, dont les élé
ments ne sont symétriques que dans des cas particuliers d'une 
hypersurface holonome dans l'espace ambiant à connexion (semi)-
symétrique. 

(6) Deuxième faisceau de Darboux. 

Le point de départ sera maintenant l'équation 
g#UfUb

x = hab. (6,1) 
Si h[ab] 4= 0, le tenseur gM\ n'est pas symétrique. Pour déduire 
quelques conséquences de (6, 1), nous nous servirons des notions, 
dont l'étude sera détaillée plus tard: Supposons connue une nor-

2 
maie affine Nv à la caractéristique (0, , 0), normalisée par 
l'équation 

NHX=1 (6,2) 
^t désignons par / $ / les coefficients de la connexion induite dans 
X%Li par cette normale. Remarquons expressément que les résul
tats, obtenus dans ce § et dans le § suivant ne dépenden t ni de 
la normale Nv, ni de la connexion indu i t e par ce t t e nor
male. La notion auxiliaire de la connexion induite nous permet 
d'introduire le symbole Da de la dérivée covariante mixte des gran
deurs (mixtes).7) L'application du symbole Da est bien connue 
et d'ailleurs peut être déduite de la formule pour DaUbv que nous 
•citons ici à titre d'exemple: 

DaUb
v = daUb

v + rXfA
vUbxUa» — rba

cUe
v =; yaU

v — Tha
cUc

v. (6, 3) 
b 

D'autre part, on sait bien que8) 
— habN' = DaUb'. (6,4) 

Les formules (6, 3) et (6, 4) nous autorisent à poser 
— hlab]N" = Sx/USUa" — 2 V (6,5) 

où 
— 2 V = a [ aE ly—r l b a fu e \ (6,6) 

7) Cette notion est due au fond à M. v. d. Waerden et M. Bortolotti. 
Voir (aussi pour le renvoi littéraire): J. A. Schouten-D. J. Struik „Ein-
fiihrung in die neuren Methoden der Differentialgeometrie I, (1935, Gronhx-

- gen), p. 93. 
8) Cfr. Hlavat^: „Induzierte und eingeborene Konnexion in den (nicht) 

Jiolonomen Râumen". (Math. Ztschr. 88, 283—300, (1934)). 
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"(Remarquons expressément que dans le cas holonome on a d[aUb]* = 
= 0 et par conséquent Tba* est dans Xn_i aussi par son indice v.) 
Un autre exemple d'application du symbole Da, dont nous aurons-
besoin plus tard est livré par la formule 

'Datx = Vah = hax. (6, 7> 
Il s'ensuit en particulier 

\2Uc
xD[aDb]tx = (Rmi*xvUa<»UbH, + 2Tab« pjx) Ue\ (6, 8> 

Cela posé, désignons par °^A n'importe quelle solution du système 
(6, 1). Le cas échéant, la solution la plus générale peut être écrite 
de la manière suivante 

ftu = "g* + Xjx + Txtp + (*%h, (6, 9> 
Xp et Yp étant deux vecteurs (à la même caractéristique (0, 0, 0)> 
pour le moment arbitraires, et (*) n'importe quelle fonction de 

position, à la caractéristique jO,——-, 0|. En introduisant le& 

grandeurs 
°gabc = Ua-UfUJpJg,* = UfUô

xDa°gti, 

gabc = UamUtfUfym g„x = UtfUe
xDa gMx, 

on peut déduire de (6, 9) en premier lieu 
gabc = °gabc + Xbhae + Ychab, (6, 10> 
(Xb= UfX» Ye = UfYJ. 

Calculons maintenant °g[ab]c, dont nous aurons besoin plus tard. 
En partant de (6, 1) (pour °gr̂ ) on en déduit à cause de (6, 4) 

D[ahb]c = D[aUbfU
x %x = (6, l la> 

= — hwiNWg,* — U[^ha]eN
XogMx + °g[ab]o 

D'autre part, si l'on tient compte de (2, 11), on en peut tirer 

D[ahb]c == D[a(Db]tx)Ue
x = — h[a{c\Nxhb]x + Uc

xD[aDb]tx, 

et cette équation devient, grâce à (6, 8) 
D[ahb]C = — h[aiCiN

xhb]x + (6, l lb> 
+ (\R^xvUa-Ubnv + Tab*pJx)Ue

x. 
Ôr, le rapprochement de (6, l ia , b) nous donne 

0Ç[ab]c = NthwiUfOgi, + h[alCi(Ubf%x — hb]x)] + (6, 12> 
+ ( i R^xvUa-Ubnv + Tab"yatx) Ue

x. 

Pour donner une forme plus symétrique à cette équation, nous-
introduirons la grandeur hxa définie, dans le cas holonome, comme 
suit:.hxa == hax si h[ab] = 0, tandis que si h\ab] 4= Q, hxa est n'importe 
quelle solution du système . . . . . ' . . 
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h* = Ub
xhxa.9) (6, 13a) 

Parce que, d'autre part 
hba = UflJJfvfo) (6, 13b) 

nous nous servirons de hxa pour définir le tenseur mixte Uj*V&v> 
qui n'existe pas dans le cas holonome, en posant 

hta=Ua<>vh. (6,13c) 
Cette équation nous servira aussi comme définition pour h*a dans 
le cas non holonome, où Uj'Viïi* e^ste et est bien défini. Cela posé 
nous pouvons écrire, grâce à (6, 5) et (6, 13) 

— Tba«Uc
xV«h = — h[ab]N%Xc — SxSUb

xUaoKc. (6, 14) 
En substituant cette valeur dans (6, 12) on obtient 

°g[ab]c = N*[h[ab](Uc"
0gxf* — hxc) + h[a^(Ubf°giÀx — hb]x)] + (6, 15) 

+ (\R^x¥Uc
xU + Sml!hv0) UfUtf. 

Cette formule, jointe à (6, 10), nous permet de calculer g[ab]e 

g[ab]c = NïhnHiUfOg* — hXc + Ye h) + (6, 16)̂  
+ h[a]e\(Ubf °^A — hb]x + Xb]tx)] + (\RorfUX + Sœi;hVc) Ua

mUtT. 
Parce que le tenseur 

9[ab]c — (i B.JU/U + SatSKc) Ua«Ub» 
ne dépend ni de la normale N9

9 ni de la connexion induite par cette 
normale, il en est de même avec 

N\h[ab](Ue«°gx» — hxc+Yc h) + (6 m 

+ - W * V V — hb]X + Xb]tx)]. ' 
Autrement dit, le tenseur (6, 17) reste toujours le même, quelle 
qu'elle soit la normale N9

9 pourvu qu'elle soit normalisée par 
N% = 1. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que 
soit 

hab^US^xp —hxc + Yeh) = Pabch^r ra\>cx, ,^ l g v 
^ia\e\[Utf°giiX— hb]x + Xb]h) = qabch — rabex9 

avec les tenseurs pabe, qabc et rabex convenablement choisis. Compte 
tenu de (6, 1) (pour Og^) et de (6, 13a), on déduit de (6, 18) 

hab] (Uc^gx? — hxc+ Ych) Ud
x = 0 = rabeXUd

x
9 

h[a\c\(Ubf
 0g»x— hb]x + Xb]h) Ud

x = 0 = — rabexUd
x
9 

et par conséquent rabêx est de la forme rabch. H s'ensuit que l'on 
peut poser 

UfOgxv — hxc + Ych^Pch ,fi 1 Q \ 
U/*giix-h<x + Xeh = Qch, [> ' 

9) Nous nous servirons plus tard de l'mdétennination de h^ qui 
résulte de cette définition (Cfr § 10). Pour le moment nous prendrons pour 
hfa n'importe quelle solution arbitrairement fixée. 
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où les vecteurs Pc, Qe dépendent du choix particulier de Xe et Yc. 
Nous choisirons ces derniers vecteurs de manière que résulte 

PC==QC== o, (6, 19b) 
c'est-à-dire 

U ^ - h ^ - Y t x ' 
U^°gfAx — hcx = —Xctx. i • / 

Ces équations qui définissent complètement Xe et Ye nous auto
risent à poser, grâce a (6, 16) 

g[ab]c = (iR^ux + sœf:hvc) ua<°ub« (6,20) 
et de plus, si Ton désigne par ^^ °F/I n'importe quelle solution 
du système 

Xe = UfXM, Ye = UfY» 
les valeurs de Xc et Ye étant tirées de (6, 19c), le tenseur g^x qui 
satisfait à (6, 20) est défini par 

ftu = °g,a + *XJX + °YX *„ + (*)tjx. (6, 21) 
Av^nt que nous abordions la question concernant l'influence du 

choix particulier de Og^x à ce résultat, remarquons ceci: Si l'on 
a affaire à une hypersurface holonome dans l'espace ambiant à con
nexion (semi)symétrique (h[ttb] = 0), on choisit naturellement 
pour VA-A un tenseur symétrique, °^A = 0gX/i, et par conséquent les 
équations (6, 19) nous autorisent à poser Xc = Ye. Il s'ensuit 
que dans ce cas particulier le tenseur g^x, défini par (6, 21), est 
symétrique. 

Le tenseur g^x en jeu, étant construit en partant de la solution 
particulière °g^x de (6, 1), nous voulons construire maintenant le 
tenseur analogue g^x*, en partant d'une autre solution particulière 

fya* = fya + Ptti + q*tP + (*%tx (6, 22a) 
où les vecteurs p^, q^ (à la même caractéristique (0, 0, 0)) sont 
complètement arbitraires.11) Le tenseur cherché sera; 

gf*x* = %X*+°Xt>*tx + °Yx*tfl + (*)tJx= * (6,22b) 
= °g,x + (0XS + p,)tx + (°YX* + qx% + (*)t,tx, 

où les Vecteurs Xe*, Ye* sont définis par les équations, analogues 
à (6, 19c), à savoir 

— Y* tx = UfOgxv* — hxc = (— Yc + qc)tx, 
— X* tx - Uc»°g,x* - heX = (-Xe + pc)tx. l ' ' 

Or, si Von désigne par °XM* et °YM* des solutions particulières du 
système 

. X* =-= UfXf, Ye* =- Ue»Y*, 
**) D.ans le cas symétrique nous supposerons p^ =- q , d'où résulte 

% . * " % . * • 

246 



on a 
°Xlt* = >Xlt-plx + ( • % , 
%,*=% .-?„ + (<%. [b'Zi) 

et par conséquent, l'équation (6, 22b) nous donne à cause de (6, 21) 
g„x* = °g„x + (%. + p^—pjh + (°YX + qx—qx% + («%*--- ,fi 9 M 

= ^ + (*M. (6>25) 

Quel qu'il soit le choix de la solution particulière °gr̂ , on retombe 
donc toujours à un tenseur de ce faisceau dont chaque élément 
satisfait à l'équation analogue à (6, 20). La méthode analogue 
it celle, appliquée aux cas précédents nous fait voir que les tenseurs 
du faisceau construit (6, 25) sont en général du rang n et d'ordre 3 
(d'ordre 2 dans le cas non holonome). Nous pouvons donc dire: 

A chaque poin t d'une X^i est ad jo in t un faisceau 
de t enseu r s q u a d r a t i q u e s d'ordre 3 (2 dans le cas non 
holonome) d u r a n g n e n g é n é r a l , c o n s t i t u é p a r des t enseur s 
s a t i s f a i san t aux équa t ions 

a) g^xUa^Ub1 = hab 
b) 9iab]c = ( i B.JUX + SmSK)Um"Uf - (6, 26) 

(gabc = UfUfUfytfei). 
Nous appellerons ce faisceau en jeu ^deuxième faisceau de Dar-
boux"12). 

Il est intéressant à remarquer que grâce à (6, 19c) l'équation 
(6, 21) nous donne 

Ufg* — hxc = — Yctx + Yetx = 0, 
Uc^x — hcx = —Xctx + Xdx = 0. [0>"} 

Ces équations nous serons très utiles plus tard. 

(7) Les trois faisceaux. 

Nous voulons maintenant étudier les relations qui lient les 
trois faisceaux (3, 2), (4, 14) et (6, 25). Commençons tout d'abord 
par le cas non holonome. Nous l'avons déjà remarqué que les deux 
premiers faisceaux ne peuvent pas être en général identiques car 
les éléments du faisceau (3, 2) ne sont pas en général symétriques. 
Il en est de même avec (4, 14) et (6, 25) car même les éléments de 
ce dernier ne sont pas symétriques. Il nous reste donc à examiner 
le rapport des faisceaux (3, 2) et (6, 25). Parce que le faisceau 

12) Nous aurons encore l'occasion de faire voir qu'à chaque choix 
particulier de hpe (dans le cas holonome non symétrique) correspond un 
faisceau de ce type et nous en privilégierons un par des conditions conve
nablement choisies. - . • • • • 
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(6, 25) ne dépend pas du choix particulier de ^g^x, nous prendrons 
pour ce tenseur le tenseur aMx9 défini par (3, 1), c'est-à-dire 

°g,*x=V»tx. (7,1) 
Cela étant, on trouve à cause de (6, 19c), (6, 13c) et (5, 1) 

I W J | , — hxc = — Yctx = 0, 
EVVJAI — hcX = — Xctx = 0. 

Or, le faisceau (6, 25) peut donc être écrit 

&.A* = VA + (*)MA 
et par conséquent les deux faisceaux (3, 2) et (6, 25) sont 
identiques dans le cas non holonome. 

Abordons maintenant le cas d'une hypersurface holonome 
dans l'espace ambiant Ln à connexion non (semi) symétrique (h[ab] =1= 
-4= 0). Le cas échéant (4, 14) et (6, 25) ne peuvent pas se confondre 
en général, car les éléments du second faisceau de Darboux ne sont 
pas symétriques en général. 

Il ne nous reste donc qu'à envisager le cas d'une hypersurface 
holonome dans l'espace à connexion (semi)symétrique (h[av\ = 
= 0, Sx/= S[x d/])9 où les éléments des faisceaux (4, 14) et (6, 25) 
sont symétriques. Prenons à cet effet pour ^g^x le tenseur a^x, défini 
par (4, 8) 

aMx = °gMx = <V + °pjx + °px U + C% '*• 
Le cas échéant le faisceau (6, 25) peut être écrit 

fca* = a* + °X^A + °Xx *„ + (*)WA. (7, 2) 
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux faisceaux 
en question se confondent est donc Xb = 0, où bien, ce qui revient 
au même, grâce à (6, 19c) 

hbx = U^a^x. 
Cette équation peut être écrite aussi 

Ub^x = Dbtx 
et les conditions d'intégrabilité illimitée de ce système se déduisent 
de l'équation DlaUbfa,* = DlaDb]h 
qui est équivalente à 

U[a
œ UbfV*>afX = a[ab]X = 

= J (*•*' — ^pi Ro>M«"ÔxV\ Ua^UbH,. + S„ U[% hb]X (7, 3) 

Compte tenu de (5, 5b), cette équation peut être réduite à 

ixD[apb] =- \ lRmt>t — ^ j BmlufdÀ Ua*Uft99 + SmU{: hb]x (7,4) 
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où dans ce cas particulier 
D[apb] = EVf7«]% 

ne dépend pas de la connexion induite et pb est défini moyennant 
(4,7a): 

La condi t ion nécessaire et suffisante pour que les 
d e u x faisceaux (4, 14) et (6, 25) se confondent dans ce cas 
pa r t i cu l i e r est que le vec teur Redéfini par (4,7a) sa t i s fa i t 
à (7, 4). 

Remarque. Une des conditions nécessaires pour que ce fait 
.ait lieu est manifestement aussi 

9[ab]c* = Cl[ab]c*. (7, 5) 
Mais parce que 

U[ab]c* = 0>[ab]ô = 0 

et d'autre part, parce que 

g[ab]c* = g[ab]c = | R»*fUUa"UirUck + Sm U"a h]e 

la condition (7, 5) se réduit à l'équation 

RmtfUUfUirUf + S„ U{a hb]c = 0, 

que l'on peut déduire aussi de (7, 4). 

(8) Deuxième tenseur de M. Cech. 
Retournons maintenant au cas général (6, 25) de tenseurs 

quadratiques pour une J-Tj-li et tâchons d'en privilégier un moyen
nant des conditions convenablement choisies. Introduisons à cet 
effet un tenseur nouveau symétrique k^ = .fc*a, à la caractéristique 

(0, ——r, 0), solution du système 
n + L I 

gcabfrb = gCabhab, 
habte

b = o. ( 8 ' l ) 

Oe tenseur existe toujours (et peut se réduire aussi à l^b = O).13) 
Or, le tenseur 

Qab = fcb _ fcib ( 8 > 2 ) 

à la caractéristique (0, — — , 0) satisfait aux équations K Ť Ч 
13) Il n'y a qu'une seule solution pour n = 3, gcai/iab =4= 0, si la 

matrice 

1 ^444» #445 + #454» .7455 

9s*l> .7545 + #654» .7655 
^44» ^41 + hW hM 

est du rang 3. En général, le nombre des solutions particulières linéairement 
indépendantes du système (8, 1) qui composent la solution générale et > 1. 
Son calcul n'exige que des considérations, algébriques élémentaires. 
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= 0, habG
ab = n—l. (8,3) 

Cela étant, remarquons que grâce à la première des équations (8, 3) 
on peut écrire 

gacbGac = (gabc + 2ga[cb]) G
ac = (2ga[cb] + 2g[ab]c) G™.") (8, 4a) 

Si l'on introduit le vecteur 
2GacUcyag[lxX] = gx, gb = Ub»gtt = 2ga[cb]G

ac 

et si Ton tient compte de (6, 20), on peut écrire pour (8, 4a) 

9acbG
ac = GacUa<°Ub»(BmiiX*UcHv + 2Sml?hvc) + gb. (8, 4b) 

Cette équation nous fait/voir que Ton peut poser 

GacUcoyagMX — GacUa«>(BmXa'Uc«tv + 2SmX"hvc) — gx= Wtx> (8, 5) 

où, bien entendu, la fonction TV, à la caractéristique JO, ——-r, Oj 

est bien déterminée. En écrivant -
U^Vag/iX = gacX, 

on a donc 
GacgacX = GacUa»(BmXa'Uc«tv + 2SmX

vhvc) + gx+ Wtx. (8, 6) 
Parce que d'autre part, à. cause de (6, 25) 

gacX* = U^ag^X* = gacX + (*)hactXi " ) (8, 7) 

le rapprochement des équations (8, 6) et (8, 7) nous donne 

9acX* G™ = GacUa<°(BmXo>Uc«tv + 2 S c A ) + gx + [(n—1)(*) + W]tx. 
(8, 8) 

Or, pour . - (*) = - ^ (8,9) 
cette équation se simplifie à 

gacx* Gac = GacUa<°(BmXcrUc«tv + 2SmX"hvc) + gx.1*) (8, 10) 
Examinons maintenant l'influence du choix particulier du tenseur 
g^x à ce résultat ! Partons à cet effet d'un autre tenseur g^ du faisceau 
(6,25) . i 

ST.* = gMx + wtptx (8, l ia) 
î 

et désignons par l'indice 1, affecté en bas, les notions-déduites 
14) Au fond, je dois cette tournure qui mène à (8, 10) au Mémoire cité 

à la page 233. L'équation (8, 10) correspond à (2, 66) de ce Mémoire. 
15) Cette équation nous fait voir aussi que geab* kab= fl'cfl^

a&. Or, 
le tenseur kab et par conséquent aussi Oab ne dépend pas de la transfor
mation (6, 25). 

u) 8ïLn est un espace plan et sans torsion, cette équation se simplifie à 
yflcA*Gw = 0. (8,10a) 
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moyennant g^. On a avant tout une équation analogue à (8, 7) 
1 

gacx = gacx + whach, (8, 11b) 
1 

d'où il suit à cause de (8, 6) et (8, 3) 
Gacgacx = Go'Ua^B^sUsU + 2SœX

vhvc) + gx+ (8, lie) 
1 (W+(n— l)w)tx, ' 

c'est à-dire 
W = W + (n—l)w, (8, lld) 
î 

et par conséquent le tenseur g^x* définit par 
î 

gMx* = g,x + (*)t,h (8,12) 
1 1 1 

où 
w 

(*) = - ^ = ( * ) - * > (8,11e) 
jouit de la propriété 

GacgacX* = G^Uu^B^'USh + 28*/^) + gx. (8, 13) 
i 

D'autre part, les équations (8, lia, e) et (8, 12) nous autorisent 
à poser 

g^x* = fri + (*%h = g„x + (w + (*) — w) tjk = gMx*. « 
1 1 1 

Quel qu'il soit donc le choix du tenseur de départ, on parvient 
toujours au même tenseur, qui satisfait à (8, 10). Sa construction 
nous fait voir qu'il est en général d'ordre 4 (d'ordre 3 dans le cas 
non holonome). Donc: 

Parmi des tenseurs du deuxième faisceau de Darboux 
(6, 25), il y en a un seul privilégié, adjoint au tenseur Gab, 
satisfaisant à l'équation (8, 10). Il est d'ordre 4 (d'ordre 3 
dans le cas non holonome). 

(9) Normale affine, connexion induite. 

Jusqu'alors, aucune supposition restrictive, concernante la 
connexion de l'espace ambiant n'a pas été adoptée. Dès à présent, 
nous restreindrons la généralité du problème étudié, en suppo
sant—sauf l'avis contraire—que la fonction t, définie par 

<-. (Dèt\Ba^\)^ï 
BollfBallY

ae,etUa<°Ub"Uj'Ulll>Ut
xUjrh<*h«M <"' a ; 

soit finie, différente de zéro et non indéterminée. De plus, nous 
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conviendrons d'écrire, même dans le cas, où t est indéter
minée, (ce qui advient par ex. pour R^ = 0) 

* ° = 1 . (9,1b) 
Cela posé, remarquons avant tout que l'expression 

Q = *«-ipA-i (P = Dét |P f l 6 | ) (9,1c) 

est à la caractéristique (0, 0, 0). Parce qu'elle est différente de zéro, 
elle nous autorise à construire les tenseurs 

zhab = Qzhaby zh
ab = Qrzhab (9, 2a) 

qui satisfont à 
Jt^Xc = zhbazhca = ôc

b
9 (9, 2b) 

et de plus la grandeur 
zh = Q*h (9,2c) 

où z est n'importe quel nombre réel. Remarquons que la caracté
ristique, de même que l'ordre des grandeurs zhab, zh

ab, zh sont les 
mêmes que pour habi A

00, h. De plus, on a aussi 

zhab = Ua'USvvzh = Wvazh. (9, 2d) 

Cela étant, désignons par Nv n'importe quelle grandeur à la caracté

ristique jO, ——y, 0 j, normalisée par 

N% = 1 (9,3) 
et par Wab

c les coefficients de la connexion induite par Nv. Ces 
deux notions sont liées par l'équation 

— zhabNv = daUb
v + r^Ua^UJ — W^Uj (9, 4) 

(voir (6, 3) et (6, 4)). Cette équation peut être résolue par rapport 
à Wbac. Multiplions la à cet effet par zhdP = V*zU 

— zhabNv
thdp = zhdf Va Uv — ¥ V Afc. (9, 5a) 

On en déduit b 

¥ V = •&* zhdv Va Uv + zhah N
v
 zhdl, zh

de. (9, 6) 
b 

Cette équation nous fait voir que même les coefficients 

zrba
c = zh*c

zhdxVaU* (9,7) 
b ' 

constituent une connexion. La normale tN
v qui induit cette conne

xion peut être calculée de la formule analogue à (9, 4) 

— zhab zNv = zDa Uv = da Ub
v + / V Ua» Ub* — , / V Uà

v, (9, 8a) 
b 

c'est-à-dire, grâce à (9, 7) 
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гN> = — J^Ҷ гDa Ub> = — ^ - (Va U> — ,.ГŁ Ue>) = 
n— 1 n 1 ь 

lab 
г (VaV>-гh«°гKdíUe>VaU\ n — 1 b b 

ou bien, ce qui revient au même 

JP = — ^ - r (Va U*)(ôx* -zh*° zhdx £7C*)17). (9, 8b) 
n — i b 

•Cette normale est d'ordre 3 (d'ordre 2 dans le cas non holonome). 
Elle satisfait à deux équations importantes. La première est 

lab "kab 

Ji* *l> = — ^ — T A Va U> = - * — r Ub> Va zt. = 1, (9, 9a) n— 1 b n — l 

la deuxième a la forme 

hab 

- T Wa V) \tivex — ť*~ *»« t">ec) = 
(9, 9b) 

zN> A v = — ^-rr (Va V1) (Ax — Ji** Ax A « ) = 
-» b n 

zh
ab 

- m AVaU*)(Xx — zhtx) = 0. n— i b 
Une considération facile nous montre qu'il n'y a qu'une seule 
solution tN* qui satisfait aux équations (9, 9).18) 

Parce que, pour Qd = dd log Q,19) 
zhdx = Vd zh = Qz(Vd h + zQd h) = Q%hdX + zQd h), (9, 10) 

l'équation (9, 8b) nous donne 

zN* _ _ 5 C _ L (Va u*) y; _ jp Ue>(Jidx + zQd h)], 
n — 1 b 

-c'est-à-dire 
ZN> = <2-'(oN' -zUc* Qd 0h*>). (9, 11) 

Or, les normales ZNP constituent un faisceau, déterminé par 0N* 
^t Ue

v Qd Ji6*, la dernière grandeur étant dans X%—i. Chaque 
élément de ce faisceau est défini uniquement par la valeur du nombre 
réel z. D'autre part, l'équation (9, 7) nous autorise à poser, grâce 
-à (9, 10) 

17) Grâce à la supposition concernante l'équation (9,1b), t o u t e s l e s 
n o t i o n s à l' indice z e x i s t e n t môme dans le cas, où t es t indé
t erminée , pour 2 = 0. 

18) La démonstration se trouvé déjà (pour un cas plus simple) dans 
le Mémoire de l'auteur, cité à la page 243. On pourrait l'appliquer ici à peu 
près sans changement. 

19) Ici et dans la suite nous supposerons Qa =4= 0 (on peut toujours 
trouver des exemples, où cette condition est satisfaite). Dans (9, 10) on a, 
bien entendu, Ji^ = fy-A, et plus tard aussi 0hab = ha^9 0h

ab —- hab. 
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•/*• = Q~*oh^ha + zQd h)(Va U*)Q*, 
b 

c'est-à-dire 
zrba

c = orba
c — zhabh** Qd. (9, 12a) 

Les connexions aux coefficients -Afl
c constituent donc un système 

définit par le vecteur Qd et la connexion 
e i V = -** hdX Va VK (9, 12b) 

b 

En ne p a r t a n t que des données du problème, on p e u t 
cons t ru i re un système de connexions in t r insèques (9,12a), 
d'ordre 3 (2 dans le cas non holonome), indu i t par le fais
ceau (9, 11) de normales affines, à la ca r ac t é r i s t i que 

— 2 \ 
d'ordre 3 (2 dans le cas non holonome). (°';гтИ-

(10) Normale privilégiée, questions connexes. 

On pourrait se demander, si à côté du faisceau (9, 11) il n'y 
a pas d'autres normales d'ordre 3 (2 dans le cas non holonome)» 
Nous répondrons affirmativement à cette question dans le dernier §. 
Or, il n'y a pas des normales privilégiées au sens propre du mot,, 
c'est-à-dire privilégiées par la nature même du problème (que dans 
le cas métrique p. ex.). Mais d'autre part, on peut se servir des dates 
données de la question pour en choisir quelques prescriptions 
géométriques, qui caractérisent telle ou telle normale. C'est ce que 
nous ferons dans ce §: Introduisons à cet effet la notion des ,,di^ 
rections conjuguées". Nous dirons que le vecteur wv est conjugué 
au vecteur vv par rapport au tenseur T^, ôi TIÀXV/ÀWX = 0. Nous 
dirons même que les vecteurs wv et vv sont mutue l l emen t con
jugués, si à côté de l'équation que nous venons d'introduire est 
valable encore T^v^v1 = 0. Cela posé, nous voulons chercher dans 
le faisceau (9, 11) une telle normale qui serait conjuguée -— par 
rapport à n ' importe quel tenseur du deuxième faisceau de Dar-
boux —- à n ' importe quel vecteur tangent de l'hypersurface en 
jeu. Pour que ce fait ait lieu il est nécessaire et suffisant que soit 
satisfaite la relation 

Ue«gMX*zN*=Ue«gfiXzN* = 0*<>) (10,1a) 
(et bien entendu, aussi (9, 9)) pour la normale cherchée ZNV. 
Compte tenu de la deuxième des équations (6, 27), on peut écrire, 
au lieu de (10, la), 

h* ZNX = 0. (10, lb) 
20) La première des équations (10, la) est toujours satisfaite, grâce 

à l'équation (6, 25). Or, il nous suffit de ne considérer que la deuxième 
des équations (10,1a). 
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Le rapprochement des formules (10, lb) et (9, 9b) nous fait voirr 
qu'il n'y a qu'une seule normale qui jouisse de la propriété pres
crite, à savoir la normale 0N

V. On a donc 

Uf g»? o-V* = Uf g»x o^A = 0. (10, 2a> 
La normale QNV est donc conjuguée à n'importe quel vecteur tangent 
par rapport à n'importe quel tenseur du deuxième faisceau de Dar-
boux. De plus, si l'on a affaire à une hypersurface holonome dans 
l'espace ambiant à connexion (semi)symétrique, on a (par défi
nition) hcx = hic, d'où il suit à cause de (10, lb) 

0N*hxe = 0. (10, lc> 
Compte tenu de la première des équations (6, 27), nous pouvons 
écrire dans ce cas particulier, au lieu de (10, le) 

0-V
A g** Uc» = 0^

A g* Uj> = o. (io, 2b> 
Le cas échéant n'importe quel vecteur tangent et 0N

V sont mutu
ellement conjugués par rapport à n'importe quel tenseur du 
deuxième faisceau de Darboux.21) Examinons maintenant le cas-
d'une hypersurface holonome, plongée dans l'espace à connexion 
générale non (semi)symétrique. Dans ce cas hxa est défini moyen
nant (6, 13a). Or, si l'on désigne par hxa0 n'importe quelle solution 
de (6, 13a) et par Z„ (Ze = Uc* Z^ n'importe quel vecteur à la-
caractéristique (0, 0, 0), la solution la plus générale peut être écrite 

hxa = hxa0 + Za fc. (10, 3> 
Or, si l'on désigne par l'indice 0, affecté en haut à droite les notions, 
déduites a l'aide de hxa0, on tire de la première des équation (6, 19c > 

Ye = 7C° + Zc (10, 4a> 
et par conséquent, grâce à (6, 21). 

'gt* = gt** + zAi/l. (10,4b> 
Nous chosirons le vecteur Ze, jusqu'alors arbitraire, de manière 
que soit satisfaite l'équation (10, 2b) même dans ce cas non 
(semi)symétrique. Pour cela il est nécessaire et suffisant que soit 

Ze = —gttx*Ue*0N», m (10,5a> 
ou bien, ce qui revient au même, grâce à l'équation analogue 
à (6, 27) 

Ze^—hxJ'oNK (10,5b> 
Ce choix du vecteur Zc a donc pour conséquence que même dans le 
cas non (semi)symétrique n'importe quel vecteur tangent et QN^ 
sont mutuellement conjugués. Examinons maintenant l'influence 

11 ) Ce résultat peut être déduit aussitôt de (10, la), si l'on tient compte* 
de ce que dans ce cas spécial g x =-= gx . 
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du choix du tenseur hxo° à la solution générale (10, 3)! Partons à ce 
but d'un autre tenseur hxc° 

1 

hxc° = hxc0 + Pctx (10,6) 
î 

qui est à son tour une solution particulière de (6,13a), PM étant 
n'importe quel vecteur à la caractéristique (0, 0, 0) et Pc = Uf P^ 
Désignons par l'indice 1, affecté en bas, les notions, déduites 
moyennant hxc\ On a en premier heu • 

Zc = — hxc° oNx = Zc — Pc, (10, 7a) 
î î 

et par conséquent 
hxc = hxe° + Zetx = hxc° + (Pe + Zc)tx = h** + Zctx = h^. (10, 7b) 
1 1 1 î 

Or le choix particulier du hxc n'exerce aucune influence sur le 
tenseur hxc, lequel maintenant, grâce à la prescription (10, 2b) 
est complètement défini: 

Parmi des normales du faisceau (9, 11), d'ordre 3 
(2 dans le cas non holonome) il n'y a qu'une, QN", qui est 
conjuguée —par rapport à n'importe quel tenseur du 
deuxième faisceau de Darboux — à n'importe quel vecteur 
tangent à X%Li. Dans le cas holonome, les directions 
mentionnées sont mutuellement conjuguées, à condi
t ion que l'on ait fait un choix convenable (10, 3) et 
(10, 5b), unique poss ib le , de hxc dans le cas non (semi) 
symétrique. 

Remarque. En fixant le tenseur hxc de cette façon (ce que nous 
voulons supposer dans la suite), et le faisceau (6, 25) et le tenseur, 
caractérisé par (8, 10), sont bien déterminés même dans ce cas non 
(semi) symétrique holonome. 

Nous finirons ce § en déduisant quelques conséquences du 
théorème mentionné pour le cas holonome. En tenant compte de 
(10, 1) et (10, 2), on déduit de (6, 1) et (9, 8a) (pour z = 0) 

çDa hb = Uf Ue
X oDa ÇpX = Utf UC

X f7« Q^x = Çabc, (10, 8a) 

d'où il suit à cause de (6, 26b) 

oA« h]c = i Ua» Ub»(Bœ/Àxv Ux U + a s . / h„). (10, 8b) 

Cette équation peut être simplifiée, si l'on tient compte de (6, 5) 

oA« h]c = i (Ua* Ub* Uc
x BafÀx9 U + 2 0 Ï V hc) (10, 8d) 

(0Tabd = o /W) . 
On est retombé ainsi à l'équation de Mainardi-Codazzi. 
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(11) Normales équivalentes. 

Dans ce §, nous aurons à considérer des grandeurs à l'indice 
z, en supposant p a r t o u t z = 0 et en supprimant p a r t o u t 
l ' indice 0. 

Si l'espace ambiant était à connexion métrique, on pourrait 
construire la direction orthogonale à l'hypersurface en jeu s an» 
a y a n t égard à la connexion de l'espace ambiant. (Cette direction 
est d'ordre 1 dans le cas holonome, d'ordre 0 dans le cas contraire). 
Cette direction reste invariante par rapport à toutes les connexion» 
équivalentes du point de vue métrique (c'est-à-dire par rapport 
à toutes les connexions qui se déduisent des métriques quadratique» 
qui conservent — le long de l'hypersurface en jeu — l'orthogonalité 
aii plan tangent de X{n—\). Dans notre cas général, où l'espace 
ambiant est à connexion affine générale, le problème analogue peut 
être formulé de la manière suivante: 1. En premier heu, on doit . 
trouver des connexions équivalentes du point de vue affine et de 
plus 2. on a à examiner des éléments d'ordre 3 (d'ordre 2 dans le 
cas non holonome) par rapport aux connexions équivalentes, 
mentionnées sub 1). 

Le premier problème peut être résolu immédiatement: Les 
connexions équivalentes du point de vue affine doivent conserver 
le parallélisme (et des autoparallèles). La transformation la plus 
générale de la connexion donnée, aux coefficients .TA/, est mani
festement 

* A / = / V + F , / , (11,1) 
où Vxf est n'importe quel tenseur (avec pe = pi = 0). La condi
tion nécessaire et suffisante pour que cette transformation con
serve le parallélisme d'un champ vectoriel vv le long d'une direction 
définie par dxv est manifestement 

vx vl" Vx/] dx« = 0.22) 
Cette équation doit être satisfaite pour n'importe quel vv et n'impor
te quelle direction dxv et par conséquent on a nécessairement 

Il s'ensuit 
nVxJ = àï Vafi«. 

On obtient ainsi la transformation la plus générale qui conserve le 
parallélisme (et des autoparallèles) sous la forme 

i / y = / y + 6/ q, (11,2) 
q^ étant un vecteur arbitraire (avec p$ = pi = 0). (Cette transfor-

22) Nous suivons ici la démonstration de M. L. P. Eisenhart (Non-
riemannian geometry, Amer. Math. Society Colloquium Publ. VIII, p. 29). 
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mation ne conserve pas en général la symétrie de la connexion.) 
-Chaque transformation de cette forme sera dite ,,transformation 
-affine (d'ordre r, si le vecteur q^ est d'ordre r)". Des connexions, 
liées par une transformation affine seront dites „équivalentes du 
point de vue affine. 

La première partie du problème résolue, nous voulons exa
miner le reste du problème énoncé. En désignant par l'indice 1, 
affecté en haut à gauche, des expressions, calculées moyennant 
^T*/, nous obtenons en premier lieu 

H\ = t\, %ab = hab, xhab = hab. (11, 3a) 
D'autre part, si l'on tient compte de la définition de ha\ 

ha\ = Vatx = dat\ + Ua» l^TTJ ?***** ~ ^A 

on en déduit, grâce à (11, 2) 
1ha\ = ha\ +

 r^\qat\, (qa = qfiUa»). (H, 3b) 
n ~j— x 

Oela étant, cherchons à exprimer explicitement la solution lNv du 
système 

iha\ W
x = 0, *NX h = 1. (11, 4a) 

Une méthode analogue à celle, employée au § 9 nous donne 
hab 

iN> = _ J î _ (ipaJ7A) (ôxv _ hdc ihdX Ue9)n) ( n , 4b) 
n — i b 

On peut trouver même que (11, 4b) est l'unique solution possible 
de (11,4a). XN9 est à la caractéristique | 0 ,—-—, 01. Doréna
vant, nous appellerons „normale affine" chaque grandeur Mv, 
ayant cette caractéristique et normalisée par M% = 1. Les nor
males 1NV et Nv (celle-ci étant définie par (9, 8b) pour z = 0) sont 
liées par l'équation que l'on peut déduire facilement de (11, 4) 
(a, ou b) 

iNv = Nv-?^Ue
vh**qd. (11,5) 

n -+- i 
En partant de la connexion xJV, équivalente à la connexion FV 

du point de vue affine, nous avons construit une seule normale 1NV, 
satisfaisant à (11, 4). Elle est liée à Nv par (11, 5). Partons mainte
nant d'une normale XN9

9 donnée à priori, et cherchons une telle 
connexion ^ A / , équivalente à A / * du point de vue affine, que 

,8) 1 p B = XJf xp et -r/ est le symbole de la dérivée covariante 

par rapport à la connexion XTX
9. 

258 



•cette normale 1N9
9 donnée d'avance, résulte aussi comme solution 

unique du système (11, 4a), où, bien entendu, xha\ n'est pas encore 
connue! Les normales ^N9, N9 étant connues, telle est aussi leur 
différence 

p» = iN9 — N9 (11,6a) 
-qui, grâce à la condition normalisante, est situé dans X%Li : 

P* = P*UC
9. (Il, 6b) 

Le rapprochement des formules (11, 5) et (11, 6) nous donne 

-P = — j ^ f f / A * î * (H,7a) 

ou bien 

F" = -^Tihdaqd- ( 1 1 ' 7 b ) 

Or, si Ton porte dans (11,.2) n'importe quelle solution q? du système 

qflj* = - — - ! Pb hab, (11,8) 
la connexion ^T*/ jouit des propriétés énoncées plus haut. De 
plus, si la normale *N9, donnée d'avance est d'ordre 3 (2 dans le 
-cas non holonome), P9 et par conséquent aussi q^ défini par (11, 8), 
ont le même ordre 3 (2) au plus: 

Étant donnée une normale affine XN9 d'ordre 3 (2), 
une transformation affine d'ordre 3 (2) au plus nous mène 
aux connexions24) correspondantes , équivalentes du 
point de vue affine à A / , qui satisfont à (11,4). 

Cela étant, imaginons données deux normales 1N9 et 2N9 

«d'ordre 3 (2) et'désignons par 
. ' ReUc

9 = fr = 2N9 — W 
leur différence dans Z«—i, qui est connue et d'ordre 3 (2) au plus. 
Un calcul analogue à celui que nous venons d'employer nous fait 
voir que la transformation 

V \ . = ^ V + à\% (11, 9a) 
nous mène de 1NP à 2N9 à condition que r^ soit n'importe quelle solu
tion du système 

rtàUy=— ^\nbJiab. (H,9b) 

^ A / et 2r^9 sont donc deux connexions équivalentes du point de 
"vue affine et la transformation (11, 9a) est d'ordre 3 (2) au plus. 

t4) A côté de xrx* toutes les connexions Wp + (*) ôk
91 jouissent 

«des propriétés énoncées en haut» 
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Deux normales ainsi liées seront dites „équivalentes du point d& 
vue affine". Les normales XN9 et *N9 étant arbitrairement choisies, 
on peut énoncer le théorěme suivant: 

N^mporte quelles deux normales ďordre 3 (2 dans 
le cas non holonome) sont équivalentes du point de vue 
affine. II y a toujours une transformation affine (ďordre & 
(2) au plus) des connexions correspondantes qui fait-
porter 1'une des normales a Tautre. 

Or contrairement au cas métrique, dans le cas affine il n'y 
a aucune normále (ďordre 3 (2)) dont la direction serait indépen-
dante de la connexion de Tespace ambiant. En changeant conve-
nablement cette connexion, on parvient ái n^mporte quelle normále 
ďordre 3 (2) donnée ďavance.25) Nous nous réservons pour une 
autre occasion Tétude des normales inírinsěques ďordre 4, in-
variantes par rapport aux transformations affines de la connexion.. 

Prague, novembre 1936. 

Darbouxovy svazky a problémy příbuzné v afinním zakřiveném 
prostoru. 

(Obsah předešlého článku.) 
Buď dána (ne)holonomní nadplocha v w-rozměrném afinním 

zakřiveném prostoru. V prvé části práce sestrojeny jsou v obecném 
bodě nadplochy dva svazky kvadratických tensorů (druhého) 
třetího řádu, hodnosti n. Každý z těchto svazků jest určitou ana
logií ke svazku Darboux-ových kvadrik v klasickém případě nad
plochy v nezakřiveném afinním prostoru. V každém svazku lze 
privilegovati jeden tensor (třetího) čtvrtého řádu, analogický ke 
kvadratice Lie-Čechově. — Ve druhé části práce sestrojen lineární 
svazek afinních normál v bodě nadplochy, z nichž každá je (dru
hého) třetího řádu. Vedle toho sestrojena normála (druhého) 
třetího řádu, která nepatří tomuto svazku. Všechny afinní normály 
(druhého) třetího řádu jsou vzájemně ekvivalentní vzhledem 
k afinní transformaci konnexe prostoru. 

85) Si r^ft]9 4= 0, la connexion aux coefficients *rX/* = rAfA
p -f-

2 
+ i ^ / ^ g ] " e s t invariante par rapport aux transformations (11, 2), 
Elle donne naissance à une normale d'ordre 3 (2), invariante par rapport 
à ces transformations. Mais cette normale n'est pas invariante par rapport 
à la transformation affine de la connexion *J\ * elle-même. La connexion-
aux coefficients *rXf* a été étudiée par M. Bortolotti (Cfr. Annali di Mat-
Ser. IV, Tômo 8 (1930—-31), pp. 53-—101 et Annals of Mathematics, Vol. 32 
(1931), pp. 361—377). 
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