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Sur la décomposition ďun groupe en produit 
direct des sousgroupes.1) 

Vladimír Kořínek, Praha. 
(R çu l 27 mars 1937.) 
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§ 1. Notations et définitions. 

Dans ce qui suit les majuscules allemandes désignent tou­
jours les groupes et les sousgroupes, les majuscules latines dési­
gnent les éléments du groupe et les lettres grecques désignent 
les automorphismes d'un groupe ou sousgroupe. 

Soit © un groupe ayant un champ d'opérateurs Q. Excepté 
le § 2, nous allons entendre par un sousgroupe ou un facteur 
direct d'une décomposition un sousgroupe ou un facteur direct 
qui est invariant par rapport aux opérateurs de Q. De même 
par un sousgroupe (facteur) irréductible nous allons entendre un 
sousgroupe (facteur) 6 de ® qui ne se laisse pas décomposer 
en produit direct de deux facteurs, invariants par rapport à Q 
et tous deux distincts de S) et du sousgroupe-unité S. Un tel 
sousgroupe peut être réductible au sens absolu du mot, ayant 
des facteurs directs qui ne sont pas invariants par rapport à Q. 
Nous allons écrire la décomposition d'un groupe donné © en 
produit direct2) de ses sousgroupes de la manière suivante 

© = ©, X ©2 X . . . X ©r. (1) 
Sauf la mention contraire les produits directs envisagés contien­
dront toujours un nombre fini des facteurs. Chaque élément G 
de © peut être exprimé d'une seule manière comme produit 
O = GXG2.. . Gr avec Gi dans ©*. L'élément Gi sera appelé le 
composant de O dans ©*. La décomposition (1) est dite irréductible, 
si tous les facteurs qui y figurent sont irréductibles. 

J'appelle une chaîne descendante des sousgroupes daha © une 
suite des sousgroupes de © telle que3) 

© = ©(0) D ®(D 3 ®(2) D . . . . (2) 

De même une chaîne montante des sousgroupes dans © est une 
suite de sousgroupes telle que 

<£c©<Dc@(2)c. . . . (3) 

Une chaîne (2) est dite chaîne normale descendante, si pour chaque 
i .> 1, ©(<) est un sousgroupe normal4) de ©<*—*>. De même une 

8) Quant à la définition d'un produit direct, voir: L. B. van der 
Waerden, Moderne Algebra L, §42, p. 141. 

'• *) 9tt L 91 signifie que l'ensemble 91 contient l'ensemble 9R, 
9Dt C 9t signifiera même relation* quand on a 9H 4= 9t. Nous ferons 
encore usage des notations suivantes, provenant de la théorie des ensembles: 
9Jt n 9t pour la partie commune de ces deux ensembles, M c9Jl, quand 
l'élément M appartient à 9R. Par l&i1), fi(*)) nous allons désigner le 
sousgroupe de Ç& engendré par les sousgroupes j&i1) et S>(%)9 par (Q19 Q%9. , 
•M •> Qn) le sousgroupe engendré par les éléments : Ql9 Qi9..., QH. 

*) >,Normalteiler" ou ,,ausgezeichnete Untergruppe" est habituelle­
ment désigné dans les Tivres .français par Pexpression,,sousgroupe in-



chaîne normale montante est une chaîne (3), dans laquelle, pour 
chaque i, ©<*> est un sousgroupe normal de ©<<+1>. Une chaîne (2) 
ou (3) est dite chaîne principale, si dans (2) ou (3) chaque ©<*'> 
est un sousgroupe normal de ©. Nous appelons une chaîne descen­
dante ou montante finie une chaîne (2) ou (3) dans laquelle on a, 
à partir d'un certain indice k, ©<*> =©<*+-> pour chaque i^>k. 
Nous dirons que le groupe © satisfait à la supposition des chaînes 
descendantes (montantes) finies,5) si chaque chaîne descendante 
(montante) de © est finie. 

Si l'ctn étudie les décompositions irréductibles d'un groupe, 
deux problèmes se posent immédiatement: le problème d'existence 
et le problème d'unicité. Quant au premier problème, on peut 
donner immédiatement la condition nécessaire et suffisante sous 
laquelle au moins une décomposition irréductible de © existe. 
Pour cela il faut et il suffit que chaque chaîne descendante des 
facteurs directs de © soit finie. Si l'on envisage des décomposi­
tions de © ayant un nombre infini des facteurs, la question, ainsi 
posée par M. Kurosch [1], p. 108, devient plus difficile. Récem­
ment M. F. Levi a donné l'exemple d'un groupe dénombrable, 
ne possédant aucun facteur irréductible. Voir Fitting [4], p. 392. 

Le problème d'unicité est formé par la question, sous quelles 
conditions un groupe © possède une décomposition irréductible 
unique. On sait déjà longtemps, en se bornant même aux groupes 
finis, qu'il y a des groupes qui possèdent plusieurs décompositions 
irréductibles distinctes. Alors, pour arriver aux résultats assez 
généraux, il faut généraliser la notion d'unicité. On appelle le 
sousgroupe @(1> de © centralement isomorphe au sousgroupe ©<2> 
de ©, si ©<*> est isomorphe à ©<2>, et si pour chaque élément Ov 
de ©W, Ofif-} est un élément du centre de ©,. O^ étant l'élément 
de ©<2> correspondant à Ox par l'isomorphisme en question. Un 
tel isomorphisme est appelé central. D'une manière analogue nous 
parlerons d'un homomorphisme et d'un automorphisme central. 
Je dis que la décomposition (1) de © et la décomposition 

® = fi1XÔ2X...XS, (4> 
sont centralement isomorphes, si l'on a r = s, et si l'on peut établir 
une correspondance biunivoque entre les facteurs ©* et ô i telle 
que les facteurs correspondants sont centralement isomorphes. 
M. Remak [1] a trouvé déjà en 1911 que, pour un groupe fini, 
deux décompositions irréductibles quelconques 'sont .toujours 
centralement isomorphes. Depuis ce temps-là, la questipn était 

variant*'. J'emploie ici l'expression sousgroupe normal et je reserve l'expres­
sion sousgroupe invariant aux sousgroupes qui sont invariants par rapport 
à un champ d'opérateurs. 

. 5) En allemand *,Untergruppènsatz" et ^Obergruppensatz'*. 
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l'objet de plusieurs travaux. Les résultats les plus généraux, 
jusqu'à présent obtenus, sont dûs à M. Fitting et à M. Kurosch. 

M. Fitting [3] a démontré le théorème suivant: Si le groupe ® 
satisfait aux suppositions des chaînes principales descendantes finies 
et des chaînes principales montantes finies, deux décompositions 
irréductibles quelconques de ©, sont toujours centralement isomorphes. 
M. Kurosch [1], en poursuivant des recherches commencées par 
M. Schmidt [1], a démontré le théorème suivant; Si le groupe ® 
satisfait à la supposition des chaînes normales descendantes finies; 
deux décompositions irréductibles quelconques de © sont toujours 
centralement isomorphes. M. Kurosch n'envisage que les groupes 
ordinaires sans un champ d'opérateurs. Pour le cas abélien le 
théorème de M. Kurosch est plus général, parce que, dans ce cas, 
chaîne normale et chaîne principale sont deux notions identiques. 
Dans le cas non-abélien les deux théorèmes ne peuvent pas être 
comparés. D'un côté les suppositions de M. Kurosch, faites sur 
les chaînes normales, exigent plus. D'autre côté elles exigent 
moins, aucune supposition sur les chaînes montantes n'étant 
faite. Cet état de chose nous a conduit à attendre que un théorème 
d'unicité plus général existe qui contiendrait les théorèmes de 
M. Fitting et de M. Kurosch comme conséquences. En effet, on 
conclut aisément du théorème 4,2 le théorème suivant: 

Si ® est un groupe qui possède des décompositions irréductibles 
et dont le centre satisfait à la supposition des chaînes descendantes 
finies, deux décompositions irréductibles quelconques de ® sont 
centralement isomorphes. 

Nous allons envisager dans le présent travail toute la question 
vd'un point de vue encore un peu plus général. Supposons que, 
dans la Recomposition (1) du groupe ©, chaque facteur ©* se 
laisse de nouveau décomposer en produit direct: 

®i = ©a X ®i2 X . . . X ®Ui, i = 1, 2, . . ., r. (5) 
Si l'on substitue (5) dans la décomposition (1), on obtient la 
décomposition 

© = ©n X @12 X . . . X ®Ul X ®21 X ®22 X . . . X ©*,. (6) 
La décomposition (6) sera appelée Vélargissement de la décomposi­
tion (1). Nous allons voir que, sous.certaines suppositions, deux 
décompositions quelconques du groupe © telles que (1) et (4) 
possèdent toujours des élargissements qui sont centralement 
isomorphes. (Théorème 4,1.) Les suppositions que nous y aurons 
à faire ne concernent que le centre du groupe ©. (Suppositions 
3,1 ou 6,1.) Il n'est pas même nécessaire que le groupe © possède, 
des décompositions irréductibles. Les supposition mentionnées 
sont toujours satisfaites, si le centre de © satisfait à la supposition 
des chaînes descendantes finies. Je signale encore le fait que, 
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récemment, M. Baer [1], p. 221, § 8 et [2], a fourni l'exemple 
d'un groupe abélien qui possède des décompositions qui ne peu­
vent pas être élargies en décompositions centralement isomorphes. 
Le présent travail fait clairement ressortir le fait que les seules 
difficultés qu'on rencontre, en étudiant l'unicité des décomposi­
tions de ® en produit direct, reposent dans le centre de ©. Ce 
ne sont que les groupes abéliens, où l'on trouve à cet égard un 
état de choses compliqué. On peut tirer la même conclusion des 
résultats récents de M. Fitting [4]. 

§ 2. Les automorphismes d'un groupe. 

Dans les alinéas 2,1—2,6 de ce paragraphe j'entend par un 
sousgroupe ou Un facteur direct de © un sousgroupe ou un facteur 
direct au sens absolu du mot, abstention faite du champ d'opéra­
teurs Q. Un automorphisme # de © est un homomorphisme qui 
fait correspondre à chaque élément G de © un autre élément G& 
de ©. L'ensemble d'éléments G& forme un sousgroupe de © 
que nous allons désigner par @#. Tous les opérateurs du champ Q 
sont des automorphismes du © et inversement, un ensemble 
quelconque d'automorphismes de © peut être pris pour un champ 
d'opérateurs de ©. La correspondance G-> G pour chaque G est 
aussi un automorphisme de © que nous allons appeler auto-
morphisme-unité et désigner par e. De même E étant l'unité 
du groupe, la correspondance G-+ E pour chaque G, est un auto­
morphisme de ©, Vautomorphisme-zéro g. L'automorphisme de © 
fait correspondre à chaque sousgroupe .£ c © un sousgroupe $yfr 
de ©#. Si l'on a ^ 2 &#> l'automorphisme & peut être considéré 
même comme l'automorphisme de S>. Tel est le cas pour le sous­
groupe ®#, car de © 3 ®# on obtient ©#:>(©#)#. Soient rj, 
& deux automorphismes de ©. On considère ces deux automorphis­
mes comme égaux rj -= #, si l'on SbGrj = G& pour chaque élément G 
de ©. Comme on sait bien, le produit rjft de ces deux automorphis­
mes est l'automorphisme qui fait correspondre à chaque élé­
ment G de © l'élément (Grj) ïï. La multiplication des automor­
phismes ainsi définie est associative: £(q#) = (£??) &. Si chaque 
élément de ®rj est commutatif avec chaque "élément de @#, la 
correspondance #-> (Grj) (G&) est aussi un automorphisme de ©. 
En ce cas nous allons appeler d'après M. Fitting [1], p. 524 et [2] 
(voir aussi [3], p. 19, remarque 5), les deux automorphismes rj 
et & sommables et nous allons désigner l'automorphisme, engendré 
par la correspondance G -> (Grj) (G&), par rj + &. La somme de n 
automorphismes â± + &2 + • • • + #» n e s e r a définie que dans 
le cas, où les automorphismes #<, âk pour chaque couple d'indices 
i, k, i 4= Je, seront sommables. Elle nous représentera l'automor-
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phisme engendré par la correspondance G -> (Gâx) (G&2)... (Gftn). 
On voit aisément que l'addition des automorphismes, ainsi définie, 
est commutative et associative. Entre l'addition et la multiplica­
tion d'automorphismes il y a une relation distributive: L'existence 
de la somme &x + &2 + • • • + $» entraîne celle des sommes 

rftx + rj&2 + • • • + V&n et #-?? + #2rç + . . . + &nr) 
et on a6) 

rj (#! + #2 + • • • + #») = *lPi + rflt + • - • + rftn (1) 

(*1 + #1 + . . . + #n) 17 = #117 + *tf + . - • • + «nfl. (2) 

Si, pour ê, ®& est un groupe abélien, la correspondance 
G -> (Gê)—1 = G^ *& est un automorphisme de © que nous allons 
désigner par (— ^). ^ et (— &) sont sommables et on a H 
+ (—*) = *. 

M. Fitting [1], § 3, p. 518, et [3], p. 19, remarque 3, appelle un 
automorphisme # de © normal, si l'on a pour deux éléments quel­
conques A et B de ©: 

(B^AB) & = (B-1*») (A>&) (Bê) = B-1 (A&) B. 
Un automorphisme normal fait correspondre à chaque sousgroupe 
normal de © de même un sousgroupe normal. On trouve aisément 
que la somme et le produit d'un nombre fini d'automorphismes 
normaux est un automorphisme normal. 

Soit S) un sousgroupe de ©. Si l'on a ô = .0$ et si la corres­
pondance H -> Hê est biunivoque, c'est-à-dire un isomorphisme, 
nous allons dire que l'automorphisme ê est un automorphisme 
propre pour jr>7) et que $> est un sousgroupe reproduit par ê. Un 
automorphisme # propre pour © ou un automorphisme propre 
tout court est un automorphisme au sens habituel du mot, c'est-̂  
à-dire une correspondance biunivoque entre les éléments, de ®, 
qui conserve l'opération du groupe. En ce cas et en ce cas seule­
ment, il existe un automorphisme inverse &—1 tel qu'on a {ffl—1 = 
= #—*# = e. Si le sousgroupe J5 est reproduit par rj et ïï, il est 
reproduit aussi par r\$. Chaque automorphisme # de © est propre 
au moins pour un sousgroupe de ®: pour le sousgroupe unité ®. 
Nous allons démontrer le lemme suivant: 

2,1. Lemme. Pour chaque automorphisme ê de® il y a dans © 
des sousgroupes maximum reproduits par ê, c9est à dire des sôus-

•) Inversement, si, par exemple, la somme rçflj + rçtfg + . . . + rç#n 

existe, il faut supposer de plus l'existence de #j + êa + . . . #n pour pou* 
voir en conclure l'existence de .7 (^ + #a + . . . + #n) et l'égalité (1). 

7) Cette expression e$t due aussi à M, Fitting. Voir [1], § 2, p. 518, 
M- 51» P» 18» remarque 2. 



groupes reproduits par û qui ne sont pas contenus dans d'autres 
sousgroupes reproduits par &. 

Démonstration. Soit J5(1) C -Ô(2) C -Ô(3) C . . . une chaîne mon­
tante infinie des sousgroupes reproduits par ê. (Si, dans ©, une 
telle chaîne n'existe pas, le lemme est vrai.) Soit 5>(<0) l'ensemble 
de tous les éléments de © qui .sont contenus au moins dans un 
des sousgroupes J3(i). -Ô(0,) est un sousgroupe de © qui est reproduit 
par ê ce qui prouve notre lemme.8) 

2.2. Lemme. Soit & un automorphisme de ©. Supposons que 
parmi les sousgroupes maximum reproduits par #, il y ait un sous­
groupe normal S) c @. En ce cas S> est le sousgroupe maximum 
unique reproduit par &. 

Démonstration. Soit <J un sousgroupe quelconque reproduit 
par ê. La partie commune â n 5 = 5 ' des ensembles S> et $ 
est aussi un sousgroupe reproduit par #, car on a <$'& = (à&) n 
n (<5#) = 0 0 ^ = 5 ' et la correspondance F' -> F'ê est évi­
demment un isomorphisme. Soit $>' = (J5, <5) le sousgroupe en­
gendré par S) et <$- £ étant un sousgroupe normal de ©, chaque 
élément H' e $>' peut être mis sous la forme # ' = H F avec un 
# € à et un F e Ç. On a # '# = (##) (Fiï), c'est-à-dire $>'<& c S>'. 
Inversement, il existe un élément # 0 e .ô tel que H0& = H et un 
élément F0 e $ tel que .F0# = .F. On a alors (#o-*\>) ê = HF et 
par conséquent £'& = £ ' . Soit maintenant (HF) & = E, c'est-
à-dire H& = F—lâ e $ ' = S) n Ç. Parce que $ ' est reproduit 
par #, la relation # # = F—^ entraîne # = F7—1, c'est-à-dire 
HF = .B. La correspondance # ' -> #'#, définie par & dans ib', 
est un isomorphisme, cela veut dire, & est un sousgroupe repro^ 
duit par #. S) étant un sousgroupe maximum, on a jy = (ô , ÇJ) = 
=S> , c'est-à-dire .ô 3 <$. 

2.3. Lemme. #oî£ # un automorphisme de @. Soi* R l'ensemble 
de tous les éléments K c ©, ayriwtf Za propriété suivante: Pour choqua 
K on peut trouver un entier positif n tel que Kd" = E. R est un 
sousgroupe normal de © et on a &ê c $ . Nous allons appeler le 
sousgroupe & sousgroupe annulé par &. 

Démonstration. L'ensemble de tous les éléments KM e © 
tels que KM& = E forme, comme on sait, un- sousgroupe normal 
$ ( - )£©. En général, soit $(w) l'ensemble de, tous les éléments 
de © tels que KWft* = E. $ ( n ) est un sousgroupe normal et on 
a évidemment: 

6 C ^ d ) C ^<2) c . . . . 

Construisons l'ensemble de tous les éléments de © qui sont con-
8) Dans cette démonstration on a employé l'axiome de choix. Dans 

ce qui suit nous allons employer plusieurs fois cet axiome sans en faire 
une mention expresse. 

237 



tenus au moins dans un des sousgroupes &*>. Cet ensemble est 
un sousgroupe normal et il est identique à l'ensemble &. Parce 
qu'on peut écrire pour chaque n ^ c ^ - 1 ) , on a .&#£$ . 

2.4. Définition. Uautomorphisme & de © est dit parfait, si 
le groupe © est lé produit direct © = $> X R d'un sousgroupe 
maximum $> reproduit par ïï et le sousgroupe & annulé par d. 
En ce cas, $> étant un sousgroupe normal de ©, il est le sousgroupe 
maximum unique reproduit par &. 

Les démonstrations des paragraphes suivants reposent d'une 
manière fondamentale sur le théorème: 

2.5. Théorème. Soit & un automorphisme du groupe ©. Suppo­
sons que au moins un sousgroupe maximum $5, reproduit par &, 
soit normal et que le sousgroupe-quotient ©/.& soit abélien et satisfasse 
à la supposition des chaînes descendantes finies. Sous ces conditions & 
est parfait pour ©. 

Démonstration. Nous allons prouver d'abord un lemme sur 
les groupes abéliens. 

2,51. Soit 21 un groupe abélien qui satisfait à la supposition 
des chaînes descendantes finies. 21 ne contient que les éléments d'ordre 
fini. Soit p un nombre premier quelconque. 21 ne contient qu'un 
nombre fini ou zéro d'éléments d'ordre p.9) 

En effet, dans 21 chaque chaîne descendante étant finie, 
21 ne peut contenir aucun élément d'ordre infini. Envisageons 
pour un nombre premier donné p l'ensemble de* tous les éléments 
de 21 d'ordre p. S'il n'y a pas dans 21 de tels éléments, le lemme 
est vrai. Dans le cas contraire, je prends un quelconque parmi 
ces éléments et je le désigne par Ax. Pour A2 je prends un élément 
de cet ensemble qui est indépendant de Al9 cela veut dire qu'il 
ne peut pas être mis sous la forme A2 = Ax

k avec un k entier. 
En général, les Ax, A2, . . ., An—i étant déjà choisis, je prends 
pour An un élément de l'ensemble envisagé qui est indépendant 
des éléments précédents, cela veut dire qu'il ne peut pas être 

mis sous la forme Ax
kiA2

k*. . . A nZ\, les ki étant des entiers. 
Si l'on arrive à un entier n, pour lequel on ne peut plus choisir 
dans l'ensemble un éléments An indépendant des précédents, 
l'ensemble n'a qu'un nombre fini d'éléments. Dans le cas con­
traire nous avons construit une suite infinie d'éléments d'ordre 
p : Al9 A2, . . ., chaque élément étant indépendant des précédents. 

•) Cette chose est la conséquence du fait que, d'après M. Kurosch [1], 
un tel $i est le produit direct d'un nombre fini de facteurs irréductibles 
qui sont, ou des sousgroupes cycliques, ayant comme ordre une puissance 
d'un nombre premier, ou les sousgroupes p00, appelés par M. Kurosch 
quasicycliques. Conformer aussi Prufer [1]. Afin que les démonstrations 
du présent travail soient indépendantes des résultats de M. Kurosch, je 
donne ici une preuve du lemme. 
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Par conséquent on a pour chaque n*) (Av A2, . . . , An—\) n (An) = 
= 6 et le groupe QI contient le produit direct infini (AJ X (A2) X 
X (^3) X . . . . Posons <2li = (Ai) X (.4i+i) X . . ., i = l, 2, . . . . On 
voit que, en ce cas, ty contiendrait la chaîne descendante infinie 
21 ^ $1-. D 2I2 D 2I3 D . . . Le second cas est donc impossible. 

2.52. On a pour chaque entier positif n: Hfîn 4= E pour 
H 3= E, H €$>, d'où 5) n ^ == 6. ô étant normal, © contient le 
produit direct 

Q = £ X ®g® 
qui est un sousgroupe normal de ®. 

2.53. On a Que Q. En effet .£# = $) et d'après 2,3 SS# c ^ . 
2.54. Le groupe-quotient © = ®/Q e8£ ww groupe abélien, 

satisfaisant à la supposition des chaînes descendantes finies. D'après 
la supposition le groupe-quotient ©/.& est un groupe abélien qui 
satisfait à la supposition des chaînes descendantes finies. La même 
chose est donc vraie pour ®/Q, à cause de . $ c Q . 

2.55. D'après 2,53 on a (QG) # = (Q&) (Gïï) c Q(GÏÏ). La 
correspondance entre les classes de © d'après le sousgroupe Q: 
QG-+ Q(G&) est un automorphisme du groupe-quotient © = ©/Q 
que nous allons désigner par &. 

2.56. L'automorphisme & est un automorphisme propre pour ®. 
Soit G un élément de © et QG = (S> X R) G, la classe respective. 
Soit G& = E, c'est-à-dire G& = HK € Q avec un H e $> et un 
K € &. On peut trouver dans £ un élément Hf tel que H'& = H, 
d'où (H'-1G)& = K€® e^ par conséquent H'^G = K' e ®, 
G = H'K' € Q, c'est-à-dire G = E. L'automorphisme # représente 
donc © d'une manière isomorphe à un sousgroupe ©# de ©, 
d'où il suit ©# = ®.10) & est propre pour ®. 

2.57. Supposons maintenant que © ne soit pas le groupe-
unité. Il existe alors d'après 2,54 et 2,51 un nombre premier p 
tel qu'il y a dans © des éléments d'ordre p. L'ensemble de ces 
éléments est un sousgroupe © p c @ , ayant d'après 2,51 l'ordre 
fini^©^ étant invariant par rapport à chaque automorphisme 
de ®, l'automorphisme ïï est propre pour ®p. Soit Al9 A2, . . ., Ar 

une base de ®p. Un élément arbitraire À~àe ®p peut être mis 
sous la forme 

Â = A^A2
d* ...Âdf avec 0 <! d{ < p. (3) 

Choisissons dans la classe Ai, i = 1,2,..., r, d'une manière arbi-

__ ™)_ Autrement, il y aurait dans © une chaîne descendante infinie: 
© D ©0 D ©5* D . . ., contrairement à 2,54. 
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traire un élément Ai comme représentant de cette classe. Dans 
la classe A nous choisissons comme représentant l'élément 

. _ . _ A = AX**A{*.. . Ar
dr. (4) 

De A* = E, il suit 
A* = HK (5) 

avec xm H e $) et xrn K c &. p est le plus petit exposant pour 
lequel une telle équation est vraie. Soit s A un nombre entier 
positif tel que pour K de (5) on a K<&*A = E. Un tel SA existe 
d'après 2,3. Posons 

AQ = HMKMAM9 . (6) 
où AM est le représentant de la classe contenant A&. Soit %± un 
entier positif tel qu'il est K^WA = E. Soit n le plus grand nombre 
de tous les s A et de tous les ^, A parcourant les représentants 
des classes de ®p. Si l'on pose Af&in = Bi9 les B{ forment une 
nouvelle base pour ®p et on peut choisir pour les représentants 
des classes de la base les éléments 

Ai&n = Bi. 
Pour le représentant d'une classe arbitraire B = Bx

diB2
dt. . . Br

r 

de © nous choisissons évidemment Y élément 
B = B&Bf*.. . .B?', 0 = di < p (7) 

et nous avons d'après (4) 
A&n = B. (8) 

D'après (5) et d'après le choix du nombre n il est 
BP = A*?n = (HK) <&n = (Hên) c £>. (9) 

D'après (6) et (8) et d'après le choix du nombre n il est 
Bê = (A&n) â = (A&) <&n = (mWVAM) ên = 

= (HW) (AW&n) = (HW) 5a>, 
où l'on a posé AW = BW. 

2,58: Le sousgroupe Ô<D = (.£>, Bl9 B2,..., .B,)3) de © est 
reproduit par <&: On a d'après (10) .ÔW = (&&, B<&9 B2<&, ... 
..., Br<&) = ($>, Bl9 B%9.. .9Br) = $>M. Un élément arbitraire de 
i5(1) peut être mis sous la forme HBx

d*B2
d».. . Br

r ce qui est 
d'après (7) égal à HB . (HB) <& = (H&) (Bû) =E signifie B& e £ , 
cela veut dire pour les classes d'après 2,55 B<& = E et de 2,56 
il suit B = E, d'où B = E. S) étant le sousgroupe maximum 
reproduit par <&, on a S>{1) = S), cela ve ît dire ®p -* S, contraire­
ment à la supposition faite au commencement dei 2,57* Il en suit 
© = S) X $ et <& est parfait. 
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2.6. Définition. Envisageons la décomposition (1) du § 1. 
Soit S) un sousgroupe de ©. Soit H e S), la correspondance H -> O^ 
où Oi est le composant de H dans ©t-, est un homomorphisme que 
nous allons appeler homomorphisme de décomposition. D'une ma­
nière analogue nous parlerons .d'un isomorphisme de décomposition 
et d'un automorphisme de décomposition. D'après M. Fitting [4], 
§ 2, p. 382, nous allons désigner par yi l'automorphisme de dé­
composition qui fait correspondre à chaque élément O = Q1Ot...Qt 
son composant Oi dans le facteur ©*. On voit toute suite que cha­
que couple yu yk, i 4= k, est sommable et d'après M. Fitting [4] 
1. c. on a les relations suivantes 

Yi + Y* + • • • + Yr = e, (11) 
Y%7i = Yi> YiVk = Q P o u r »"**." (12) 

On vérifie aisément le lemme: 
2,61. Lemme. Chaque automorphisme de décomposition est 

normal. 
2.7. Définition. Soit © un groupe avec un champ d'opéra­

teurs Q. L'automorphisme & de © est dit admis par Q, si l'on 
a coiï = ïïco pour chaque co e Q. 

2.71. Lemme. Le produit d'un nombre fini d9automorphismes 
admis par Q et la somme de ces automorphismes, si elle existe, est 
un automorphisme admis par Q. 

Démonstration. Quant au produit l'énoncé est évident. 
Envisageons la somme &x + &2 + ... + &n. Nous avons d'après (1) 
et (2) 

CO {&! + # 2 + . . . + &n) = CO&x + CO&2 + . . . + CO&n 
(#1 + #2 + • • • + $n) CO=&1CO + &2CO + . . . + &nCO 

et les deux expressions sont identiques. 
2.72. Lemme. Si # est un automorphisme de © admis par Q, 

le sousgroupe R, annulé par ê, est invariant par raport à Q. Si, 
de plus, le sousgroupe maximum S), reproduit par &, est unique 
et satisfait à la supposition des chaînes descendantes finies, il est 
de même invariant par rapport à Q. 

Démonstration. Soit K e St et soit d'après 2,3 n entier positif 
tel que K&n = E. On a {Kco) &n = {Kên) co = E, c'est-à-dire 
5?coc£. 

Soit Ç le sousgroupe, formé par tous les éléments F e S) 
pour lesquels Fco = E. On a donc $co = S et ensuite (Ç#) co =-
= fàco) # = (£, d'où <$û c $ . L'automorphisme # étant propre 
pour jà, il représente le sousgroupe Ç c £ d'une manière iso­
morphe au sousgroupe <&& c <J. Mais, parce que S) satisfait à la 
supposition des chaînes descendantes finies, le cas Ç0 C # n'est 
possible.10) Or, on a $ 0 = g et <& est reproduit par 0. Pour le 
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sousgroupe S)co9 on a d'abord 
S)co = (S)fi)co = (S)co)fi. (13) 

Soit ensuite H' e S)co et H'fi = E. On peut déterminer un élé­
ment H € S) tel que Hco = H'. On a E = H'fi = (Hco) fi = (Hfi) co, 
c'est-à-dire (Hfi) e <&. ^ étant reproduit par fi, H est de même 
contenu dans ^ et par conséquent E = Hco = H'. fi représente 
S)co d'une manière isomorphe à (S)co) fi. En vertu de (13) S)co est 
donc reproduit par fi et parce que S) est le sousgroupe maximum 
unique reproduit par fi: S)co cS). 

2,73. Lemme. Soit © un groupe avec un champ d'opérateurs Q. 
Soit (l) du § 1 une décomposition de ©, où les ©$ sont invariants 
par rapport à Q. En ce cas tous les automorphismes de décomposi­
tion yi sont admis par Q. 

Démonstration. D'après les suppositions, on a pour xrn co e Q 
et un G e © avec G = GXG2 . . . Gr: Gkco = G'k € ©* pour h = 
= 1, 2, . . ., r. On en tire d'un côté Gyico = Gico = G\, d'autre 
côté Gcoyi = [(Gxco) (G2co)... (Grco)] yi = [G\G'2... G'r] ?i = G\yi = 
= G\, par conséquent yico = coyi. 

Nous aurons besoin encore du lemme suivant: 
2,8. Lemme. Soient fi1 et fi2 deux automorphismes du grou­

pe ©. Soit S) un sousgroupe de © reproduit par fixfi2 et ^ un sous­
groupe reproduit par fi2fix. Soit de plus 

^' = S)fixg^, S)' = m2gS). (14) 
On a alors S)fi± = $$, $%fi2 = S) et les correspondances entre les élé­
ments de S) et de & y sont isomorphes. 

En particulier, si fixfi2 = fi2fix et si © est reproduit par fixfi2, 
© est reproduit même par fix et par fi2. 

Démonstration. On a 

^fixfi2 = S), m2fi1 = ^ (15) 
et on peut écrire 

S)fi1 = ®', 8'fi2 = S), (16) 
m2 = S)', £'#x = 5?. (17) 

Ici, les correspondances sont isomorphes, parce que, d'après la 
supposition, les correspondances (15) qui en résultent le sont aussi. 
De la seconde relation (16) et de la première relation (17) il résulte 
d'après (14) S) = &'fi2 £ $# 2 = S)', ce qui donne d'après la se­
conde relation (14) S) = S)'. De la même manière on prouve 
l'égalité $%' = R. On parvient au cas particulier, si l'on pose 
S) = ©, en tenant compte du fait qu'on a, en vertu de fi±fi2 =#2#i, 
£ = ©. 

Â la fin rappelons ce lemme démontré par M. Fitting [3], 
Hilfssatz 5, p. 20, qui est très important: 
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2,9. Lemme. Envisageons la décomposition (1) du § 1 pour ©. 
Soit x un automorphisme de ® qui fait correspondre aux éléments 
de ®i les éléments d'un certain sousgroupe ®'k de ©*, i =4= k* Si x 
est normal, ®'k est un sousgroupe du centre de ®k et par conséquent 
du centre de ®. 

§ 3. Les produits directs de deux facteurs. 
Dans ce qui suit nous revenons au cas d'un groupe © ayant 

un champ d'opérateurs Q. Soit (£ le centre de ©. Il se peut que (£ 
n'est pas un sousgroupe invariant par rapport à Q. Mais il existe 
toujours dans (£ un sousgroupe maximum unique qui est inva­
riant par rapport à Q. Ce sousgroupe sera désigné par (£a. Nous 
ferons maintenant sur © la supposition suivante: 

3.1. Supposition. Ç£a satisfait à la supposition des chaînes 
descendantes finies. 

3.2. Soient 
© = ©x X ©2 = &! X &2 (1) 

deux décompositions distinctes du groupe © en produit direct 
de deux facteurs. Nous allons chercher un élargissement de la 
première et un élargissement de la seconde décomposition qui 
soient centralement isomorphes, l'un à l'autre. Pour ce but, nous 
allons désigner par yl9 y2 les automorphismes de décomposition 
de la première décomposition et ôl9 ô2 ceux de la seconde.11) Nous 
allons examiner ces automorphismes.1?) 

3,21. Lemme. Les sousgroupes ®yiô9yk = ©iyAy*, i 4= k, 
i9j9k= 1, 2 sont sousgroupes de (£n. La même chose est vraie 
pour ®ôtyjôk = &ià%yjôk. Par conséquent yiôtfk, y%à2yk et ôiy^ky 
à%y2àk sont sommables et on a 

YAyk + Yià2yk = Q, àiy^k + dty2ôk = Q, i =¥k, i, k = 1, 2, (2) 
ce qui peut être écrit: 

Viôtfk = — Vià2yk, <5iyA = — à%y2à^ (3) 
Démonstration. yxàffk avec i + i est un automorphisme nor­

mal (voir 2,61) pour lequel on a ®y%àftk = (©y*) àfYk = ®iàffk £. 
ç ®k. Ce sousgroupe est alors, en vertu de 2,9, un sousgroupe 
cTu centre et, en vertu de 2,73 et 2,71, un sousgroupe de £0. On 
a maintenant d'après (11) et (12) du § 2: Q = ytyk = y» £ yk = 

u ) J'attire l'attention du lecteur au fait que l'automorphisme de 
décomposition yx n'est pas déterminé par le facteur direct ©2 seul, mais 
simultanément par ce facteur et par son facteur complémentaire ©2. En 
effet, s'il existe une autre décomposition © = ©x X ©'8 avec ©'2 =h ©2, 
on a pour les automorphismes de décomposition respectifs y\, y\ : y\ 4= 
=*= ri» y\ 4= y*. 

-1) Les lemmes 3,21, 3,23, 3,24, 3,25 sont vrais même sans la sup­
position 3,1. 
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==-= yiA + â2) yk = yAyk + yAyk. ®yAyk étant abélien, l'expres­
sion — yAyk a un sens. On a une preuve analogue pour ôtyA> 
àfyA-

3.22. Lemme. Posons ®fyAyk = ©"*, SSiàiyA = £"*, i, /, 
& = 1, 2, i 4= fc et © f, = ®f O S>8, r, 5 = 1, 2. .Les homomorphismes: 
yAyk entre ®< e$ ©"* et ôryjdk entre S)i et $)"k engendrent les iso-
morphismes suivants 

©</($<> X ©«) « ®"k, &il{®fi X ©;<) « £"*, 
oà Z = 1, 2, Z 4= y. /ci, à cause de 3, 21 et 3,1, Ze8 groupes-quotients 
sont abéliens et satisfont à la supposition des chaînes descendantes 
finies. 

Démonstration. D'abord le sousgroupe ©f,, étant la partie 
commune de deux sousgroupes normaux de ©, est lui-même un 
sousgroupe normal de ©. Il est ©<;-D ©«£&; H jty = S, par 
conséquent ®# X ©<z existe dans ©. On a ensuite ®cyiàfyk = 
= ©ifyy*. Posons ®A = S>V Tous les éléments de ©» auxquels 
l'automorphisme ôj fait correspondre E forment exactement le 
sousgroupe 5),? = ©< O ôz. De même on a £'j £ ©# et tous les 
éléments de $)'$ auxquels l'automorphisme yk fait correspondre E 
forment exactement le sousgroupe ©#. Parce que ^ laisse inva­
riant chaque élément de ©*„ tous les éléments de ©* auxquels 
l'automorphisme ôfyk fait correspondre E forment exactement le 
sousgroupe ©# X ©«. Le lemme pour yAyk est maintenant la 
conséquence du théorème sur Vhomomorphisme. On a une démon­
stration analogue pour ôfyA-

3.23. Lemme. Posons 
Xii = YAyi, hi = <5<yA, *\ ? = *> 2. 

Les automorphismes «tl, »<2 et A<1} A*2, * = 1,2, sont sommables et 
il est 

*<i + «<2 = Yi> hi + ^2 = <5<> » -= 1, 2. (4) 
Démonstration. D'après (11) et (12) du § 2 il est 

yi = y<r* = y< « y< = y<(̂ i + <î2) y< = yAYi + y<̂ y< — *n + *<2 
et on a ,une relation analogue pour ai. 

3.24. Lemme. Il est K^X^ = Xi2Xil9 hxhi = h^h.^ * = 1, 2. 
Démonstration. D'après (3) on a par exemple pour ^ « j , 

«u«i2 = yi^yAyi « — y i ^ ^ y i = — YAYAYI = yArAri —• 
= «tt^ll» 

3.25. Lemme. i2 e8J 
«11*12 + «21*22 === *11*12 + *21*22-

Démonstration. Les sommes existent, car, par exemple, pour 
la première, on a ®XVLXVL = (©*n) «12 -̂  ®«i* £ ©i> ©«21*22 = 
= (©«a) «22 £ ©«22 S ©a- On Peut' écrire Ta première somme, en 
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vertu de (11), (1), (2) du § 2, et de 3,24, sous la forme 

*ii*i2+*2i*22 = (*ii*i2+*22*2i) e = ( y A y A y i + y A y * ^ ) A+<52) = 
= y A y A y A + y A y A y A + y A y A y A + y2<52y2̂ yA 

et la seconde, sous la forme 

*ii*i2+^i*22 = * (^11^+^22^1) = (yi+y2) (<5iyAyA+<52yAyA) = 
= yi<5iyi<5iy2<5i + y A y A y A + y A y A y A + y A y A y A . 

D'après (3) il est ici 
yAyAyA = — yAyAyA = yAyAyA» 
yAyAyA = — yAyAyA = yAyAyA» 
yAyAyA = — yAyAyA = yAyAyA, 
yAyAy2<52 = — yAyAyA = yAyAyA, 

ce qui prouve le lemme* 
3,3. Nous ferons voir que les automorphismes xa, x^Xi2, 

Xjk, AjiAj2 sont parfaits. 
3.31. Lemme. Les automorphismes x%1Xi2 et AiiAi2, i = 1, 2, 

sont parfaits pour ®i et S)i. On peut alors écrire 
®i = ®i X ^i et S)i = ô i X £i, 

où ®i resp. S)i est le sousgroupe maximum de ®i resp. S)i reproduit 
par XiXXi2 resp. h^h^ et i5i resp. £i le sousgroupe de ®i resp. S>i 
annulé par XiXXi2 resp. XiXi^. 

Démonstration. Nous donnons la preuve pour x^Xi2
 et ©i. 

On a d'après la définition ®iXiXXi2 -= ®(¥ià1yià2yi -= ©AyAy* 
D'après 3,21 ©i<5xyA et par conséquent de même @Ay2y«<5 est 
un sousgroupe de (£o, car yi fait correspondre à un sousgroupe inva­
riant du centre de même un sousgroupe invariant du centre. 
Ce sousgroupe est alors abélien et, d'après la supposition 3,1, 
il satisfait à la supposition des chaînes descendantes finies. Le 
sousgroupe ®iÇ®iXiXXi2 est donc normal. D'après le théorème 
sur l'homomorphisme, l'automorphismé XiVXi2 engendre l'isomor-
phisme suivant 

éi/sw =- ®i>c%1xi2, 
où RéU a la même signification pour. .&,• c o m m e t pour $ à 2,3. 
®i/Ri{1) et, par conséquent aussi ®i/&i, est un sousgroupe abélien, 
satisfaisant à la supposition des chaînes descendantes finies. 
En vertu du théorème 2,5 XiXXi2 est parfait pour ©<. Les décom­
positions (1) étant invariantes par rapport à Q, les automorphismes 
y<- ai, i = 1, 2, sont, en vertu de 2,73 et 2,71, admis par G. Le 
lemme 2,72 fait voir que ©i et SU sont invariants par rapport à Û. 

3.32. Lemmé. L'automorphismé x^ est parfait pour ©i, l'auto-
morphisme Xij, parfait pour S)i, i, j = 1,2. On peut donc écrire, 
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en poęanł l = 1, 2, l Ф j : 

®І = ®ц X Лв eí й i = Äü X £«, 
où ®ц resp. Sïji esł le sousgroupe maximum de ©< resp. SЬІ reproduił 
par xц resp. Лy. Rii resp. 2ц esł le sousgroupe de © І resp. $)І annulé 
par XІJ resp. XІJ. 

Démonstration. Nous donnons la preuve pour x%ҷ et ©*. 
Prenons le sousgroupe Фя de 3,22. De Фя c SЬi on tire Dцðj = Ě 
pour chaque Dц є ф# et à plus forte raison DQXЦ = Dцðfyi = E. 
On a donc фг/ c ^ 1 ) c ^ г 7. II est ďautre part Difxц = Difyiðfy% = 
= Dijðfyi = Ayyi = Дjpour chaque Z)# € ф г ; . On a donc ©ø c ® t. 
Ľautomorphisme иг?- engendre alors un automorphisme и# du 

groupe-quotient ©»/©# = ©». к# fait correspondre à ce groupe 
le groupe (®iXij)l<S)ij. II en suit que le sousgroupe de © І / ® ^ annulé 
par XІJ est фø.Äti/Фøj= Ä к 2 © # X ©ti/фø et le sousgroupe 
maximum reproduit par xц est ©</©#. D'après le second théorème 
sur ľisomorphisme on a 

(@І/©І,)/(©І; X Фв/Ф«) =• ©i/Фø X © ð 

et nous avons vu à 3,22 que ce dernier groupe-quotient est abéUen 
et satisfait à la supposition des chaînes descendantes finies. La 

même chose est donc vraie pour ®І/$ŠЦ. On a ďaprès le premier 
theorème sur ľisomorphisme 

©І/©Ü •= (®ІІ X Фв) .Ђi/Qц X ф І Z c ©,/©<, X ©«. 
Ce dernier groupe-quotient étant abéüen, ©</©# est un sous-

groupe normal de ©<. En vertu de 2,5 xц est donc parfait póur ©г\ 
Chaque élément de ©# étant invaгiant par rapport à x%ҷ, il en suit 
que XІJ est parfait pour ®І. 

3.33. Lemme. II esł 
Длi ^ 5\ii X 5\i2? -wi ^^ -Cii X \,2i, * = 1, л. 

3.34. Lemme. $ # éвí reproduił par xц. De même Zц esł repro-
duił par XІJ. i, / = 1, 2. 

Démonstration. Nous allons prouver la première formule du 
lemme 3,33 et la première partie du lemme 3,34. On a ďabord 
ÄÜ П &І2 = Є. Soit K € í?ü, K e Ri2. D'après 2,3 deux nombres 
entiers positifs Пtj n2 existent tels que KxцПi = E. KxІ2

Пt = E. 
D'après 3,23 et (12) du § 2 il est K = Ky^ = Ky^+ъ = 
= K(x%1 + Xi2)

Пí+Пt = Ey car (xiг + Xi2)
Пl+n% est égal à la somme des 

termes xni+n,г~*x%2

r, oü 0 <I r ^ r^ + n2. Or, on a, ou rц + r^ — 
— r > n ,̂ ou r ]> n2, par conséquent Kxni+ПlгЧГXi2

r = KXІ2

ГXПІ+ПIГЧГ= 

= E. ч 
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Soit jKi2 c $ i 2 avec Ki2Xif = E d'après 2,3. Il est (Ki2xi2) «il
n = 

= (Ki2Xi^) xi2 = E, donc -Ki2^i2 € &i2. Or, *i2 fait correspondre 
à 5?i2 un sousgroupe .&i2*i2 c ^ i 2 . Cette correspondance est iso­
morphe, car Ki2Xi2 = E signifie .Ki2 c ̂ i l 5 d'où on tire .Ki2 == E, 
Si l'on avait $%i2Xi2 C -&i2> u n e chaîne descendante infinie existe­
rait dans .$i2.

10) À 3,22 on a vu 5?i2 ^ ©i2 et à 3,32 on a vu 
©m ̂  ©Û. Chaque élément de ©i2 étant invariant par rapport 
à H,-2, il serait ^i2x^2 ^ ©i2 pour chaque n. II existerait donc dans 

SW©<2 = ©<i • *W(©<i x ©t2) g @i/(©ù x ©>2) 
une chaîne descendante infinie ce qui est contraire à 3,22, Par 
conséquent &i2Xi2 = ^ i 2 et $ i 2 est reproduit par xi2. De même $tiX 
est reproduit par «il# Le lemme 3,34 est donc démontré. 

On a évidemment en vertu de 3,24 $ i x x & 2 c ^ i # Soit 
Ki c ̂ i 5 il existe un entier positif n tel que E = K^x^x^)11 = 
= (KiX^) xi2

n, d'où il suit KiX^ = K'^ e 5 ^ . ^ étant reproduit 
par xix, on peut y trouver l'élément K^ tel que K^x^ = K'iX. 
Or, (Kâ1Ki)xil

n = E, c'est-à-dire K^Ki = Ki2 e ®i2 et K{ = 
= KiXKi2. On a donc ^ X ^ ^ & et le lemme 3,33 est démontré -

3,4. Nous allons prouver quelques lemmes concernant les 
décompositions de ©,- et $n. 

3.41. Lemme. On a 

®i = ®i X ild X 5?i2, &i = .S» X 2^ X £2i, i = 1, 2. 
Les sousgroupes maximum reproduits par «il} Xi2, x^x^ sont ici 
®i X .&il5 ©i X 5?i2, ®i respectivement, les sousgroupes maximum 
reproduits par hl9 Xi2, Â Â  8ew£ ô i X £i:l, $)i X £i2, 55* respecti­
vement. 

Démonstration. En vertu du cas particulier du lemme 2,S 
®i est reproduit en même temps par xilL et par Xi2. Le lemme est 
maintenant la conséquence de 3,33 et 3,34. 

3.42. Lemme. On a 
© = © 1 x© 2 = fi1 x~ô2: 

3 .43 . L e m m e . On a 
•R =-: «H-ii X <5\12 X M-23. X -H22 === ^11 X -C2i X \,12 X -C22» 

Démonstration. On trouve aisément que ®± X ®2 est lé 
sousgroupe maximum de © reproduit par xlxx12 + 1̂21̂22? c a r °» 
a pour chaque G = G±G2€®9 où Gie®ii G(xnx12 + x21x22) -= 
= ( ^ 2 ) («11̂ 12 + 2̂1*22) = (#1*11*12) (#2*21*22)- De même j ^ X lo2 
est le sousgroupe maximum de © reproduit par X^k^ + h2ih&-
La relation de 3,42 est maintenant la conséquence de 3,25. Par 
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la même raison ^ est le sousgroupè annulé par нnн12 + н21н22 

et par AnA12 -f- A21A22, ďoù il suit la relation 3,43. 
3,5, Théorème. Soit © un groupe qui satisfait à la suppo-

sition 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de ® en 
produit direct de deux facteurs. U üargissement de la première dé-
composition 

© = (©! X Яц X Я м ) X (®2 X Яa X Я22) (5) 

est centralement isomorphe à ľélargissement de la seconde décom-
position: 

® = (Ã! X £ n X £21) X (Ђ2 X £12 X £22) (6) 
de sçrte qu9on a les isontorphismes centraux suivants: 

®i =. S)k, pour chaque i et k, 
8ik •= £*, i, к = 1, 2. 

Uaiitomorphisme de décomposition ôк fait correspondre ďune ma-
nière isomorphe au facteur ©< de (5) le facteur S)k pour chaque 
i et к, i,к= 1, 2. ôk fait de plus correspondre ďune manière iso-
morphe au facteur Яť* de (5) le facteur £* de (6). Inversement үi 
fait correspondre au facteur SЬk le> facteur ®І et au facteur £<* le 
facteur Я{fc. II en suit que ľensemЫe de tous les composants de ®< 
dans S)к constitue le facteúr S>k, ľensemble de tous les composants 
de ЯÜ, le facteur Qiк. Une chose analogue est vraie pour les compo-
sants de S)k et £a dans ©t*. 

Démonstration. D'après 3,41, (5) est ľélargissement de la 
première décomposition (1), (6), de la seconde. D^après la dé-
monstration de 3,41 ® ť est reproduit par Щk, S)k par Xн, i, к = 1, 2. 
On a © І = ®i>aк = ®iåкүi, Š)к = %khi = SïkYiôk. De 3,42 ré-
sultent les relations suivantes 

© A c & , š>'kүig®i. 
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2,8 avec ůľ = åk, #2 = YІ. 
II en suijb que ľautomorphisme de décomposition үt fait corres-
pondre ďune manière isomorphe au façteur ©< de (5) le facteur 
Sbk de (6) et ľautomorphisme de décomposition y» au facteur S)к 
le facteuг ®І. Soit Kn un élément arbitraire de Ä n . On a ďaprès 
3,43 dans (6) la décomposition Kn = LnL21L12L22 avec La e 2ÍK. 
Soit n ľentièг positif tel que Knн

П2 = E. On tгouve aisément 
ďaprès (3) н^ò^ = y A y A • • • Y&үA = үЛүAү2 . . . y A y A = 
=y1A12

n. Par conséquent íl est E = K^н^ò^ = K^y^j1 ^3 "fuA*n ~ 
= (L^L^L^L^) Ai2л = (LnXvľ) (Ai V ) - -0'après 3,32 on a (Lnl12*)є 
€ £ n et d^après 3,34 (.Ł21A12

n) c £21 et par conséquent L^X^ = 2.7, 
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^2i^i2n = -®- 1̂2 étant propre pour £21, il en suit .L21 = E. Le com-
posant de Kiг dans S)i est ľélément Ln€ £ u et on a ^ - Д c £ u , 
D'une manière générale il est &*<5* £ 2iк et inveгsement ZikYi Ç 
c$%iк. Maintenant on prouve au moyen du lemme 2,8 par íe 
même raisonnement comme auparavant que ľautomorphisme de 
décomposition ôk fait correspondre ďune manière isomorphe au 
facteur йik de (5) le facteur Zik de (6) et ľautomorphisme de 
décomposition y», au facteur Zik le facteur ^ . 

Comme on sait, ces faits ont pour, conséquence qu'on peut 
xemplacer dans la décomposition (5) le facteur ®* par S)k et le 
facteur &ik par ZІЬ Prouvons-le, par exemple, pour ®l9 S>v Le 
composant ďun Hx є S)l9 Hг =+= E dans ® x est différent de E9 

parce que йiУi = ©x est une relation isomorphe. II en suit que 

Ãi П ( Я u X Я и X ©2 X ®21 X ®22) = Є. 
Or, il existe dans © le produit direct 

©' = Ãx X Я u X Äм X ® 2 X Яц X Я 2 2. 
Soit Gx un élément de © .̂ D'après ce qui a été dit sur yl9 on peut 
trouver un élément Hг e S)г tel que Hx = G^K^K^G^K^K^ ďoù 
Gг = H^K^K^G^K^K^. Or, on a @x c ©' et par conséquent 
<8' = ©. On peut faire un raisonnement analogue pour les autres 
facteurs. On en obtient ďaprès un lemme connu, démontré par 
M. Schmidt [1], § 4, Hilfssatz I, p. 38, les ísomorphismes centraux 
©» = S)k, Rik = Zik- Le théorème 3,5 est donc démontré. 

3,6. Théorème. Soit © un groupe qui satisfait à la supposi-
łion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de © en produit 
direct de deux facteurs. On peut tóujours trouver un élargissement 
de la première décomposition 

© = © u X @12 X @21 X @22 avec ®І = ®ix X ®i2 (7) 

et un élargissement de la seconde décomposition 
© = Ô ц X S)21 X .Й12 X 5b22 avec S)І = S)IІ X .ôg* (8) 

qui sont centralement isomorphes de sorte qu9on a entre les facteurв 
les isomorphismes centraux ,©a =; S)ik, i,к = l9 2. 

Démonstration. II suffit de poser par exemple 

©п = @i X йn, @12 = Я12, @21 = Л a , @22 = @2 X Я 2 2 

-ÎOц ^ ^ -ÎOl X -LU> J Э 1 2 ^ -̂ 12> -л~*21 ^ 5 ^21> -5022 ^ ^ -5Õ2 X -Ľ2 2. 

Puis on tire aisément du théorème 3,5 la remarque suivante: 
Remarque. Ľautomorphisme de décomposition òk fait cor-

тespondre ďune manière isomorphe au facteur ®ik de (7) le 
facteur ®ik de (8) pour chaque i et к. Inversement, la chose ana-
logue est vraię pour Гautomorphism de décomposition y<. Par 
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conséquent ľensembl de tous les composants de ®цt dans ІЭfc 
constitue le facteur, $)ik et ľensemble de tous les composants. 
de &ik dans ®І constitue le facteur ©#. 

De cette remarque on obtient le théorème par un raisonne-
ment analogue à celui de la démonstration du théorème 3,6. 

§ 4.~Les produits directs de n îacteurs. 

En partant du théorème 3,6, oћ obtient par ľinduction double 
le théorème suivant: 

4Д. Théorème. Soił © un groupe qui satisfait à la suppo-
sition 3,1. Soient 

© = © І X ©2 X . . . X ®r (1) 
et 

® = Ãi X Ä2 X . . . X й , (2> 
deux décompositions de © en produits directs der et s facłeurs, r et & 
étant deux entiers positifs arbitraires. On peut łoujours łrouver un 
élargissement de (1) 

© = ©ц X @12 X . . . X ©1 8 X ® 2 1 X . . . X ®2< X @зi X . . . X ®r, 
avec (3) 

©i = ©ù X ©í2 X . . . X ©w, i = 1, 2, . . ., r 
et un élargissement de (2) 

© = Ã u X 5Ь21X. . . X .ÔaXÔ12 X . . .X.Ã22 X .Ô13X . . .XŠ>r8 (4) 
avec 

Ãł = Ãi< X AEІ X . . . X S)ri, i = 1, 2, . . ., 5 
qui sont centralemenł isomorpћes de sorłe quђon a entre les facteurs 
les isomorpћismes centraux 

®ik •= Ätt, i = 1, 2, . . ., r, h = 1, 2, . . ., s.13) 
Démonstration. Si ľon a deux décompositions du groupe © 

qui sont centralement isomorphes, on peut toujours trouver 
à ľélargissement arbitraire de la première décomposition un élar-
gissemënt de la seconde qui lui est centralement isomorphe. D'après. 
3,6 le theorème est vraï pour r = 2, s = 2. Dans ce qui suit on 

18) En paгtant d la г maгqu ajouté au théorèm 3,6 et n aггan-
g ant l s d ux inductions paг l squ ll s s fait la démonstгation ďun 
manièr conv nabl , on démontг d plus l fait suivant: Si Гon décompos 
les élém nts d © Ä ďapгès la décomposition (4), Pens mbl d compo-
sants d tous l s élém nts d © ^ dans Ä^. foгm l facteur 55^ tout enti r. 
Ľautpmoгphism d décomposition: G-> composant d G dans l 
fact ur Ô ^ d (4) fait coгт spondг ďun manièr isomoгph au facteuг © ť f e 

l fact uг 55tf.. J n donn pas ici la démonstration d c tt ass rtion* 
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désigne par les mêmes indices auprès des facteurs © # et $)%k le 
fait que ces deux facteurs sont centralement isomorphes. 

I. Posons r = 2 et supposons que le théorème soit vrai pour 
s— 1. On part de la décomposition (1) avec r = 2 et de la dé­
composition 

© = Ôi X &2 X . . . X ô 8 - 2 X Ï5>8-i, (5) 
où 

Ô 8 - i = £ 8 - i X £ 8 . (6) 

D'après la supposition on peut trouver un élargissement de (1) 

® = (®n X. . . X ®1 ) 8-2 X ®1)8-i) X (®21 X . . . X ®2,8-2 X ®2,8-i) (7) 

et un élargissement de (5) 

® = (&nX.Ô21)X(.£12X.£22) X . . . X ( S u _ 2 x 6 2 | j - 2 ) X 

X(Ô l j 8 - iXÔ 2 , 8 - i ) , ( 8 ) 

Où . ^ - i = &I,8-i X Ô2,8-l, (9) 
qui sont centralement isomorphes. D'après 3,6, on peut trouver 
élargissements de (6) et (9): 

J g , - ! =J.£l>8-l X_Ô2,8-l) XjÔi,8 X &2,8), (10) 
<08-i = (AS-, X 5?jLx) X (£$_i X &&-i} (H) 

qui sont centralement isomorphes: !ôt,8—î £=. $$—i9 -Ô»,8 = «ô!,?—i-
En remplaçant dans la décomposition (8) .5L>8—i = J3i,8—î X 5)2,«—î 
par (10) et par (11), on obtient deux élargissements de (8), centra­
lement isomorphes. Le premier d'eux est la décomposition (4). 
(7) et (8) étant centralement isomorphes, on peut trouver un 
élargissement de (7) qui est centralement isomorphe au second 
élargissement que nous venons d'obtenir et par conséquent centra­
lement isomorphe à (4). Pour cela on n'a qu'à décomposer © i , 8 _ i = 
= ®u^i X ©i,8 et ©2,8-i = ©2 ,8-i X ©2>8 avec ©i,8_! =• .ôlV-i* 
©i,8 =\ $$8—i, i = 1, 2. On obtient ainsi la décomposition (3) 
avec r = 2. Le théorème est donc vrai pour r = 2 et s quelconque* 

II. Supposons que le théorème soit vrai pour r — 1 et s 
quelconque. On part de la décomposition 

© = ©! X ©2 X . . . X ©r-2 X ®r- i , (12) 
où __ 

®r_x = @ r - 1 X ®r, (13) 

et de la décomposition (2). D'après la supposition il existe un 
élargissement de (12) 

® = ® n X ®12 X__. . , X .@18 X © a X . . . X ©r-2,a X 
X ©r-i, i X . . . X ©r-l,8, (14) 
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où _ _ _ 
@r_! = ® r _ 1 Д X ©r-1,2 X . . . X ®r-l,„ (15) 

et un élargissement de (2) 

© = Ã ц X . . . X Ãr-2,1 X Ђr-1,1 X Ä l 2 X . . . X Är-2,» X Ãr-l,* 
(16) 

qui sont centralement isomorphes. D'après I on peut trouver 
élargissements de (13) et (15) 

©Г--1 = (©r-1,1 X . . : X ©r-м) X (®ŢД X . . . X ®r,8), (17) 

©,_! = (©<__iд X ©r

22l,l) X . . . X (Щlf8 X @r

2---l,,)_ (18) 

qui sont centralement isomorphes: ®r—i,< __̂  ©r-^i, ©r,< Ë ©r—1,<* 
En remplaçant dans la décomposition (14) ©r—i = ©r—1,1 X 
X ©r—1,2 X . . . X ©r—1,« par (17) et par (18), on obtient deux 
élaгgissements de (14) centralement isomorphes. Le pгemier ďeux 
est précisement la décomposition (3). (14) et (16) étant centra-
lement isomorphes, on peuţ trouver un élargissement de (16) qui 
est centralement isomorphe au second élargissement que nous 
venons dЪbtenir et par conséquent centralement isomorphe à (3). 
Pour cela on n'a qu'à décomposer: Syr—1,< = Ãr—1,< X &r,< avec 
$Уr—1,< __É ©r-i,<} Är,< __É ©r---i,<. On obtient ainsi la décomposi-
tion (4). Le théorème est vrai pour r et s quelconque. 

La conséquence immédiate de 4,1 est le théorème: 
4,2. Théorème. Soit © un groupe qui sałisfaił à la supposi-

łion 3,1. Supposons que © possède une décomposition irréducłible. 
En ce cas, chaqџe décomposition de © en produit direct peut êłre 
élargie en une décomposition irréductible et deux dêcompositions 
irréductibles quélconques sont centralement isomorphes, ľune à ľautre* 

§ 5. La substitution đes facteurs đans đeux décompositions 
centralement isomorphes. 

5,1. Théorème. Soit © un groupe qui satisfaìt à la supposi-
tion 3,1.. Êtant données deux décompositions quelconques de ©, on 
peut toujours trouver un élargissemenł 

@ = Sli X H2 X . . . X üq (1) 
de la première décomposition et un élargissement 

@ = ÇQX X <Э32 X . . . X gЗg (2) 

de la seconde décomposiłion qui sont centralement isomorphes et 
qui ont la propriété suivante: On peut substiłuer pour un ensemble 
quélconque des facteurs ÜІ, par exemple pour üг; Д2, . . ., £í*y 
1 ^t^Ĺq*—1, certains fcюteurs de la seconde décomposition qui 
sont centralement isomorphes aux facteurs choisis Я< de sorte qu9on 
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obtient ainsi une nouvelle décomposition de ©, centralement iso-
morpћe à (1) et (2), dans notre exemple la décomposition: 

© = Яìkl x 93*, x . . . x <23*ť x H í + 1 X м . x î l f . 
avec les isomorphismes centraux 93*. -^ íli, i = 1, 2, . . ., <. 

5,2. Avant ďaborder la démonstration de 5,1, nous allons 
démontrer deux lemmes. 

6.21. Lemme.14) Soit © un groupe irréductible qui satisfait 
à la supposition 3,1. Soit ů un automorpћisme propre pour © qui 
est la ąomme ů = ůг + #2 de deux automorpћismes de © tels que 
les automorpћismes ŮІ&—1, #2#"~1 sont parfaits pour ©. En ce cas, 
au moins un des automorpћismes ůг et &2 est propre pour ©. 

Démonstration. On conclut de (ůrfh-1) iï = &%, i = 1, 2 que 
les automorphismes ůi et ůiiï—1 sont en même temps, ou propres 
pour ©, ou ne le sont pas. Supposons alors que ůг et ů2 et par 
conséquent ůjů—1 et ůjh-1 ne soient pas propres pouг ©. Nous 
avons la relation 

&Í&-1 + &2ů-1 = є. 

En la multipüant par ůß—1, ďabord à gauche, puis à droite, 
onobtientlesrelations (&4&)2 + (^ð-1) (ů2&-г) = ůxů-\ (&Í&-1)2 + 
+ ( ^ - 1 ) (&Í&-1) = M^\ d'où il suit15) 

(iïß-1) (ůß-1) = (ůß-1) (ůß-1). (3) 
&Ї&—1 est ďune part parfait et n'est pas propre pour ©, © est 
ďautre part irréductible. II en suit que le sousgroupe annulé 
par &І&—1 est le groupe © entier. Pour un G arbitraire de © on 
peut donc déterminer un entier positif n tel que G^ů-г)n = E, 
G^ů-1)4 = E. On en tire ľéquation impossible G = Gfifl-1 + 
+ ïïф-1)** = E de la manièere suivante: (ůф-1 + ůф-1)2* est 
en vertu de (3) la somme des termes (#1#—1)2n—r (&2ů— 1 ) r = 
= ('&2&-1)r (&1iï-

1Yn-r avec 0 <I r <; 2n. On a donc, ou 2n — 
— r _ n, ou r > n et par conséquent (?(#-#— 2*—r (#2#~~1)r = E. 
II faut alors que au moins un des automorphismes ův ů2 soit pro-
pre pour ©. 

5.22. Łemme. Soit © un groupe satisfaisant à la supposition 3,1. 
Parmi les facteurs directs abéliens de®,il y ena qui sont des facteurs 
abéliens maximum, cela veut dire que un tel facteur 21 n9est contenu 
dans aucun autre facteur direct abélien. Dans la décomposition 
© = 21 X £}, Q ne possède aucun facteur direct abélien. 

14) Quant à c l mm t sa démonstгation confoгmer Fitting [3], 
§ 1, Hilfssatz 4, p. 19. 

1 5) Soi nt <p t \p d ux automoгphism s qu lconqu s pouг un gгoupe. 
On tгouv aişém nt qu , s'il exist un automorphism f, satisfaisant à la 
relatipn tp + f = y, il n'exist quЧin s ul. 
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Démonstration. Soit 

2 l i C 2 l 2 C 2 l з C . . . (4) 
шie chaîne môntante infinie des facteurs directs abéliens de ©. 
Posons = 2 l ( X QІ . Ľensemble de tous les éléments qui sont 

ontenus au moins dans un 2I» forme un sousgroupe ЗД du centre 
de © qui est invariant par rapport à Q, parce que les SHІ le sont. 
On a évidemment <& = <&_! X ЪІ, ЪІ = 2li П Qt-i. l в) En po-
sant 93i -= Зli, on a pour ЭД le produit direct infini: 21 = 93i X 
X 932 X . . . X З̂Зn X . . . . On en conclut comme dans la démon-

stration de 2,51, que, dans 21, une chaîne descendante infinie 
existe ce qui est ďaprès la supposition 3,1 impossible. Or, dans © 
nne chaîne (4) n'existe pas. Par conséquent il y a dans © des 
facteurs abéliens maximum. 

5,3. Démonstration du théorème 5,1. Envisageons deux dé-
compositions quelconques (1) et (2) du § 4 pour le groupe ©. 
Chaque facteur abélien de © peut être décomposé, en vertu de 
la supposition 3,1, en produit direct des facteurs irréductibles. 
Alors on peut trouver, oľaprès 5,22 et 4,1 un élargissement de la 
décomposition (1) du § 4 

© = 2li x 2Í2 x . . . x 2l« x ^ i x <£2 x . . . x <p, (5) 
et un élargissement de la décomposition (2) du § 4 

© = ^ i x 932 x . . . x 93y x Qi x Q2 x . . . x Q f (6) 
qui sont centralement isomorphes: 21І ^É 93І, ť -= 1, 2,. .., u, 
Ђþi £á QІ, ť == 1, 2, . . ., v, et dans lesquels les 2ÍІ et 93І sont des 
facteurs abéliens irréductibles, les ^ І et QІ, les facteurs non-
abéüens qui ne póssèdent aucun facteur abélien direct. Soient 
CCІ, i = 1, 2, . . ., u les automorphismes de décompositionð dans (5) 
pour les facteurs 2li, УІ, ť = 1, 2, . . ., v, les mêmes automorphis-
mes pour les ^þi, ßi, i = 1, 2, . . ., u, ôг, i = 1, 2, . . .., v auront 
une signification analogue pour la décompositiön (6). Soit encoгe 
ài = ßi + . - . + ßu + ÔX + . . . + й_i + ðt+i + . . . + ÔV, І = 
= 1, 2, . . ., v. Ecrivons pour un ť quelconque, i = 1, 2, . . ., v, 
les décompositions (5) et (6) sous la forme: 

© = ӯi X ^ І = Q І X Q І . 

tyi y est le produit dè tous les facteurs de (5), autres que Чþi, Q,-, 
le produit de tous les facteurs de (6), autres que Q І . Maintenant 
le Чþi est reproduit par yiôiyi et Q І par ðťyiôi. Aütrement, il 
existerait ďaprès le théorème 3,5 (voir aussi la démonstration 
de 3,5) un facteur direct ®þ'i ф (g de ^ * reproduit par yiòtfi et 

») R mak [1], § 1, Satz 2, p. 296. Voiг aussi Sohmidt [1], § 4, Hüfs-
satz III, p. 39. 

584 



on aurait la représentation isomorphe ty'îôi = Q' t, £}'<=(=(£ 
étant un facteur direct de .Q». tyi et Qi étant centralement iso­
morphes, il existerait un facteur direct Q'» 4= S de Q< qui serait 
centralement isomorphe à <.£',• et par conséquent à Q\ . Il suivrait 
du lemme 2,9 que Q'< serait un facteur abélien ce qui est impos­
sible d'après la supposition faite sur -Qi. Or, on voit par la même 
voie comme dans la démonstration du théorème 3,5 qu'on peut 
substituer dans (5) Q< à la place de ^ i et dans (6) <pi à la place 
de Qi. 

Pour les facteurs abéliens nous allons procéder comme il suit: 
Posons ' Jx = p2 + & + . . . +JU +ô1 + ... + ô9. On a .ocx = 
= aiiPi + Pi) <*i = ^îi^i^i + <*i&<*i e^ *i es^ rautomorphisme-unité 
pour 2l1# 2^ étant irréductible, et ocipioc1, oclp1oc1 étant parfaits, il 
suit du lemme 5,2117) que, si ocipioc1 n'est pas propre pour 21-., 
•cciPiOc1 l'est. Dans ce cas posons /?2 = Pz + Pi + • • • + $ * + 
+ ^i + • • • + àv. On a ?7X = <%i/?i<%! = #i/?2<*i + ai.#2<*i e^ *?i es^ 
propre pour SHV Parce que S^ est un groupe abélien satisfaisant 
d'après 3,1 à la supposition des chaînes descendantes finies, il 
suit du théorème 2,5 que chaque automorphisme de Sd± est parfait. 
oc^octfï—1 et «i/^iW""1 s o n * donc parfaits pour SHV On voit main­
tenant d'après le lemme 5,21 que, si ocip2oc1 n'est pas propre 
pour 2li, ocip2oc1 l'est. Dans ce dernier cas on pose /?3 -= /?4 + /?6 + . . . 
. . . + Pu + àx + . . . + ôv et on refait le raisonnement pour 
l'automprphisme propre r\2 = oc^o^ = oc^o^ + oc1p3oc1 et ainsi de 
suite. On trouve ainsi un automorphisme oc^fijt^ ou un automor­
phisme ocj^ôi^ qui est propre pour $lv Mais aucun automorphisme 
aiô^oc! n'est propre pour SHly car, en ce cas, l'automorphisme oc^ 
ferait correspondre au sousgroupe abélien 2^ un facteur direct 
de Qix qui est d'après la supposition .non-abélien. Il existe donc 
un automorphisme oc^jt^x qui est propre pour Sftv On voit mainte­
nant par la même voie comme dans la démonstration du théorème 
3,5 qu'on peut substituer dans (5) à la place de 2lx le facteur 93*,. 
«et par suite on a la décomposition 

® ? % 1 x a i X . . . x a i x % x . . . x ^ l . (7) 
On raisonnera maintenant de la même manière sur cette nou­
velle décomposition et sur la décomposition (6). On trouvera 
que le facteur 2l2 peut être remplacer dans (7) par un facteur 93*, 
qui est forcement différent de 93*,. et ainsi de suite. Le théorè­
me 5,1 est donc démontré. 

17) Si l'on veut se borner aux groupes ordinaires n'ayant pas un 
champ d'opérateurs, on peut se passer du lemme 5,21, en procédant 
comme le fait M. Kurosch [1], § 3, Satz II, p. 110. 
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§ 6. Une généralisation des théoгèшes du § 3 et du § 4. 

Soient ®! et SУ^ deux facteurs directs du groupe ® choisis 
arbitrairement. Soient 

© = ®! X Җ = S>x X Ãx (1) 
deux décompositions de ® en produit direct de deux facteurs, 
la première ďelles contenant le facteur diгect ®1? la seconde, 
le facteur direct S)v Soient yl9 yx et òl9 ôx les automorphismes 
de décomposition appartenant à la première et à la seconde dé-
composition (l).11) Nous faisons maintenant sur ® la supposition 
suivante: 

6.1. Supposition. Pour chaque couple de facteurs directs ®Ł 
et S)x de © et pour toutes les décompositions de © (1) en produit 
direct de deux facteurs dans lesquelles ces facteurs íigureiit, lea 
sousgroupes ©УiőiУi et ©ðiУiði satisfont à la supposition des 
chaînes descendantes finies. 

'Remarquons que ©УiðiУi et ©áiУiói sont, en vertu du lem-
me 2,9, des sousgroupe du centre. Cette supposition est plus 
générale que la supposition 3,1, car, sous la supposition 6,1, le 
groupe ® peut avoir pour facteur direct le groupe cyclique infini 
ou le groupe, ayant le type du groupe additif des nombres ration-
nels, ppurvu que ce facteur soit le seul facteur direct de ce type. 
On peut réaUser cette condition sans difficulté. On a maintenant 
le théorème suivant: 

6.2. Théorème. Les lemmes eł les théorèmes du § 3 eł du § 4 
resłenł vrais, si Von remplace la supposiłion 3,1 par la supposition •6,1. 

Démonstration. En effet, on n'avait besoin de la supposi-
tion 3,1 que pour la dëmonstration du lemme 3,22 ét du lemme 3,31. 
On vérifie aisément que les- démonstrations restent valables même 
sous la supposition 6,1. Paгce que la supposition 6,1 n^assure pas 
ľexistence ďune décomposition irréductible d'un facteur aЪélien 
de ©, on ne peut pas remplacer 3,1 par 6,1 dans le théorème 5,Ь 

* 
0 rozklađu gгupy v direktni souëin. 

(Obsah předeš lého ölánku.) 
Prác týká se grup, v jejichž centru každý klesající řet zec 

podgrup jest koneöný. Hlavní výsledek práce jest tato v ta : 
Libovolné dva rozklady takové grupy v direktní souöin koneč-
ného po tu faktorů dají e vždy tak rozšínti, že oba nové rózklady 
rozšířením vzniklé jsou si centráln isomorfní, to jest, že faktorÿ 
prvního rozăířeného rozkladu dají se vzájemně jednozna n při-
řaditi faktorům druhého rozšířeného ròzkladu tak, že sobè při-
řazené faktory jsou si centráln isomorfnía 
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