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1) Les principaux résultats de ce travail ont été I’objet d’une commu-
nication que l'auteur a faite le 17 juillet 1936 au Congrés international
des mathématiciens & Oslo. Cette communication contenait en plus des
théorémes concernant 1’existence d’un élargissement commun de deux
décompositions d’un groupe. Mais presque en méme temps a apparu dans
le 3e cahier du tome 41 de Mathematisgxe Zeitschrift un travail de M. Fit-
ting (voir Fitting [4]), datant du 3 février 1936, que je ne connaissais
pas au moment, quand je faisais nmma commuhnication. Le 3¢ cahier du to-
me 41 porte la mention: Abgeschlossen am 26. Juni 1936. Le travail de
M. Fitting traite le probléme de I’existence d’un élargissement commun
de deux décompositions données et en donne une solution trés compléte.
Par conséquent j’ai exclu du présent travail ce probléme.
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§ 1. Notations et définitions.

Dans ce qui suit les majuscules allemandes désignent tou-
jours les groupes et les sousgroupes, les majuscules latines dési-
gnent les éléments du groupe et les lettres.grecques désignent
les automorphismes d’'un groupe ou sousgroupe.

- Soit @ un groupe ayant un champ d’opérateurs 2. Excepté
le §2, nous allons entendre par un sousgroupe ou un facteur
direct d’une décomposition un sousgroupe ou un facteur direct
qui est invariant par rapport aux opérateurs de 2. De méme
par -un sousgroupe (facteur) irréductible nous allons entendre un
sousgroupe (facteur) $ de & qui ne se laisse pas décomposer
en produit direct de deux facteurs, invariants par rapport a Q
et tous deux distincts de $ et du sousgroupe-unité E. Un tel
sousgroupe peut étre réductible au sens absolu du mot, ayant
des facteurs directs qui ne sont pas invariants par rapport a 0.

Nous allons écrire la décomposition d’un groupe donné & en
produit direct?) de ses sousgroupes de la maniére suivante

T B=0, X6, X...X G, 1)

Sauf la mention contraire les produits directs envisagés contien-
dront toujours un nombre fini des facteurs. Chaque élément G
de & peut étre exprimé d’'une seule maniére comme produit
G = GyGy...G, avec G; dans &;. L’élément G; sera appelé le
composant de @ dans &;. La décomposition (1) est dite irréductible,
si tous les facteurs qui y figurent sont irréductibles.

J’appelle une chaine descendante des sousgroupes dans & une
suite des sousgroupes de & telle que?)

G=BO2BWIB®... . (2)

De méme une chaine montante des sousgroupes dans B est une
sulte de sousgroupes telle que .

EcBVCBDC. ' N\ (3)

Une chaine (2) est dite chaine normale desce'ndante,' si pour chaque
121, G® est un sousgroupe norma,l") de ®¢D. De méme une

- %) Quant & la définition d’un prodmt du-ect voir: L. B. van der
Waerden, Moderne' Algebra I., §42, p. 141.
- ) aR-C N signifie que Tensemble N contient l’ensemble N,
Smc N signifie, la méme relation, quand on a M + N. Nous ferons
encore usage des notations suivantes, provenant de la théorie des ensembles:
M n N pour la partie commune de’ ces deux ensembles, M ¢ N, quand
l'élément - M. appartiont & M. Par (HU, H®) nous allons désigner le
- sousgroupe de &3 engendré par les sousgrouges HM et HB), par (G, G,, ..
. ¢4+ @,) le sousgroupe engendré par les éléments Gy, Gy, . . ., G,.
‘) »»Normalteiler* ou. ,,ausgezeichnete UntergruPpe“ est habituell®-
ment désxgné dans les “livres .frangais par l'expression’:,;sousgroupe. in. .
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chaine mormale montante est une chaine (3), dans laquelle, pour
chaque 7, ® est un sousgroupe normal de B¢+, Une chaine (2)
ou (3) est dite chaine principale, si dans (2) ou (3) chaque G®
est un sousgroupe normal de 3. Nous appelons une chaine descen-
dante ou montante finie une chaine (2) ou (3) dans laquelle on a,
4 partir d’un certain indice k, B® = B¢+D pour chaque i >k.
Nous dirons que le groupe & satisfait & la supposition des chaines
descendantes (montantes) finies,’) si chaque. chaine descendante
(montante) de & est finie.

Si I’'on étudie les décompositions irréductibles d’un groupe,
" deux problémes se posent immédiatement: le probléme d’existence
et le probléme d’unicité. Quant. au premier probléme, on peut
donner immédiatement la condition nécessaire et suffisante sous
laquelle au moins une décomposition irréductible de & existe.
Pour cela il faut et il suffit que chaque chaine descendante des
facteurs directs de & soit finie. Si I’'on envisage des décomposi-
tions de B ayant un nombre infini des facteurs, la question, ainsi
posée par M. Kurosch [1], p. 108, devient plus difficile. Récem-
ment M. F. Levi a donné 'exemple d’'un groupe dénombrable,
ne possédant aucun facteur irréductible. Voir Fitting [4], p. 392.

Le probléme d’unicité est formé par la question, sous quelles
conditions un groupe & posséde une décomposition irréductible
unique. On sait déja longtemps, en se bornant méme aux groupes
finis, qu’il y a des groupes qui possédent plusieurs décompositions
irréductibles distinctes. Alors, pour arriver aux résultats assez
généraux, il faut généraliser la notion d’unicité. On appelle le
) sousgroupe B® de G centmleme_nt isomorphe au sousgroupe G®
de @, si BW est isomorphe 4 B?, et si pour chaque élément G,.
de BM, @G,G,! est un élement du centre de B, G, étant 1'é1ément
de B® correspondant 4 G, par l'isomorphisme en question. Un
tel isomorphisme est appelé central. D’'une maniére analogue nous
parlerons d’'un homomorphisme. et d’un automorphisme central.
‘Je dis que la décomposition (1) de & et la décomposition ‘

GB=HXH\X...XH (4)

sont centralement isomorphes, si 'on a r = s, et si ’on peut établir
"une correspondance biunivoque entre les facteurs ®; et $H; telle
que les facteurs correspondants sont centralement isomorphes.
M. Remak [1] a trouvé déja en- 1911 que, pour un groupe fini,
deux décompositions. irréductibles quelconques .'sont. .toujours
centralement- isomorphes. Depuls ce temps-la, la questlon était

variant*. J ’emp101e ici l’expressxon souagroupe normal et je reserve l’expres-
sion sousgroupe invariant aux sousgroupes qm sont mvanants par rapport
4 un champ d’opérateurs..

. %) En allemand ;,Untetgruppensatz“ et ,,Obergruppensatz*‘.
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Pobjet de plusieurs travaux. Les résultats les plus généraux,
jusqu’a présent obtenus, sont dis & M. Fitting et & M. Kurosch.

M. Fitting [3] a démontré le théoréme suivant: St le groupe &
satisfait aux suppositions des chaines principales descendantes finies
et des chaines principales montantes finies, deux décompositions
irréductibles quelconques de B, sont toujours centralement isomorphes.
M. Kurosch [1], en poursuivant des recherches commencées par
M. Schmxdt [1], a démontré le théoréme suivant; Si le groupe &
satisfait & la supposition des chaines mormales descendantes finies,
deux décompositions irréductibles quelconques de & sont toujours
centralement isomorphes. M. Kurosch n’envisage que les groupes
ordinaires sans un champ d’opérateurs. Pour le cas abélien le
théoréme de M. Kurosch est plus général, parce que, dans ce cas,
chaine normale et chaine principale sont deux notions identiques.
Dans le cas non-abélien les deux théorémes ne peuvent pas étre
comparés. D’un c6té les suppositions de- M. Kurosch, faites sur
les chaines normales, exigent plus. D’autre coté elles exigent
moins, aucune supposition sur les chaines montantes n’étant
faite. Cet état de chose nous a conduit & attendre que un théoréme
d’unicité plus général existe qui contiendrait les théorémes de
M. Fitting et de M. Kurosch comme conséquences. En effet, on
conclut aisément du théoréme 4,2 le théoréme suivant:

Si & est un groupe qui posséde des décompositions irréductibles
et dont le centre satisfait & la supposition des chaines descendantes
finies, deux décompositions trréductibles quelconques de & sont
centralement zsomorphes

Nous allons envisager dans le présent travail toute la question
d’un point de vue encore un peu plus général. Supposons que,
dans la décomposition (1) du groupe &, chaque facteur @l se
laisse de nouveau décomposer en prodmt direct:

@ @;1><®12><---><®ui, 7'—1;2, o7, (5)

Si 'on substitue (5) dans la décomposition (1), on obtient la
décomposition ’

@ ‘611X®_12X---X@u,x(ﬁnX@ng...X@nr. (6)

La décomposition (6) sera appelée I’¢largissement de la décomposi-
tion (1). Nous allons voir que, sous . certaines suppositions, deux
décompositions quelconques du groupe & telles que (1) et (4)
possédent toujours des élargissements qui sont. centralement
isomorphes (Théoréme 4,1.) Les suppositions que nous y aurons
. & faire ne concernent que le centre du groupe &. (Suppositions
3,1 ou 6,1.) Il n’est pas méme nécessaire que le groupe & posséde.
des décomposmons irréductibles. Les supposition mentionnées
sont toujours satisfaites, si le centre de & satisfait a la supposition
des chaines descendantes finies. Je signale encore le fait que,
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récemment, M. Baer [1], p. 221, §8 et [2], a fourni I’exemple
d’un groupe abélien qui posséde des décompositions qui ne peu-
vent pas étre élargies en décompositions centralement isomorphes.
Le présent travail fait clairement ressortir le fait que les seules
difficultés qu’on rencontre, en étudiant 1’unicité des décomposi-
tions de & en produit direct, reposent dans le centre de &. Ce
ne sont que les groupes abéliens, ou 'on trouve & cet égard un
état de choses compliqué. On peut tirer la méme conclusion des
résultats récents de M. Fitting [4].

- § 2. Les automorphismes d’un groupe.

Dans les alinéas 2,1—2,6 de ce paragraphe j’entend par un
sousgroupe ou un facteur direct de & un sousgroupe ou un facteur
direct au sens absolu du mot, abstention faite du champ d’opéra-
teurs 2. Un automorphisme & de’ ® est un homomorphisme qui
fait correspondre a chaque élément G de & un autre élément G'9
de &. L’ensemble d’éléments (% forme un sousgroupe de &
que nous allons désigner par &3. Tous les opérateurs du champ 2
sont des automorphismes du & et inversement, un ensemble
quelconque d’automorphismes de B peut é&tre pris pour un champ
d’opérateurs de B. La correspondance @ —» @ pour chaque G est
aussi un automorphisme de & que nous allons appeler. auto-
morphisme-unité et désigner par e. De méme E étant 1'unité
du groupe, la correspondance G — E pour chaque G, est un auto-
morphisme de &, lautomorphzsme-ze’ro ¢. L’automorphisme de &
fait correspondre & chaque sousgroupe $ C & un sousgroupe $3
de ®9. Si 'on a $ 2 $H?, Pautomorphisme ¢ peut étre considéré
méme comme l’automorphisme de $. Tel est le cas pour le sous-
groupe B¢, car de G 2 B9 on obtient G 2(BJ) &. Soient 7,
¢ deux automorphlsmes de . On consideére ces y deux automorphis-
mes comme égaux 7 = 9, 8i I’on a Gy = G@J pour chaque élément @
de B. Comme on sait bien, le produit 9 de ces deux automorphis-
mes est l’automorphisme qui fait correspondre & chaque élé-
ment G de G I'élément (Gy) J. La multiplication des automor-
phismes ainsi définie est associative: {(n?) = ({n) #. Si chaque
élément de Bz est commutatif avec chaque élément de G4, la

correspondance G — (G7) (G9) est aussi un automorphisme de .
En ce cas nous allons appeler d’aprés M. Fitting [1], p. 524 et [2]
(voir aussi [3], p. 19, remarque 5), les deux automorphismes 7
et & sommables et nous allons désigner 1’automorphisme, engendré
par la correspondance G — (G7) (G?), par  + 9. La somme de n
automorphismes 9, + 9, + ...+ &, ne sera définie que dans
le cas, ol les automorphismes ¥, 9: pour chaque couple d’indices
t,.k, 7 = k, seront sommables. Elle nous représentera l’automor-
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phisme engendré par la correspondance G — (G9,) (G9,) . . . (G,).
On voit aisément que I’addition des automorphismes, ainsi définie,
est commutative et associative. Entre 1’addition et la multiplica-
tion d’automorphismes il y a une relation distributive: L’existence

de la somme & + 9, + ...+ ¥, entraine celle des sommes
nh + -+ ...+ 0 eb dy + G+ .. .+ dup
et on a®)

nTh+H+... W)=+ 0+ ...+ 9 (1)
(191+192+---+19h)77="9'1_"]+'92"7+---+"9n77‘-" (2)

Si, pour ¥, ®BF est un groupe abélien, la correspondance
G — (@9)—1 = G—19 est un automorphisme de & que nous allons
désigner par (— ). & et (—J) sont sommables et on a 4 +
+(—9) =e.

M. Fitting [1], § 3, p. 518, et [3], p. 19, remarque 3, appelle un
automorphisme ¢ de (ﬁ normal s1 Pon a pour deux éléments quel-
conques 4 et B de &: :

(B—14B) ¢ = (B—18) (49) (BS) = B—! (49) B.

Un automorphisme normal fait correspondre & chaque sousgroupe
normal de & de méme un sousgroupe normal. On trouve aisément
que la somme et le produit d’un nombre fini d’automorphismes
normaux est un automorphisme normal.

Soit $ un sousgroupe de B. Si l’on a $H = HF et si la corres-
pondance H — H? est biunivoque, c’est-a-dire un isomorphisme,
nous allons dire- que l’automorphisme & est un - automorphisme
propre pour H?) et que $H est un sousgroupe reproduit par 4. Un
automorphisme ¥ propre pour & ou un automorphisme propre
tout court est un automorphisme au sens habituel du mot, c’est-
a-dire une correspondance biunivoque entre les éléments. 'de G,
qui conserve 'opération du groupe. En ce cas et en ce cas seule-
ment, il existe un automorphisme inverse $—1 tel qu’on a 99— =
— 919 =c¢ Sile sousgroupe § est reproduit par n et &, il est
reprodult aussi par #®. Chaque automorphisme & de & est propre
au moins poutr un sousgroupe de &: pour le sousgroupe unité €.
Nous allons démontrer le lemme suivant: :

2,1. Lemme. Pour chaque automorphisme ¢ de ® il y a dans &
des sousgroupes maximum reproduits par &, c’est & dire des sous-

¢) Inversement, si, par exemple, la somme n# + nd; + ... + 78,
existe, il faut supposer de plus l'existence de &, + #; + ... #, pour pou-
voir en gonclure l'existence de 7 (8, + & + ...+ 8,) et Pégalité (1).

7) Cette expression est dlie aussi & M. Fxttmg Von- 11, §2, p. 518
[3), §1, p. 18, remarque 2.



groupes reproduits par 4 qui me sont pas contenus dans d’autres
sousgroupes reproduits par 9.

Démonstration. Soit H C H@ C H® C ... une chaine mon-
tante infinie des sousgroupes reproduits par 3. (Si, dans @, une
telle chaine n’existe pas, le lemme est vrai.) Soit $“ ’ensemble
de tous les éléments de B qui sont contenus au moins dans un
des sousgroupes H®. $(® est un sousgroupe de G qui est reproduit
par ¥ ce qui prouve notre lemme.8)

2,2. Lemme. Soit ¢ un automorphisme de &. Supposons que
parm'i les sousgroupes maximum reproduits par 9, il y ait un sous-
groupe normal HCG. En ce cas H est le sousgroupe maximum
unique reproduit par 9.

Démonstration. Soit & un sousgroupe quelconque reproduit
par 9. La partie commune $ n &F = F' des ensembles $ et F
est aussi un sousgroupe reproduit par ¢, car on a F'd = (H?) n
Nn(GFH=9HnF =G et la correspondance F’'— F’9 est évi-
" demment un isomorphisme. Soit $' = (£, &) le sousgroupe en- .
gendré par $ et . H étant un sousgroupe normal de B, chaque
élément H' € §H' peut étre mis sous la forme H' = HF avec un
He$Hetun FeF. On a H'S = (HY) (FP), c’est-a-dire H'PC $H'.
- Inversement, il existe un élément H, e $ tel que Hy} = H et un

- élément Foe'{f tel que Fgd = F. On a alors (H,F,)? = HF et
par conséquent $'d = £’. Soit maintenant (HF)#& = E, c’est-
a-dire H=F-19¢F =9 n . Parce que F' est reproduit
par 9, la relation H¢ = F—1) entraine H = F—1, c’est-a-dire
- HF = E. La correspondance H' — H'®, définie par ¢ dans §',
est un isomorphisme, cela veut dire, £’ est un sousgroupe repro-
duit par 9. $ étant un sousgroupe maximum, on a ' = (), F) =
=9, c’est-a-dire H 2 F.

2,3. Lemme. Soit & un automorphisme de &. Soit K liensemble
de tous les éléments K ¢ &, ayant la propriété sutvante: Pour chaque
K on peut trouver un entier positif n tel que K9 = E. R est un
sousgroupe normal de & et on a K € K. Nous allons appeler le
sousgroupe K sousgroupe annulé par 9.

Démonstration. L’ensemble de tous les éléments KM e®
tels que K9 = E forme, comme on sait, un.sousgroupe normal
- KV c @. En général, soit K™ I'ensemble de, tous les éléments
de @ tels que K™jn = E. KM est un sousgroupe normal et on

a évidemment:
CcRVcRdC.
Constrmsons I’ensemble de tous les éléments de & qui sont con-
8) Dans cette démonstration on a employé l’axlome de choix. Dans

ce qui suit nous allons employer plusieurs fois cet axiome sans en faire
une mention expresse. .
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tenus au moins dans un des sousgroupes QU). Cet ensemble est
un sousgroupe normal et il est identique & l’ensemble K. Parce
qu’on peut écrire pour chaque n Q™I CRK"—D, on a KIC K.

2,4. Définition. L’automorphisme & de & est dit parfast, si
le groupe ® est lé produit direct & = $ X R d’un sousgroupe
maximum $ reproduit par ¢ et le sousgroupe R annulé par ¢.
En ce cas, $ étant un sousgroupe normal de @, il est le sousgroupe
maximum unique reproduit par #.

Les démonstrations des paragraphes sulvants reposent d’une
- maniére fondamentale sur le théoréme:

2,6. Théoréme. Soit 9 un automorphisme du groupe &. Suppo-
80ns que au moins un Sousgroupe maximum $, reproduit par 9,
soit normal et que le sousgroupe-quotient G /K soit abélien et sat@sfasse
& la supposition des chaines descendantes finies. Sous ces conditions 9
est parfait pour 3.

Démonstration. Nous allons prouver d’abord un lemme sur
les groupes abéliens.

2,61, Soit A un groupe abélien qui satisfait & la supposition
des chaines descendantes finies. U ne contient que les éléments d’ordre
fini. Soit p un nombre premier quelconque. U me contient qu un
nombre fint ou zéro d’éléments d’ordre p.?)

En effet, dans Q chaque chaine descendante &tant finie,
2l ne peut contenir aucun élément d’ordre infini. Envisageons
pour un nombre premier donné p l’ensemble de’ tous les éléments
de Q| d’ordre p. S’il n’y a pas dans  de tels éléments, le lemme
est vrai. Dans le cas contraire, je prends un quelconque parmi
ces éléments et je le désigne par 4,. Pour 4, je prends un élément
de cet ensemble qui est indépendant de A, cela veut dire qu’il
ne peut pas étre mis sous la forme 4, = 4,*¥ avec un k entier.
En général, les 4,, 4,,..., An— étant déja choisis, je prends
pour A4, un élément de I’ensemble envisagé qui est- indépendant
des éléments précédents, cela veut dire qu’il ne peut pas étre

. kp— .
mis sous la forme A}d.b ... A a1, les k; étant des entiers.

Si l'on arrive & un entier n, pour lequel on ne peut plus choisir
dans l’ensemble un éléments 4, indépendant des précédents,
I'ensemble n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans le cas con-

traire nous avons construit une suite infinie d’éléments d’ordre -

p:4,, 4, ..., chaque élément étant indépendant des précédents.
?) Cette chose est la conséquence du fait que, d’aprés M. Kurosch [1],

- . un_tel U est le produit direct d’'un nombre fini de facteurs irréductibles

- qui sont, ou des sousgroupes cycliques, ayant comme ordre une puissance

d’'un nombre premier, ou les sousgroupes p®, appelés par M. Kurosch
3ua31 cliques. Conformer aussi Priifer [1]. Afin que les démonstrations
u pr ent travail soient indépendantes des résultats de M. Kurosch, je
: donne ici une preuve du lemme.
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Par conséquent on a pour chaque 7n3) (4,, 4y, ..., Ap—1) N (4ds) =
= € et le groupe QA contient le produit direct infini (4,) X (4;) X
X (d3) X ....Posons Ui =(4;) X (Ai+1) X ..., 1=L1,2,.... 0On
voit que, en ce cas, 2 contiendrait la chaine descendante infinie
A2A, DU DYU; D ... Le second cas est donc impossible.

2,62. On a pour chaque entier positif n: H9" = E pour
H+E He$H, dou Hn K =E. H étant normal, @ contient le

produit direct
Q=9HXKcG

qut est un sousgroupe normal de .

2,63. On a Q9 € Q. En effet HI = $H et d’aprés 2,3 RIC K.

2,64, Le groupe-quotient & = G/Q est un groupe abélien,
satisfaisant & la supposition des chaines descendantes finies. D’aprés
la supposition le groupe-quotient /R est un groupe abélien qui
satisfait & la supposition des cha,mes descendantes finies. La méme
chose est donc vraie pour B/Q, & cause de KC Q.

2,66. D’aprés 2,53 on a (QQ) ¢ = (QY) (G9) € QAGY). La
correspondance entre les classes de & d’aprés le sousgroupe Q:
QG - Q(GY) est un automorphisme du groupe-quotient (‘5 G/
que nous allons désigner par B.

2,66. L’automorphzsme 9 est un automorphisme propre pour ®.
Soit @ un élément de & et QG = (H X K) G, la classe respective.
Soit G& = E, c’est-a-dire G9 = HK eQ avec un HeH et un
- K €. On peut trouver dans $ un élément H’ tel que H'$ = H,

d’ot (H-1Q)% =K e et par conséquent H'—G = K'e R,
G = H'K' ¢ Q, c’est-a-dire @ = E. L’automorphlsme 9 représente
donc & d’une maniére isomorphe & un sousgroupe Gd de @,
d’ot il suit BF = B.19) & est propre pour ®.

2,67. Supposons maintenant que & ne soit pas le groupe-
unité. Il existe alors d’aprés 2,54 et 2,51 un nombre premier p

tel qu’il y a dans & des éléments d’ordre p. L’ensemble de ces
éléments est un sousgroupe &, C &, ayant d’aprés 2,51 V'ordre
fini. &, étant invariant par rapport a chaque automorphisme
de G, l’automgrphlsme ? est propre pour (ﬁ,, Soit 4,, 4, . . ., 4,
une base de &,. Un élément arbitraire 4 de &, peut étre mis
sous Ia forme

A =A4840h... A) avec 0 < di < p. (3)
Choisissons dans la classe 4;,i=1,2,...,r, d'une maniére arbi-

1") Autrement il y aurait dans & une chaine descendante infinie:
>G> B8>..., contrairement & 2,54.
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traire un élément A; comme représentant de cette classe. Dans

la classe A nous choisissons comme représentant 1’élément

- _ . _ A = Ald'Agd’ .« Afd'. (4)

De A7 = E, il suit ‘
. A?» = HK (5)

avec un He$H et un KeR. p est le plus petit exposant pour

lequel une telle équation est vraie. Soit s4 un nombre entier

positif tel que pour K de (5) on a K94 = E. Un tel s, existe
d’a;prés 2,3. Posons
A9 = HOKMA®D, (6)

o1 AM est le représentant de la classe contenant Ad. Soit tA un
entier positif tel qu’il est K(V9ta = E. Soit n le plus grand nombre
de tous les s4 et de tous les ¢4, A parcourant les représentants

des classes de ®,. Si I'on pose A9 = B;, les B; forment une
nouvelle base pour B, et on peut choisir pour les représentants
des classes de la base les éléments

A9 =B )
Pour le représentant d’une classe arbitraire B = BBy . . . B
de @ nous choisissons évidemment 1’ élément

B=B&Bh...B", 0<di<p (N
et nous avons d’aprés (4)

49" = B. (8)
D’aprés (5) et d’aprés le choix du nombre = il est
= Ari" = (HK) 9" = (H0") € H. (9)

D’aprés (6) et (8) et d’aprés le choix du nombre = il est
B = (A9") 9 = (A) 9" = (HOKDAW) 9 =
= (HW9") (AW9n) = (H19") BO),

ol 'on a posé AWYnr = BM), ' :
2,68. Le sousgroupe $HM = ($, By, By, ..., B;)}) de & est
reproduit par &: On a d’aprés (10) HWVP = (HY, B,I, B;d, . ..
B,3) = (9, By, By, . .., B,) = HM. Un élément arbitraire de

S)(l) peut étre mis sous la forme HB,% By .. .B’ ce qui est
d’apres (7) égal & HB . (HB) 9 = (H?) (Bz?) = F signifie B# ¢ H,
cela veut dire. pour les classes d’aprés 2,55 BY = K et de 2,56
il suit B=E, dou B = E. § étant le sousgroupe maximum

réprodmﬁ par 9, on a HO = H, cela veut dire &, = €, contraire-
ment & la supposition faite au commencement de 2,57. Il en suib

(10)

B =9HXxRKetd est parfalt
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2,6. Définition. Envisageons la décomposition (1) du § 1.
Soit S) un sousgroupe de &. Soit H ¢ £, la correspondance H — G,
ol G; est le composant de H dans ®;, est un homomorphisme que
nous allons appeler homomorphisme de décomposition. D’une ma-
niére analogue nous parlerons d’un tsomorphisme de décomposition
et d’un automorphisme de décomposition. D’aprés M. Fitting [4],
§ 2, p. 382, nous allons désigner par y; ’automorphisme de dé-
composition qui fait correspondre & chaque élément @ = G,G,...Gy
son composant G; dans le facteur B;. On voit toute suite que cha-
que couple y;, y&, ¢ =+ k, est sommable et d’apres M. Fitting [4]
1. c. on a les relations suivantes:

ntrt...+rr=s¢ _ (11)
Vi =vi, vive=e pour ik’ | (12)
On vérifie aisément le lemme:
2,61. Lemme. Chagque automorphzsme de décomposmon est
normal
" 2,7, Définition. Soit B un groupe avec un champ .d’opéra-
teurs Q. L’automorphisme & de ® est dit admis par Q, si 'on
a wd = do pour chaque w e Q2.
2,71, Lemme. Le produit d’un nombre fini d’ automorphzsmes
-admw par Q2 et la somme de ces automorphwmes, 81 elle emste, est
un automorphisme admis par 0.

Démonstration. Quant au prodult Ténoncé est évident.
Envisageons la somme &, + 95 + ... + ¥,. Nous avons d’aprés (1)
et (2)

w(ﬁ1+0’+..-+19")=w01+w193+...+w0n
(191—|—Q93+._..+19,,)w=191w+192w+...+19,,0)

et les deux expressions sont identiques.

2,72. Lemme. Si & est un automorphisme de & admis par Q,
le sousgroupe K, annulé par ¥, est invariant par raport a 2. Si,
de plus, le sousgroupe maximum $, reprodust par &, est unique
et satisfait @ la supposition des chaines descendantes’ finies, il est
de méme invariant par rapport & Q.

Démonstration. Soit K € R et soit d’aprés 2,3 n entier positif
tel que Ké*=E. On a (Kw)ﬂ"—- (Kﬂ")w— E, c’est-a-dire
Ko C R.

Soit F le sousgroupe, forme par tous les éléments F e $H
pour lesquels Fow» = E. On a donec Fo = € et ensuite (Fd) v =

= (§w) ¥ = §, d'ott FOc F. L'automorphisme # étant propre
pour $); il représente le sousgroupe @& C$ -d’une maniére iso-
morphe au sousgroupe F# C F. Mais, parce que $ satisfait & la
supposition des chaines descendantes finies, le cas Fd C § n’est
possible.’®) Or, on a F# = F et §F est reproduit par #..Pour le
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sousgroupe $Hw, on a d’abord

Ho = (H) v = (Hw) 9. (13)
Soit ensuite H' ¢ Hw et H'9 = E. On peut déterminer un élé-
ment He$ tel que Ho =H'. On a E = H'Y = (Hw) ¢ = (HY) o,
c’est-a-dire (H9) e F. & étant reproduit par &, H est de méme
contenu dans ¥ et par conséquent £ = Hw = H’'. ¥ représente
$Hw d’une maniére isomorphe & (Hw) #. En vertu de (13) Hw est
donc reproduit par J et parce que $ est le sousgroupe maximum
unique reproduit par #: Hw CH.

2,73. Lemme. Soit & un groupe avec un champ d’opérateurs 0.
Soit (1) du §l une décomposition de &, ol les &; sont invariants
par rapport a Q. En ce cas tous les automorph@smes de de’composz-
tion y, sont admis par Q.

Démonstration. D’aprés les suppositions, on a pour un w e Q
et un Ge® avece @ =G,\G;,...G: G = GFre®r pour k =
=12,...,7r. On en tire d’un cote Gyiw = G,w = @';, d’autre
coté Guys = [(Gy) (Go) . . . (Gro)] yi = [F1 G .. . G ] yi = Giyi =
= @;, par conséquent y;w = wy;.

Nous aurons besoin encore du lemme suivant:

2,8. Lemme. Soient &, et ¥, deux automorphismes du grou-
pe B. Soit $H un sousgroupe de & reproduit par 9,9, et K un sous-
groupe reproduit par 9;9,. Soit de plus

R=905CcR H =R%KLCH. (14)

On a alors $H9, = R, Ky, = O et les correspondances entre les €élé-
ments de $ et de R y sont isomorphes.

En partwulzer, 81 Ny =00, et st @ est reprodmt par 9,9,,
® est reproduit méme par 9, et par 9,

Démonstration. On a

HHPy = H, K& =K (15)
et on peut écrire

HHh =R K%H=29, (16) -

R, = H', H'9, =K. (17)

Ici, les correspondances sont isomorphes, parce que, d’aprés la
supposmon, les correspondances (15) qui en résultent le sont aussi.
De la seconde relation (16) et de la premiére relation (17) il résulte
d’aprés (14) H =K C R = &', ce qui donne d’aprés la se-
conde relation  (14) $ = $’. De la méme maniére on prouve
Pégalité Q = Q. On parvient au cas particulier, si' I'on pose
H= g en tenant compte du fait qu’on a, en vertu de &9, —192191,
R =

A la-fin ra,ppelons ce lemme démontré par M. Fitting [3],
Hilfssatz 5, P 20, qui est trés 1mportant )
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2,9. Lemme. Envisageons la décomposition (1) du § 1 pour .
Soit y un automorphisme de & qui fait correspondre aux éléments
de ®; les éléments d’un certain sousgroupe &'y de G, © += k. Si g
est normal, &'y est un sousgroupe du centre de & et par conséquent
du centre de .

§ 3. Les produits directs de deux facteurs.

Dans ce qui suit nous revenons au cas d’un groupe & ayant
un champ d’opérateurs 2. Soit € le centre de . Il se peut que €
n’est pas un sousgroupe invariant par rapport & £2. Mais il existe
toujours dans § un sousgroupe maximum unique qui est inva-
riant par rapport 4 2. Ce sousgroupe sera désigné par §,. Nous
ferons maintenant sur & la supposition suivante:

3,1. Supposition. €, satisfait & la supposition des chaines
descendantes finies.

3,2. Soient
G=0,X06;=9 XN (1)

deux décompositions distinctes du groupe & en produit direct
de deux facteurs. Nous allons chercher un élargissement de la
premiére et un élargissement de la seconde décomposition qui
soient centralement. isomorphes, 1'un & I’'autre. Pour ce but, nous
_ allons désigner par 9,, ¥, les automorphismes de décomposition
de la premiére décomposition et 4, 4, ceux de la seconde.!) Nous
allons examiner ces automorphismes.!?) .

3,21. Lemme. Les sousgroupes ®yidyr = Gwidiyr, 1 + £,
1,9,k =1, 2 sont sousgroupes de Co. La méme chose est vraie
pour (36,7,6;, = 9i0iy;j0;. Par conséquent v;01yx, yideyr €t Oiy16k,
Oiys0r somt sommables et on a

yidws 4 vidr = o 00k + Omade =@, i+ k, k=12 (2
ce qui peut étre écrit:
Yibve = — ¥i0aprs 6.7161; = — biye0r. (3)

Démonstration. p;0;y: avec ¢ == k est un automorphisme nor-
mal (voir 2,61) pour lequel on a Byidjyr = (By:i) dpyr = Gidjyx S
C ®¢. Ce sousgroupe est alors, en vertu de 2,9, un sousgroupe
du centre et, en vertu de 2,73 et 2,71, un sousgroupe de €g. On
a maintenant d’aprés (11) et (12) du §2: o=y =vie =

11) J’attire l'attention du lecteur au fait que l’automorphisme de
décomposition y; n’est pas déterminé par le facteur direct (3; seul, mais
simultanément par ce facteur et par son facteur complémentulre ;. En
effet, 8’il existe une autre décomposition & = &, X &’ avec @ s ={= (G
on a pour les a.utomorphlsmes de décomposition respectlfs Y YY1+
+ yp ¥’y *+ ¥

13) Les lemmes 3,21, 3,23, 3, 24 3,25 sont vrais méme sans la sup-
position 3,1.
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= p(d; + 8s) Y& = yidyyr + Yidayr. Bpidsye étant abélien, lexpres-

sion — y¢4;; & un sens. On a une preuve analogue pour &;p,d,

Oryade.

~ 3,22.- Lemme.  Posons ®ypidyr = G, Hidiyioe = H", 4, 7§,
k=121 3%ketDy=0N%H,, 1 8=1,2. Les homomorphismes:

yidiyr entre & et & et dyio entre Hi et K> engemirent les iso-

morphismes susvants

Bi/(Dy X Da) =2 B, Hi/(Dsi X D) = H"s,

owl=1,2,1=9. Ici, & cause de 3, 21 et 3,1, les groupes-quotients
sont abéliens et satisfont & la supposition des chaines descendantes
findes.
Démonstration. D’abord le sousgroupe Dy, étant la partie
commune de deux sousgroupes normaux de (&, est lui-méme un
sousgroupe normal de &. Il est Dy N @.zcsb, N $ = €, par
conséquent Dy X Dy existe dans B. On a ensuite Byidjyr =
= ®;d7yr. Posons B;8; = £’;. Tous les éléments de &;.auxquels
I'automorphisme §; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe Dy = G; N $H;. De méme on a H’;2 D;; et tous les
_éléments de £’y auxquels 'automorphisme y; falt correspondre £
forment exactement le sousgroupe ®;. Parce que §; laisse inva-
riant chaque élément de @, tous les éléments de B; auxquels
Pautomorphisme 6;y; fait correspondre E forment exactement le
sousgroupe Dy X Dy. Le lemme pour p:d7: est maintenant la
conséquence du théoréme sur I’homomorphisme. On a une démon-
stration analogue pour d&:;0:.
3,23. Lemme. Posons

xig = yidiye, Aij = 00, 4,5 =1,2.
Les automor phwmes %ig, %ig €6 Aig, Aig, © = 1, 2, sont sommables et

1l est
iy + g =i by + Mg =6, 1=1,2. (4)
Démonstration. D’aprés (11) et (12) du §2 il est
Yo = yiys = vi e ¥i = yildy + &) yi = ¥idypi + yidays = wi + g

et on a une relation analogue pour &;.
3’24 Lemmeo Il est x{lx" = ”tgxgl, 241}»'2 == Lgl{l, 1/ = 1 2
Démonstration. D’aprés (3) on a par exemple pour iz,

Ky = ‘}’161‘}’153‘}’1 = — 10iy:0en = — Yi62725171 = Y010y =
3,25. Lemme. 11 est i )
o, . 11%g + Xn¥eg = Ayhys + Am}m

Démonstration. Les sommes existent, car, par exemple; pour
la premiére, on a. Gy, = (Bxy) %2 C (5”13 C® Ougiy =
= (®xy) %3 C Ggy C Gy On peut écrire la premiére somme, en

< :}w 874



vertu de (11), (1), (2) du § 2, et de 3,24, sous la forme

Ky %ig+ Xy ey = (Hyy1a+ Hga¥yy) € = (716,109, + P505v2017e) (814 8e) =
= 7151'}’1627’1 1+ 72037201720, +n 017107103 + 74 272617262

et la seconde sous la forme

Madys+ A1 209 = € (Apndya+ Aoalsy) = (1 +72) (8171017201 4 0272091 6;) =
=.7’151‘}’151‘}’a‘51 + 920171617201 + P10:Y20:7102 + V20372057105 -

 D’aprés (3) il est ici

— N0neye0, = 71671017205,

Y10,7105710; =

720Y201720; = — 72050101720, = 720,71617:0s,
710171057102 = — 1017202910, = 710:720:7105,
720272017202 = — 2057201710, = 720;720,105,

ce qui prouve le lemme.

3,3. Nous ferons voir que les automdrphismes Hiky Hiy i,
Air, /'L.ll., sont parfaits.

3,31. Lemme. Les automorphzsmes iy €t Ay, 1=1,2,
sont parfmts pour &; et ;. On peut alors écrire

@ @:xﬁl et ﬁi ‘E—txgb

o B; resp. H; est le sousgroupe mazimum de & resp. $H; reproduit
Par xixig re8p. Aihis, et K; resp. L; le sousgroupe de B resp. $H¢
annulé par xixi, resp. Ayls.

Démonstration. Nous donnons la preuve pour xyx, et ;.
On a d’aprés la définition Gupeyxiy = (B;y;éfy.&,y; (GRS
D’apres 3,21 (55.61;;.6, et par conséquent de méme ®¢d,ysyud est
un sousgroupe de §g, car y; fait correspondre & un sousgroupe inva-
riant du centre de méme un sousgroupe invariant du centre.
Ce sousgroupe est alors abélien et, d’aprés la supposition 3,1,
il satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. Le
sousgroupe ®; C Bxyt, est donc normal. D’aprés le théoréme
sur ’homomorphisme, P’automorphisme -»;x;;, engendre 1’isomor-

phisme suivant
@i/@im o @i"u”iz,

ol KM a la méme signification pour K comme KM pour R & 2,3.
- B/KRUM et, par conséquent aussi ®¢/R;, est un sousgroupe a.béhen,
satisfaisant & la supposition des chaines descendantes finies.
En vertu du théoréme 2,5 »;,x%;, est parfaxt pour: &;. Les décom-
positions (1) étant invariantes par rapport & £, les automorphismes
96 0, + = 1,2, sont, en vertu de 2,73 et 2,71, admis par Q. Le
lemme 2,72 fait voir que &; et K; sont invariants par rapport & Q.

- 3,32, Lemme.” L’automorphisme x;, est parfait pour &, Uauto-
morphisme A;, parfait pour ), 1,j =1,2. On peut donc écrire,
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en poaantl-—l 2,1 F7:
Gi= By X Ku et Hi=Hp X Lu,

ol By resp. H;; est le sousgroupe maximum de &; resp. §H; reproduit
par x;; resp. Aij. Ru resp. Ly est le sousgroupe de &; resp. $H; annulé
par xi resp. Ai.

Démonstratlon Nous donnons la preuve pour x; et ;.
Prenons le sousgroupe @a de 3,22. De @u € $: on tire Dyé; = E
pour chaque Dy e Dy et a plus forte raison Dgx;; = Dydyy: = E.
* On a done Dy C KuM € K. 11 est d’autre part Dijx;; = Dyjy:dpy: =
= Dyd,yi = Dijyi = Dy pour chaque D;; € D;,. On a done D¢ G
L’automorphisme #; engendre alors un automorphisme s; du

groupe-quotient &;/D;; = ®,. x; fait correspondre & ce groupe
le groupe (Gixis)/Dy;. Il en suit que le sousgroupe de &;/®;; annulé
par x; est Dy. Ku/Dij = Ku2 Dy X Du/Dy; et le sousgroupe
maximum reproduit par x; est (ﬁJ@,, D’aprés le second théoréme
sur l'isomorphisme on a

(Bi/Di)/(Dij X Da/Dij) = Bi/Dis X Da

" et nous avons vu & 3,22 que ce dernier groupe-quotient est abélien
et satisfait & la supposition des chaines descendantes finies. La

~ —
méme chose est donc vraie pour B;/QRu. On a d’aprés le premier
theoréme sur l'isomorphisme

Bi/Dij = (Dy X Da) . Bi/Dy X Du € Gi/Dyy X Da.
Ce dernier groupe-quotient étant abélien, B;/D;; est un sous-

groupe normal de ®:. En vertu de 2,5 x;j est done parfait pour G
Chaque élément de ®y; étant invariant par rapport & #;;, il en suit
que »x;; est parfait pour &;.
3,33. Lemme. II est ,
Ki=RKuX R Li=LuXLu ¢=12

3,34. Lemme. Q;; est reproduit par x»i;. De méme Lj; est repro-
dust par Aj. 1,7 =1, 2.

Démonstration. Nous allons prouver la premiére formule du
lemme 3,33 et la premiére partie du lemme 3,34. On a d’abord
Ru N KRy = €. Soit K € Ky, K € Kip. D’aprés 2,3 deux nombres
entiers positifs n,, n; existent tels que Kix,™ = K, Kix;,m = E.
D’aprés 3,23 et (12) du §2 il est K = Ky; = Kymtm=
= K(»; + n;,)"ﬁ = E, car (xy + xis)m ™ est égal 4 la somme des

termes »f ™" iy, o1 0 < r < my + my. Or, on a, ou ny + ny —
n+ng—r oy nx+m—f

— 7> ny, ou r > n,, par conséquent Kouxii sig” = Koy

~
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Soit .Km € @iz avec K,fzn,;l” =K d’aprés 2,3. Il est (Kegmg) xyt =
= (Kipni") 2:p = E, done Ky € Qip. Or, 2, fait correspondre
a Ri; un sousgroupe Kixi; C Kip. Cette - correspondance est iso-
morphe, car Kyx, = E signifie Ky € Ry, d’ott on tire Ky = E.
Si 'on avait S?.zx,gc Ry, une chaine descendante infinie existe-
rait dans R;,.1°) A 3,22 on a vu Ry 2 2 Dy et & 3,32 on a vu
(6.1 D ®;. Chaque élément de Dy, étant invariant par rapport
& . il serait Rixi; 2 Dy, pour chaque n. Il existerait done dans

Ria/Diz 22 Dig - Kia/(Dix X D) c Bi/(Di X Din)

une chaine descendante infinle ce qui est contraire & 3,22. Par
conséquent Ri,xi, = Rip et Ky, est reproduit par #j,. De méme Ky,
" est reproduit par ;. Le lemme 3,34 -est donc démontré.

On a évidemment en vertu de 3,24 Ry X KRS Ki. Soit
K; e R, il existe un entier positif n tel que E = K;(s;ne)" =
= (Kpeir) 2, d'olt il suit K" = K';; € Q. Ry, étant reproduit
par x;, on peut y trouver I’élément K, tel que K;xy" = K';.
Or, (KHIK'-) #y® = H, c’est-a-dire K7i'K; = KipeQip et K;=
= Ky K. Onadone R;; X Ki; 2 Kietle lemme 3,33 est démontré.

3,4. Nous allons prouver quelques lemmes concernant les
decomposmons de &; et .

3,41. Lemme. On a i
@i—@iXQﬁX@tz, &i_ggxglﬁxgﬂ, i=1 2

Les. sousgmupes maximum reproduils Par i, xip, XgXi; SONE ict
G X Ry, B X Ky, G respectivement, les sousgroupes mazimum

reproduits par Ay, kg, Ayhiy Sont $i X i, Hi X Ly Hi respecti-
vement.

Démonstration. En vertu du cas particulier du lemme 2,8

®; est reproduit en méme temps par x; et par x;. Le lemme est
maintenant la conséquence de 3,33 et 3,34.

3,42. Lemme. On a

G =6, X (‘52 X D _
3,43. Lemme. On a - o )
R =Ry X Rz X K X Koz =Ly X L1 X Ly X Lpa.

. Démonstration. On trouve aisément que &; X B, est le
sousgroupe maximum de & reproduit par x;x, -+ g%, car on’
a pour chaque G = G,G,e®, ol Gie ®;: G(ry, + Mgy ¥gn) =

= (G1G,) (1710 + Hgnge) = (& "11"12) (Gangs). De méme $H; X H,
est le sousgroupe maximum de & reproduit: par A;;4;, + Ag4s.
La relation de 3,42 est maintenant la conséquence de 3,25. Par
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la méme raison K est le sousgroupe annulé par s, %, + g%
et par Ayd;, + 2A54,, d'olr il suit la relation 3,43.

3,6. Théordme. Soit & un groupe qui satisfait & la suppo-
sition 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en
produit direct de deu facteurs. L élargissement de la premiére dé-
composition

B = (6, X Ku X Ku) X (G, X R X Ka) (5)
est centralement isomorphe o Uélargissement de la seconde décom-
position: . .

G = (H; X Ly X Lay) X (H2 X L2 X £yy) (6)

. de sorte qu'on a les isomorphismes centraux suivants:

®; = Hr, pour chaque i et k,
Qi =L, 1,k=1,2.
L’automorphisme de décomposition O fait correspondre d’une ma-
niére isomorphe au facteur ®; de (5) le facteur $Hp pour chaque
tetk, 1,k=1,2. & fait de plus correspondre d’une maniére iso-
morphe au facteur Qu de (5) le facteur L de (6). Inversement y;
fait correspondre au facteur $Hi le facteur ®; et au facteur Lu le
facteur Q. Il en suit que Uensemble de tous les composanis de &;

. dans i constitue le factesir $Hi, Uensemble de tous les composants
de Qu, le facteur Lix. Une chose analogue est vraie pour les compo-

sants de i et L dans ;.
Démonstration. D’aprés 3,41, (5) est l’éla.rglssement de la
premiére décomposition (1), (6), de la seconde. D’ apres la dé-

monstration de 3,41 &; est reprodult par xi, G par A, ¢, k= 1, 2.

On a G;= @.xu—@aw(, P = Pidri = Diyide. De 3,42 ré-
sultent les relations suivantes

®ide C Hr, Diyi € G
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2,8 avec &, = &, #; = ;.
Il en suit que lautomorphxsme de -décomposition p; fait corres-
pondre d’une maniére isomorphe au facteur @; de (5) le facteur
H: de (6) et Pautomorphisme de décomposition y; au facteur H;
le facteur ;. Soit K,, un élément arbitraire de K;,. On a d’aprés
3,43 dans (6) la décomposition K, = Ly Ly Ly,L, avec Ly € Lis.
Soit n ’entier positif tel que K,»7: = E. On trouve aisément

d’aprés (3) x4"8; = 11039105 . . - 1105101 = 1161720173 - - - 7201720, =
.—-}’111:" Par conséquent il est B = K,#,,"8, = K,y A" = Ky " =

= (LnLgiInglgs) Ags™ = (LyyAs™) (LayAys™)- D’aprés 3,32 on a (Lyyh,s* )€
€ Eu et d’aprés 3,34 (Lya;,") € L5 et par conséquent LAt =E,
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Ly, = E. Ay, étant propre pour £y, il en suit L,, = E. Le com-
posant de K, dans $, est I'élément L, £, et on a K6, € Ly
D’une maniére générale il est Rudr C Lz et inversement Luy; C
C Qu. Maintenant on prouve au moyen du lemme 2,8 par le
méme raisonnement comme auparavant que l’automorphlsme de
décomposition ¢; fait correspondre d’une maniére isomorphe au
facteur K de (5) le facteur £ de (6) et ’automorphisme de
décomposition p;, au facteur £y le facteur SQ.,,

Comme on sait, ces faits ont pour, consequence qu’on peut
remplacer dans la décomposition (5) le facteur G; par_ 5‘3,, et le
facteur Ru par Li. Prouvons-le, par exemple, pour &, $,. Le

composant d'un H,¢$,, H, = E dans @&, est différent de E,
parce que $,y; = &, est une relation isomorphe. Il en suit que

El N (@11 X @12 X 62 X le X ng) =@:
Or, il existe dans B le produit direct

B =6, X K X K X G, X RKn X K.
Soit @; un élément de —6_31 D’apres ce qui a été dit sur y,, on peut
trouver un élément H, ¢ H, tel que TII = G, K K1,G, Ky Kyp, d’0t
G, = HK;;K,,G,K,K;,. Or, on a ®,C &' et par conséquent
®’ = ®. On peut faire un raisonnement analogue pour les autres

facteurs. On en obtient d’aprés un lemme connu, démontré par
M. Schmidt [1], § 4, Hilfssatz I, p. 38, les isomorphismes centraux

G = Hir, Kir == Lir. Le théoréme 3,5 est donc démontré.

- 3,6. Théordme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Soient (1) deux décompositions quelconques de & en produit
direct de deux facteurs. On peut toujours trouwver un élargissement
de la premiére décomposition .

B =0Bn X G X By X By avec B; = Gy X Gy, (7)
et un élargissement de la seconde décomposition

B = Hu X Ha X Hie X Ny avec $Hi = Hi X Ha (8)

qui sont centralement isomorphes de sorte qu’on a entre les facteurs
les isomorphismes centraux ®Gu == Ha, 1, k = 1, 2.
Démonstration. Il suffit de poser par exemple

n = (51 X R G = Kz, Got = Ky, G = 62 X Ry
Hu = 531 X Ly, D1z = L1z, Hu = Loy, Hauz = H; X L.

Puis on tire aisément du théoréme 3,5 la remarque suivante:

Remarque. L’automorphlsme de décomposmon o fait cor-
Tespondre d’une maniére isomorphe au facteur Gu de (7) le
facteur B de (8) pour chaque 7 et k. Inversement, la chose ana-
logue est vraie pour ’automorphisme de décomposition yi. Par
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conséquent ’ensemble de tous les composants de By dans $Hi
constitue le facteur $Ha et l'ensemble de tous les composants
de $Ha dans G; constitue le facteur Gg.

De cette remarque on obtient le théoréme par un raisonne-
ment analogue & celui de la démonstration du théoréme 3,5.

§ 4._Les produits directs de n facteurs.
En partant du théoréme 3,6, on obtient par I'induction double
le théoréme suivant: :

4,1. Théordme. Soit & un groupe qui satisfait a la suppo-
sitton 3,1. Soient

®=©1X®2X...X®r (1)
B=HXHHX...XH (2)

deux décompositions de & en produits directs der et s facteurs, r et s
étant deux entiers positifs arbitraires. On peut toujours trouver un
dlargissement de (1) :

B=0 XBpuX ... X8 XByX...X By X By X...XBpe
avec (3)
Bi=Byu XBiu X ...X By t=12,...,7

et un élargissement de (2) :
B =Hu X DuXeoo X DX Dia X oo o XHay X Ni3X .+« . X Drs (4)

avec

et

Di=Du XD X oo X Hriy, t1=12,...,8

qui sont centralement isomorphes de sorte qu’'on a entre les facteurs
les isomorphismes centraux

GucHa, 1=12,...,r, k=12,...,88)

Démonstration. Si 'on a deux décompositions du groupe &

qui sont centralement isomorphes, on peut toujours trouver
a D’élargissement arbitraire de la premiére décomposition un élar-

- gissement de la seconde qui lui est centralement isomorphe. D’aprés
3,6 le theoréme est vrai pour r = 2, s = 2. Dans ce qui suit on

13) En partant de la remarque ajoutée au théoréme 3,6 et en arran-
geant les deux inductions par lesquelles se fait la démonstration d’une
maniére convenable, on démontre de plus le fait suivant: Si I’on décompose
les éléments de By d’aprés la décomposition (4), I'ensemble de compo-

sants de tous les éléments de B dans Hy forme le facteur H,; tout entier.

L’automorphisme de décomposition: G — composant de G dans le
facteur H,; de (4) fait correspondre d’une maniére isomorphe au facteur G;;.

le. facteur $,;. Je ne donne pas ici la démonstration de cette assertion.
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désigne par les mémes indices auprés des facteurs Gu et Hy le
fait que ces deux facteurs sont centralement isomorphes.

I. Posons r = 2 et supposons que le théoréme soit vrai pour
s — 1. On part de la décomposition (1) avec r = 2 et de la dé-
composition

®=S)1><$2X e e Xf).—zX?).c—l, (5)

ou _
5:—1 = 533—1 X S)s- (6)
D’aprés la supposition on peut trouver un élargissement de (1)
®=(®11 X .. X @1,5—2 X @1,3—1) X (@21 X e X @2,.—2 Xéz,s—l) (7)
et un élargissement de (5)
B=(H11 X H21) X (H12 X Haz) X - o X (Hys—2 X Hye—2) X (8)
X (531,3—1 X 352,3—1),
ol D1 = D1—1 X Doje—1, ' (9)

qui sont centralement isomorphes. D’aprés 3,6, on peut trouver
élargissements de (6) et (9):

53—1 == (S)l,e—l X 532,8—1) X (S)l,c X 332,0), (10)
He1 = (B2 X BE_1) X (B X HP—) (1)
qui sont centralement isomorphes: 355,:—1 o S)g,)_l, Dip = 535,2,)_1-

En remplagant dans la décomposition (8) $H,—1 = ?)1,,_1 X $2,—1
par (10) et par (11), on obtient deux élargissements de (8), centra-
lement isomorphes. Le premier d’eux est la décomposition (4).
(7) et (8) étant centralement isomorphes, on peut trouver un
élargissement de (7) qui est centralement isomorphe au second
élargissement que nous venons d’obtenir et par conséquent centra-
lement isomorphe & (4). Pour cela on n’a qu’a décomposer ®1,,—1=
= @51:—_1 X B et Gzs—1 = B25—1 X B2 avec Gip—1 =~ ﬁg,ls)—li
G = 532,2,)_1, 1=1,2. On obtient ainsi la décomposition (3)
avec r = 2, Le théoréme est donc vrai pour r = 2 et s quelconque.
II. Supposons que le théoréme soit vrai pour r —1 et s
quelconque. On part de la décomposition
. ®:®1X®2X-.-X®r—2><@r;—l: (12)
ou —
@r—l = @r—l X @r: ’ (13)
et de la décomposition (2). D’aprés la supposition il existe un
élargissement de (12)

@=®1‘1X@HX..,X.®1¢X@E'X ---X@f—z,lx

X @r—l,l X .o X @r—l,a, - (14)
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ol
67_1 = @r——l,l X 67—1,2 X.o.. X @'-—1,8: (15)
et un élargissement de (2)

@ =%H; X ... X S)r—z,l X Er—l,l X Hizg X ... X 51-—2,3 X 5r—-1,s

(16)
qui sont centralement isomorphes. D’aprés I on peut trouver
élargissements de (13) et (15)

6r—1 = (@r—ll X X @r—l,a) X (@r,l X ..o X @r,a); (17)
Br—1 = (G211 X B211) X ... X (@5&1. X (‘59—)“ (18)

qui sont centralement 1somorphes (‘5'-—1,. o~ @,_1 “1,i> Grg =2 (Br—l i
En_ remplagant dans la décomposition (14) &,—1 = G,—11 X
" X ®Br—12 X ... X Br—1, par (17) et par (18), on obtient deux
élarglssements de (14) centralement isomorphes. Le premier d’eux
est précisement la décomposition (3). (14) et (16) étant centra-
lement isomorphes, on peut trouver un élargissement de (16) qui

est centralement isomorphe au second élargissement que nous
venons d’obtenir et par conséquent centralement isomorphe a (3).
Pour cela on n’a qu’a décomposer: $,—1; = Hr—1,s X Hri avec
D B, Hri = B2y On obtient ainsi la décomposi-
tion (4). Le théoréme est vrat pour r et s quelconque.

La conséquence immédiate de 4,1 est le théoréme:

4,2. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-
tion 3,1. Supposons que & posséde une décomposition irréductible.
En ce cas, chaque décomposition de & en produit direct peut étre
dlargie en une décomposition irréductible et deux décompositions
srréductibles quelconques sont centralement isomorphes, Uune a l'autre.

§ 6. La substitution des facteurs dans deux décompositions
centralement isomorphes.
b,1. Théoréme. Soit & un groupe qui satisfait & la supposi-

. tion 3 1. Etant données deux décompositions quelconques de &, on
peut toujours trouver un &largissement

. ®=ﬂ1Xﬂ¢X...Xﬂ, (1)
de la premiére décomposition et un élargissement
@=%;X%3X...X%q (2)

de la seconde décomposition qui sont centralement isomorphes et
qui ont la propriété susvante: On peut substituer pour un ensemble
quelconque des facteurs Sk, par exemple pour ;8 ..., Us,
15t < g—1, certains facteurs de la seconde de’compos@twn qm
sont ceniralement 18omorphes aux facteurs choisis $l; de sorte qu’on
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obtient ainsi une mnouvelle décomposition de &, centralement iso-
morphe & (1) et (2), dans notre exemple la décomposition: '

G =B, X Vi, X o oo X B, X Yy X oo 0 X Yg.

avec les isomorphismes centraux DBy, =i, 1 =1,2,...,t

5,2. Avant d’aborder la démonstration de 5,1, nous allons
démontrer deux lemmes.

5,21, Lemme.!4) Soit & un groupe irréductible qui satisfait
a la supposition 3,1. Soit & un automorphisme propre pour & qui
est la somme & = 9, + 9, de deux automorphismes de & tels que
les automorphismes 9,91, 9,01 sont parfaits pour &. En ce cas,
au moins un des automorphismes 9, et 9, est propre pour .

Démonstration. On conclut de (§9—1)d =193, 1= 1,2 que
les automorphismes J; et #;9—! sont en méme temps, ou propres
pour &, ou ne le sont pas. Supposons alors que 3, et 9, et par
conséquent 99— et #;9—! ne soient pas propres pour . Nous
avons la relation -

M + 90t =

En la multipliant par 9,9—1, d’abord & gauche, puis & droite,
on obtient les relations (8,3)? + (%,9—1) ($,0—1) = 91, (H9—1)% +
+ (9,971) (9y91) = 91, d’ou il suit?®)

(#:977) (9971) = (9977) (9,97). 3)

99! est d’une part parfait et n’est pas propre pour &, & est
d’autre part irréductible. Il en suit que le sousgroupe annulé
par 99! est le groupe G entier. Pour un ¢ arbitraire de & on
peut donc déterminer un entier positif n tel que G(4,0—1)" = E,
G(9,9—1)* = E. On en tire ’équation impossible G = G(#9—! 4
+ 9,9—1)2» = E de la manitere suivante: ($,9—1 + 9,0—1)2" est
en vertu .de (3) la somme des termes ($,0~1)2— (9,0—1) =
= (91 (90 1)2»— avec 0 < r< 2n. On a done, ou 2n—
—r2>2n,our>mnet par conséquent Q(d9—1)2— (§,9—1) =
11 faut alors que au moins un des automorphismes 4,, 9, soit pro-
pre pour B.

5,22. Lemme. Soit & un groupe satisfaisant & la supposition 3,1.
Parms les facteurs directs abéliens de @, il y en a qui sont des facteurs
abéliens maximum, cela veut dire que un tel facteur U n’est contenu
dans aucun autre facteur direct abélien. Dans la décomposition
G =2A X Q, Q ne posséde aucun facteur direct abélien.

14) Quant & ce lemme et sa démonstration conformer Fitting [3],
§ 1, Hilfssatz 4, p. 19.

1) Soient @ et y deux automorphismes quelconques pour un groupe.
On trouve aisément que, s ’il exmte un automorphisme &, satisfaisant & la
relation ¢ 4+ £ = y, il n’existe qu’un seul.
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Démonstration. Soit ‘
Uy C U C AU C .. ' (4)

une chaine montante infinie des facteurs directs abéliens de &.
Posons B = A; X Qi. L’ensemble de tous les éléments qui sont
contenus au moins dans un %Y; forme un sousgroupe A du centre
de B qui est invariant par rapport a 2, parce que les Ql; le sont.
On a évidemment A = Wi—1 X Bi, Bi = Ui N Qi—1.2%) En po-
sant B, = A, on a pour A le produit direct infini: YA = B, X
X By X ... X Bp X....0nen conclut comme dans la démon-
stration de 2,51, que, dans Q, une chaine descendante ‘infinie
existe ce qui est d’apreés la supposition 3,1 impossible. Or, dans &
une chaine (4) n’existe pas. Par conséquent il y a dans & des
facteurs abéliens maximum.

"~ 5,3. Démonstration -du théoréme 5,1. Envisageons deux dé-
compositions quelconques (1) et (2) du §4 pour le groupe (.
Chaque facteur abélien de & peut &tre décomposé, en vertu de
la supposition 3,1, en produit direct des facteurs irréductibles.
Alors on peut trouver, d’aprés 5,22 et 4,1 un élargissement de la
décomposition (1) du §4

®=Q11XQ12X.'..X‘zluxcplx(bzx-..xcbv (5)
et un élargissement de la décomposition (2) du § 4
@=CB1XCB2X..'.X%uXQ1XQ2X...XQ@ (6)

qui sont centralement isomorphes: Wi~ B;, 1=1,2,..., u,
Pi=Qi, t=1,2,...,0, et dans lesquels les QA; et B; sont des
facteurs abéhens 1rreduct1bles, les P; et Qi, les facteurs non-
abéliens qui ne possédent aucun facteur abélien direct. Soient
a,t=1,2,...,ules automorphlsmes de decomposmons dans (5)
pour les ‘facteurs W, 5, 1 =1,2,...,v, les mémes automorphis-
mes pour les PPy, fi; ¢ =1, 2 . ,u, 61, 1=1,2,...,v auront
une mgmflcatmn analogue pour la décomposmon (6) "Soit encore

=pf + -+ ﬂu + 6, + .+ 61—1 + 041+ . ..+ 60, 1=
= 1, 2,...,v. Kcrivons pour un 7 quelconque, t =1,2,..., v,
les décompositions (5) et (6) sous la forme: :

@ cp.chp QiXQz

P y est le produit de tous les facteurs de (5), autres que P;, i,
le produit de tous les facteurs de (6), autres que &;. Maintenant
le Py est reproduit par y;0y; et Qi par 6,7.6; Autrement, il
- existerait d’aprés le théoréme 3,5 (voir aussi la démonstration

de 3,5) un facteur direct P’s + € de P; reproduit par yideyi et

< - 1%) Remak [1], § 1, Satz 2, p. 296. Vou' aussi Schmidt [1], § 4, Hilfs-
satz III, p. 39. )
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on aurait la répresentation isomorphe Pidi = Qi+ E
étant un facteur direct de Q. P; et Qi étant centralement iso-
morphes, il existerait un facteur direct Q's &= € de_ Qi qui serait
centralement isomorphe & P’; et par conséquent a Q'y. Il suivrait
du lemme 2,9 que Q'¢ serait un facteur abélien ce qui est impos-
sible d’apreés la supposition faite sur-9. Or, on voit par la méme
voie comme dans la démonstration du théoréme 3,5 qu’on peut
substituer dans (5) Qs & la place de P; et dans (6) P; a la place
de Q.

Pour les facteurs abéliens nous allons procéder comme il suit:

Posons - ,31 Bot+Bs+...+Put+d+...+ 06 On a q=

=+ B) oy = oclﬂloc1 + By et o, est l’automorplusme -unité
pour 2A,. A, étant irréductible, et «,f,x;, xfix, étant parfaits, il
suit du lemme 5,21'7) que, si «,f,x, n’est pas propre pour %,
P15y, lest. Dans ce .cas posons Bo=PBs+ B+ ...+ Bu+

+6+...4+ 0 On a =P = % foy + oclﬂ,ocl et 7, est
‘propre pour ;. Parce que Q, est un groupe abélien satisfaisant
d’aprés- 3,1 & la supposition des chaines descendantes finies, il
suit du théoréme 2,5 que chaque automorphisme de Q, est. parfait.

&y Baoeimy ™1 et 0‘1/320‘1771_ sont donc parfaits pour ?l,. On voit main-
tenant d’apres le lemme 5,21 que, si %fyq_n’est pas propre
pour QU,, x,83x, est. Dans ce dernier cas on pose By = f4 + f5 +

4 Pu+6,+...+ 6 et on refait le raisonnement pour
.l’automorphisme propre Ny = 0B = 850 + 83, et ainsi de
suite. On trouve ainsi un automorphisme «;fizx, ou un automor-
phisme «;8;,x, qui est propre pour l,. Mais aucun automorphisme
2,0;,q4 N’est propre pour 2, car, en ce cas, ’'automorphisme «,d,
ferait correspondre au sousgroupe abélien I, un facteur direct
de Qy, qui est d’aprés la supposition. .non-abélien. Il existe donc -
un automorphisme «,8;x, qui est propre pour 2l,. On voit mainte-
mnant par la méme voie comme dans la démonstration du théoréme
3,5 qu’on peut substituer dans (5) & la place de Q, le facteur By, -
et par suite on a la décomposition

65 %k, XU X oo e X Us X Py X oo X P (7)

On raisonnera maintenant de la méme maniére sur cette nou-
velle décomposition et sur la décomposition (6). On trouvera
que le facteur 2, peut étre remplacer dans (7) par un facteur By, -
qui est forcement différent de B;, et ainsi de suite. Le théoré-
me 5,1 est donc démontré. :

17) Si P'on veut se borner aux groupes ordinaires n’ayant pas un

champ d’opérateurs, on peut se passer du lemme 5,21, en procédant
comme le fait M. Kurosch [1], § 3, Satz I, p. 110.

285



§ 6. Une généralisation des théorémes du § 3 et du § 4.

Soient &, et $, deux facteurs directs du groupe & choisis
arbitrairement. Soient

B=6x6G =9 x99 (1)

deux décompositions de B en produit direct de deux facteurs,
la premiére d’elles contenant le facteur direct B,, la seconde,

le facteur direct $,. Soient 9,7, et &, 6, les automorphismes
de décomposition appartenant & la premiére et a la seconde dé-
. composition (1).11) Nous faisons maintenant sur & la supposition
suivante: :

6,1. Supposition. Pour chaque couple de facteurs directs &,
et $, de & et pour toutes les décompositions de & (1) en produit
direct de deux facteurs dans lesquelles ces facteurs figurent, les

sousgroupes &y,6,y, et Bd,y,6, satisfont a la supposition des
chaines descendantes finies.

‘Remarquons que &y,6,y; et Bdyy,6, sont, en vertu du lem-
me 2,9, des sousgroupe du centre. Cette supposition est plus
générale que la supposition 3,1, car, sous la supposition 6,1, le
groupe & peut avoir pour facteur direct le groupe cyclique infini
ou le groupe, ayant le type du groupe additif des nombres ration-
nels, pourvu que ce facteur soit le seul facteur direct de ce type. .
On peut réaliser cette condition sans difficulté. On a maintenant
le théoréme suivant:

6,2. Théoréme. Les lemmes et les théorémes du § 3 et du §4
restent vrais, si l’on remplace la supposition 3,1 par la supposition 6,1. .
: Démonstration. En effet, on n’avait besoin de la supposi-

tion 3,1 que pour la démonstration du lemme 3,22 ét du lemme 3,31.
On vérifie aisément que les. démonstrations restent valables méme
sous la supposition 6,1. Parce que la supposition 6,1 n’assure pas
Pexistence d’une décomposition irréductible d’un facteur abélien
de &, on ne peut pas remplacer 3,1 par 6,1 dans le théoréme 5,1.

*

O rozkladu grupy v direktni soudin,
(Obsah piedeslého &ldnku.)

Préce tyké se grup, v jejichZz centru kaZdy klesajici Fetézec
podgrup jest koneény. Hlavni vysledek price jest tato véta:
- Libovolné dva rozklady takové grupy v direktnf souéin koned-
ného podtu faktoru daji se vidy tak rozifiiti, Ze oba nové rozklady
roz&ffenifm vzniklé jsou si centralnd isomorfni, to. jest, Ze faktory
prvniho roziffeného rozkladu daji se vzéjemné jednozna¥nd pii-
faditi faktorim druhého roziffeného rozkladu tak, Ze sob& pfi-
' Ttazené faktory jsou si centridlng isomorfnf.
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