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x18 kolmou Kk tetnd 7%, omezime-li piimku z18 | 1m
piimkou 17 18 || 7y,

Spustime-li koneins s bodu 9 (na tetné 7''m leziciho) kol-
mici na piimku 'm 18, protind tato normdlu v bod& 'm kfivky
'M sestrojenou v hledaném stiedu kfivosti o’ této kfivky.

0 jedné vété pro raciondlni kiivky tietiho stupné.
Napsal K. Petr.

Budiz ¢; raciondlni kiivka tfetiho stupné o dvou riznych
tetndch ¢, £, ve dvojném bodé. Tyto tetny necht protinaji
piimku inflexnfch bodd v bodech A,, 4,. Budiz & jakdkoliv ku-
Zelosetka dotykajici se tefen ¢,, ¢, v bodech 4,, 4,, KuZelo-
setka tato protind c; v Sesti bodech. Téchto Sest bodi lze roz-
loziti ve dvé trojiny bodové B,, B,, By; B’,, B',, B';. Oznatme
za tim tcelem inflexni body I, I,, I,. Zvolime si kterykoliv
ze $esti bodd, ku p¥. B,, a promitneme-li postupné ze tii inflex-
nich bodl I, I,, Iy tento bod B, na kuZzelosetku %, dostaneme
body B}, B’,, B’; jedné trojiny a to jiné nez té, ke které
patii B,. Podobny vyrok lze uciniti oviem téZ o B, a o B;.
Zvolime-li si vhodné oznateni u zminénych trojin, pak piimky

BB\, B,B’;, B,B’, prochazeji bodem I,,
BIB’:!? B2B’-27 BsB'l ” ” I2a (I)
BI'B'27 B2B,1) B3'B’3 ” 2 I3‘

Pojmenujeme dvé trojiny B,, B,, By; B',, B',, B'; takto
uréené trojinami sdruzenymi. Mezi svazek kuZzelosetek dotyka-
jicich se teten #,, ¢, v bodech A4,, A, ndlezi jako jednoduchy
piipad kuZelosetka %,, jeZz se kfivky c; dotykd ve tfech bodech
K,, K,, K, (bodech to zdroven, kde lze sestrojiti kuZeloselku
majici s kiivkou ¢; Sestibodovy styk). Pfi této kuZelosedce sply-
vaji obé trojiny bodové. Prochdzi pak tetna v K, ku ¢; bodem
I,, pHimka K, K, inflexnfm bodem I, atd., kterézto znémé vztahy
jevi se jakozto specielni pfipad véty (I).
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Budiz B,, B,, B; jedna z trojin na kuzelosetce %, svazku
dotykajiciho se teten ¢,, ¢, v 4,, 4,; C,, C,, C, jedna z trojin
na kuZeloselce %k, toho svazku. Pak platna jest véta

B,C,, B,C;, B,C, prochdzeji bodem D,,
BIC.?’ B2C27 B3Cl » ” Dza (II)
BIC2) Bzcn Bso.') » » D.’;-

D,, D,, Dy jsou pak body mna kFivce c; « jsou jednou
trojinou na kufeloseéce ky nadeho svazku.

Sestrojime-li z B’,, B',, B’ a (', (*,, C'y (trojin to sdru-
zenych ku B,, B,, B;, resp. C,, U,, C;) trojici tfeti podobné
jako ve (IL), dostaneme trojici D', D’,, I)'; sdruZenou té, jeZz
plyne Z Bl? B27 B.’i a 01) 027 C3' '

Ze vyrok v (L) lze poklddati jako zvl4stni pipad vyroku
ve (II), jest ihned patrno, nebof inflexni pfimka jest jednou
(degenerovanou) kuZelosetkou svazku.

Véty uvedené piipoustéji zcela jednoduchy dikaz podtem.
Staéi je dokdzati pro jednu jakoukoli kiivku tfetfho stupné
o dvou riznych tetndch ve dvojném bodé, nebot uvedené vlast-
nosti jsou projektivné a viecky kiivky tietiho stupné s dvojnym
bodem o riznych teindch lze, jak zudmo, uvésti ve vztah pro-
jektivny. Prenechdvaje podrobné provedeni diikazu toho Ctendri,
podotfkdm jenom ndsledujicf. Vyjddiime-li z, y, z soufadnice
bodu na kiivce jakoZto raciondlni celistvé funkce parametru ¢,
jsou stanoveny parametry inflexnich bodd rovnici tfettho stupné

f @) =at® + 3b¢* + 3¢t + d =0. 1)
Forma f (f) md pro vySetfovdni bodd na kiivce majici
vlastnosti projektivné, jak zndmo, vyznam zdkladni, Parametry
takovych bodl jsou vesmés ddny rovnicemi, jichZ levé strany
jsou kovarianty formy f (¢), (jsou-li ov8em pravé strany 0). Tak
ku pf. parametry bodii Sestibodového styku s kuZzeloseCkou jsou
dény rovnici
J (t) = (a®*d — 3abec + 263 3 4- ... =0, (2)
a parametry dvojného hodu rovnici
Ht)y=(ac—dHit*+4...=0,
kdez J(f) a H(f) jsou znimé kovarianty formy f(¢).
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Rovnéz vztahy projektivné mezi riznymi body kfivky lze
vyjddfiti pomoci f(£) a kovariantd této formy. Tak podminku,
aby tii body o parametrech ¢,, ¢,, £; byly na jedné pfFimce,
dostaneme, polozime-li poliru formy f (¢)

atityts + b (tt, + toty +t,8)+c(t, + 1t +6) + d
rovnu nulle.
Levd strana rovnice (1) jest linedrni formou proménnych
z, y, z, (nebof inflexui body lezi na pfimce); Ctverec levé strany
rovnice (2) jest kvadratickou formou tychZ proménnych, (nebof
jest kuzelosetka, jez se dotykd ¢; v bodech Sestibodového styku).
Jest tedy levd strana rovnice

O —ud =0 3)

kvadratickou formou proménnych x, y, 2, obsahujici jesté line-
drné parametr u a ustanovuje tudiz tato rovnice Sest boda
kiivky c;, jez lezi zdroveii na kuzelosetce jistého svazku. K to-
muto svazku patéi inflexni pi¥imka dvojndsob potiténa (1« = 0)
a dvé tetné v dvojném bodé vzhledem ke vztahu
Df(t)? — J () = 4H ()3, 4)
1 .
o= —5\, ; v tomto vztahu znali /) diskriminant formy f (¢),
D = a%*+ ... Jest to tudiz tyz svazek, o kterém ve vétich
svrchu uvedenych jest fet.
Ze se Sest bodd (3) rozpadd na dvé trojiny, jest bezpro-
stiedné patrno; rovnice takové jedné trojiny jest

SO+ vJ@EH)=0. 6)]

Viecko ostatui, co bylo tvrzeno, plyne snadno poétem,
zvolime-1i si pro f (¢) néjaky tvar jednoduchy, ku pf. klademe-li
a=d=1,b=c=0.

Uvazujme ddle, jaké &slo v, patfi ke trojiné D, D, D,
stanovené ve (II), patfi-li ke trojindm B,, B,, B, resp. C,,
C,, C; Usla v, resp. v,. Nejprve jest jasno, Ze vztah mezi »,,
v,, v; musi byti symmetricky a v kazdém z téchto ¢isel line-
érnf; nebot dény-li jsou dvé z t&chto trojin, tfeti jest jedno-
znaéné urtena. Md tedy ten vztah tvar
Pv vy + g, Vv vw)) 1 (v, + v, +vy) + s =0.

(6)
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Aviak zvolime-li si za trojiny B,, B,. B, a C,, C,, C,
trojiny sdruzené, jest dle (I) trojina D,, D,, D, trojinou inflex-
nich bodd; t. j. jestlize v, == — w,, jest v; =0, z CehoZ plyne
pro kazdé v, :

—qi4s=0
a tudiz ¢ = 0, s= 0. Vzhledem k tomu nabyvd vztah (6) tvaru
vy, = LT il PO y =L (6)

1 + Py, 2 r
Konstantu p” stanoviti miiZzeme z tisel _patiicich ke dvoj-
nému bodu. Ve dvojném bodé soustfedény JSOII dvé trojiny, jimz

patii, jak patrno z (4), ¢isla + V—]_) . I musi vztah (6") byti splnén

pii libovolném »,, polozime-li v, =

1
— —, kde & jest
\/I), \/ ’ J
bud 1 anebo — 1. Dosazenim téchto hodnot zjedudvime si
e=—1, p’=2D a jest tudiz v, urceno touto rovnici
_ v, + - vy wr
=TI Doy "

Az doposud nebyl brén zietel na realitu bodd ; trojiny bo-
dové, pfi nichZ aspon jeden bod jest redlni, sklddati se mohou
(pfi redlni kfivee) bud ze tii redlnich bodd anebo z jednoho re-
dlnibo a dvou imagindrnich. Prvni piipad nastivd vidy, kdyz
D < 0, a drubhy, kdyz D > 0, jakoz plyne z té okolnosti, Ze
diskriminant rovnice (5) jest

D(1 — v2D)2;

a md tudiZz stejné znaménko jako I); ndsledkem toho md rov-
nice (5) tfi kofeny redlni pro D << 0 a jenom jeden kofen re-
dlni pro D = 0 pii kazdém .

Jestlize tedy ) = 0 jest v kazdé trojiné jenom jediny
redlni bod a urtuje tudiz parametr v kazdy bod redlni kFivky
jednoznatné ; toto jednoznatné urteni bodu jest v podstaté jiné
nezli parametrem £, jez jest wvibec jednoznatné. Fozoruhodna
jest pak pfi tom jednoduchost podminky pro parametry tif bodd
lezicich na jedné ptimce. Ne’ zajimavéjsi  jest pifpad D <0,
tu trojiny sklddaji se z bodd vesmés redlnich. P¥itom jest tteba.
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vytknouti, Ze kofeny rovnice f(f)4 v J (f)=0 lez vidy po
jednom mezi kofeny rovnice f () = 0*) anebo po jednom mezi
koteny rovnice J (£) = 0. Déli tudiz inflexni body kiivku na tfi
tdsti (a podobné body Sestibodového styku) tak, Ze do jedné
z téch Cdsti pfipadd jeden bod kazdé redlni trojiny a urtuje na
kazdé z téchto tfi Cdsti kaZdé redlni Cislo v jednoznalné pii-
slu$ny bod.

V tomto piipadé (D << 0) lze s vyhodou zavésti misto pa-
rametru v parametr jiny o, definovany touto rovnici.

v=\V=Ditgap, 0=Zp=1.

Tento parametr rovnéz pritaduje kaZdému bodu kiivky c,
jedno ¢&slo redlni a naopak kazdému tislu 0 =< ¢ = 1 pfifadén
jest na jedné ze t¥i Cdsti jediny bod p¥isludné trojiny; md viak -
tu vyhodu daldi, ze podminka, aby tii trojiny o parametrech
0,, 0q, 03 byly ve vztahu vyznaceném (II), nabyvéd tohoto zcela
jeduoduchého tvaru

0, + 0o + 03 = celému islu.

Nésledkem této jednoduché formy lze nékteré otdzky vzta-
hujici se ke trojindm bodovym (5) zcela snadno roziesiti. Ku
pf. lze ze tif trojiu (pro néZ neplati podminka privé uvedend),
sestrojiti fadu dal§ich trojin dle (II). Tézati se miZeme, kdy
dostdvdme tak ze t¥i trojin o parametrech ¢,, 0,, ¢; jenom ko-
necny polet trojin? Odpovéd jest téméf bezprostiedni: (isla
0,y U, 03 musi byti raciondlni; podet trojin totiz, jez takovymito
tfemi trojinami a vétou (II) jsou ddny, jest, jak snadno zjistiti,
rovny nejmensimu spole¢nému jmenovateli rozdili Cisel g, ¢,, 5.

*) Tomu jest takto rozuméti. Jsou-li ¢y <a«, < a, kofeny rovnice
(), tu lezi mezi «; a «, jeden kofen oné rovnice, druhy mezi «, a a,
a tieti jest bud mensi nezli «, anebo vétdi nez «;. Aby se to dokdzalo,
staéf v uvahu vziti néjaky specielni pripad, pii némz ovSem f.2) =0 m4b
viecky kofeny redlni a zvoliti si pfi tom jakoukoli hodnotu pro », nebot
ta vlastnost se projektivnou transformaci neméni, a jak snadno patrno,
plati-li pro jedno #, plati pro kazdé ». Poloime v = o a f(¢) = 3¢*+ 3¢,
pak jest J(#§) =28 + 882 —3¢—2=(¢2—1) (2t 4 1) (¢t + 2). Koreny rov-
nice /(t) =0 jsou — 1,0, o, kofeny pak J(t)=0 jsou —2,—1, 1 atim
tvrzeni dokézéno.
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