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Sur les surfaces réglées dont les courbes
flecnodales sont distinctes et non planes.
Jifi Klapka, Brno.

L’objet principal de I’article suivant est la surface R définie par la
surface réglée gauche R donnée comme lisu de droites d’intersection p des
plans osculateurs aux courbes flecnodales de R. La droite p qui engendre la

surface R intervient dans plusieurs considérations géométriques surtout de
MM. Wilezynski et Mayer (I’axe); dans ’article suivant, en considérant toute

la surface R, il est possible de démontrer I'identité de quelques résultats de
MM. Wilczynski et Mayer et de trouver quelques relations nouvelles.

Chaque particularisation d’une des surfaces considérées R et R entraine
une certaine particularisation de I’autre. Quelquesuns de ces cas particuliers

se trouvent résolus dans cet article; par exemple, le cas de la surface R
développable, ou celui out R est une demiquadrique, enfin le cas ot R appar-
tient & une classe spéciale @ ou K.

I. Soit R(y,z) une surface réglée gauche dans l’espace pro-
jectif & trois dimensions dont les courbes flecnodales Cy et C, sont
distinctes et non rectilignes.

Aux génératrices de R faisons correspondre les génératrices

d’une autre surface R définie de la maniére suivante:

Sip=(y,z)estune génératrice de R et y, zsont les points
flecnodauxde p, lesdeux plansosculateursy = (y, ¥, y") et
{=(z,7',2") des courbes flecnodalesen y et zse coupent dans
une droite p qui est la génératrice correspondante de
R (9, ).

On peut énoncer le théoréme suivant:

Pour que R soit développable il faut (et il suffit évidemment)
qu’ une courbe flecnodale de R au moins soit plane.

On démontrera aisément ce théoréme en employant les for-
mules de la théorie des surfaces réglées gauches de M. E. Cech.

‘Pour cela écrivons le systéme canonique différentiel flecnodal
(Cech [1], p. 229). Ses coefficients sont composés d’invariants de la
surface m(v), n(v), j(v), 8 = 4+ 1; la variable indépendante v
étant 'arc projectif, le systéme en question prend la forme suivante:

\
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y" = 2my’ + 20mz’ 4+ (m' + M®—m?2 —1—j) + on'z, (1a)
2" =—2ny —2m2’ —n'y + (—m 4 m:—m? 4+ 1 —j)z. (1b)

Si v varie, les points y(v), z(v) décrivent les courbes flecno-
dales Cy, C,. A chaque valeur de v correspondent les points flecno-
daux y, z d’'une génératrice p(v) = (y, z) de la surface.

Imaginons une surface R déterminée par le systéme (1la), (1b).
Pour commencer la démonstration remarquons que, pour que la
courbe flecnodale Cj soit plane il faut et il suffit que (Klapka [2], 13)

a’D == Oy
ou :
a, = 2nn” — 3n'2 4 4n (2n — 2m'n + mn') + 4n% (m' 4 on® —

—m?2—1—j).

On a de méme la condition nécessaire et suffisante pour
que C, soit plane
. a/4 == O,
A}

ol
ay = 2nn" — 3n'? — dmnn’ 4 4n® (m' + on?—m?2 —1—j).
Pour abréger les calculs observons que la génératrice p de R
joigne les points
y=n'y + 2ny’ (2a)
et
z =n'z + 2n2, (2b)

ol d’aprés (lab) y signifie le point d’intersection de la tangente
(¥, ¥') & la courbe flecnodale C, en y avec (. Pareillement z signifie
le point d’intersection de la tangente (z, 2') & C, en z avec 7.

Done, la condition suffisante et nécessaire pour que R soit
développable est

ol
o=y + 2ny, n'z+ 202, "y + 3n'y + 2ny", n" + 3n'2" +
+ 2n2") = 0.
En vertu de (lab) il en résulte facilement
o =aw (¥,2 y,7)=0. (3)
Or, R étant gauche on a
(.2,9,2) F 0,

de sorte que 1’équation (3) ne peut &tre satisfaite que si aa, = 0.
Done le théoréme énoncé est démontré.
II. En conséquence du théoréme du numéro précédent nous
supposerons dans toutes les considérations ultérieures que a, 3= 0,

a, £ 0.
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Pour déduire les équations fondamentales pour R dérivons
(2a) et éliminons y” au moyen de (la). Nous avons
y —20mz = [n" 4+ 2n (m’ + M2 —m?—1—94)]y + (30’ +
: + 4nm) y'.
En résolvant par rapport & y et 3’ le systéme formé par ’équa-
tion qui vient d’étre écrite et par (2a) on trouve
___(3n” + 4mn) y 4 40n%2 — 2ny’
= o ,
y = [n" + 20 (m' 4 on® —m?—1—j)]y + 2dnn'z —
y

(4a)

"Y. (4b)

Par un procédé analogue on obtient les points z et 2’ exprimés
a l'aide de y, z et de leurs dérivées sous la forme

y - 4n% + (4mn — 3n') z + 2nz’

. (58)
Y 2nn'y + 0" + 20 (—m' + n2—m? 4+ 1 —j)]z —n'Z’
Qy
(5b)

En éliminant y’ de ’équation (4b) et de celle qui résulte de (4a)
par dérivation et en faisant un calcul analogue pour (5b) et (5a)
on obtient

— ! — — 1

Y = (9—4 + 2m) Yy + 26n2" 4+ —; (a4 + 3n'2 4 12mnn’ +

\ay 4n
4 8n2m’ + 6nn" — 8n2m e onn’ a—é) y+ o (5n' — 2n a—‘) z,
a, a, a,
(6a)
2 — o (Yo o) 7+ (20— 5§ 4 L
2" = —2ny’ + (“o 2m) 2 4 (2n a 5n ) y + v (ao -+

1 302 — 12mnn’ — Sm'n? + 6nn” -+ Smnz%' — 6nn %‘-’) Z. (6b)
0 0
Le systéme (6ab) peut étre utilisé, sans doute, pour I’étude de la

surface R. Mais, pour avoir plus de simplicité dans les calculs, nous
allons le mettre sous une forme équivalente, en posant

Y1=71 Y 2 =g £ ) (7)
Vo] Viaom |
le dénominateur étant réel et positif.
En se servant de (3) on voit sans peine que l'on a,
(371’ 23, 3—/’1’ EII) =4 (v, 2 ?/', z’) =+ 1L
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La forme équivalente cherchée du systéme d’équations fonda-
mentales de R est la suivante
7= [2m + -1-(%1—@)1 L+ 2607, +[ (a4 4 30 4

4 Qy

+ 12mnn’ + 8n*m’ + 6nn" — 8n2m -d-— 6nn’ Z ) +
4

1 N 3 | 12 1 ” i _
+ _(“oa«i) (Z_: + 2m) + __(%“4)2 __(a0a4) Jy1 +

4 aqa, 16 ay2a, 4 ayay,
a’ 1 (@) ] -
5 ’ 2 4 0“4 8
—}-6[71— 71,—(14—}——27:,—610(14 24, (8a)

_ . _ l ’ ’ _
"'"‘_—2""’"+[§(Zf %)_2"'JZ"+[_5”'+
ay 1 (%%) 1 2 2
+2m—2—en 2y, + P ay + 3n'? — 12mnn’ 8m'n? +

a 2 a4,

" 2 @0 g @o) | L (@) (@
+ 6nn' + 8mn @ nn a + T aga, \a m | +
3 (@) 1 (apay)" | - 7
— —_ . 8b
16 a4’ 4 ag, “ (8b)

En comparant les équations de ce systéme aux équations
fondamentales de la théorie des surfaces réglées gauches (Cech [1],

p. 186, (11), @ = 0), on trouve pour R:
a = on,
11 a)
b _4(1115:) —m,
c =mn, .
o, 1ay, 3d,
0A = 4n +n(2 ao"*2a4)>
’ 3 al af
—1—om —om ™2 %o 4)_
B \ m m 3 (ao—}-%
3w, dy, Lay @ Ly ay (Oabedetg)
2n\a, a, S(a,o2 a,? 4(% a, )’
“~N . , la'4 3“’0
= 3n a’y 5 (a'y a,
! _7+4n(a°+a4) 16(;;+Z)+
Pl Lo g, w0 oy
4 am, 16\a, a, G



Evidemment les arcs projectifs des surfaces B et R ne se
conservent pas dans la correspondance considérée des droites p, p;
c’est & dire, en général, B2 — AC dépend de v et n’est pas une
constante.

III. On appelle famille N un systéme de courbes d’une surface
réglée gauche lorsque les courbes du systéme sont décrites par les
points t,y + t,2 ol le rapport ¢, : ¢, satisfait & une équation de
Riccati (Mayer [3])

ity — Uty = aty® -+ 2Bty + pi2 = @ (D). (10)

Géométriquement une famille R est caractérisée par la pro-
priété qu’il y a une correspondance projective entre les deux séries
de points découpées, sur deux génératrices quelconques, par les
courbes de la famille. Par exemple les asymptotiques (non recti-
lignes) forment une famille R. On obtient I’équation d’asymptotiques
en posant dans (10) x = a, § = b, y = ¢; on obtient donc (Cech [1],
p. 198) .

£ty — t'at, = at,® + 2bbty + cty? = £ (2). (11)

Parmi toutes les familles R d’une surface réglée gauche il y en
a qui sont liées & la surface d’une maniére invariante. A c6té de la
famille d’asymptotiques une famille mérite une considération
particuliére. C’est, en terminologie de M. O. Mayer, la famille R
principale X, définie par ses trois couples de courbes remarquables:
les deux ,,complex curves‘ de Wilczynski, les deux courbes flecno-
dales et les deux courbes harmoniques (Mayer [3]).

Remarquons que R étant donnée par le systéme flecnodale
(lab), les courbes C, et C, sont flecnodales tandis que les courbes
Ciy+t. décrites par les points £,y 4 ¢,z ol ¢, : t, = const., engen-
drent la famille i principale Z. Parmi les courbes de cette famille
les courbes Cy 4, et Cy—, sont harmoniques si § = + 1 et elles
sont complex curves si § = — 1. Dans 1’équation (11) des asym-
ptotiques on doit poser (Cech [1], p. 228)

a=06dn, b=—m, c =mn, , (11a)
de sorte qu’elle devient ’
Vity — Uty = Ont,® — 2miyty + nty2. ~ (11b)

On sait que les tangentes des courbes d’une famille R aux
points d’une génératrice p engendrent une quadrique (ou plus
précisement une demiquadrique) non dégénérée @(p) qui touche
la surface le long de p. En deux points de p la tangente & la courbe
de R est en méme temps asymptotique. On appelle, d’aprés .
M. O. Mayer, les points de ce couple les points fondamentaux et
les courbes décrites par ces points les courbes fondamentales de la
famille. :
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Si le point #,y 4 ty;z est fondamental et si (10) est I’équation
de la famille R considérée, le rapport ¢, : ¢, satisfait & 1’équation

ft) —p) =(@—a)t,>* + 2(0 — B tily + (c —9) 1, =
Supposons que la famille considérée soit la famille R principale X.
L’équation précédente devient d’apreés (11a)

ont, 2 — 2mt,t, + nty2 = 0,
ou bien
n (6t12 + t22) - 2mt1t2 - 0.

Cette formule montre que le couple de points fondamentaux
de 2 divise harmoniquement le couple de points harmoniques.

En dehors de la quadrique @(p) considérons la quadrique
consécutive Q(p’) qui coupe @(p) dans une courbe du quatriéme
degré évidemment décomposée en p et en une cubique gauche C3.
Cette derniére rencontre p aux points fondamentaux et elle peut
d’ailleurs étre réductible ou indéterminée. C’est M. O. Mayer ([3])
qui a donné une classification détaillée des familles R au point de
vue de la réductibilité de C3. Nous nous bornerons & une remarque
sur les familles R axiales. On appelle ainsi une telle famille R que
la cubique caractéristique C® se décompose en trois droites. Evi-
demment un couple de ces droites est formé par les tangentes
asymptotiques aux points fondamentaux et appartient a la demi-
quadrique @(p) tandis que la troisiéme droite ¢ appartlent a la
demiquadrique complémentaire.

Si la famille R de courbes de R est axiale, les tangentes aux
courbes de la famille engendrent une congruence W. Les surfaces
focales sont R et R ol R est l’autre surface réglée gauche décrite
par g.

Si les courbes d’une surface réglée gauche R d’une famille R
sont les courbes Ciy4:. oU le rapport #, :{, est une constante
(on dit dans ce cas que R est rapportée au %), les conditions pour
que R soit axiale prennent une forme particuliérement simple
(Mayer [3])

a+A4A b4+ B 40

a6 o (12)

Remarquons encore que la famille R a laquelle se trouve
. rapportée la surface R donnée par le systéme flecnodal (lab) est
la famille principale Z.

- Pour interpréter les relations trouvées entre les quantités
_ fondamentales de R et de R il est utile d’éclaircir la liaison géomé-
trique entre les points ¢,y + #,2 de p et t,y + t,2 de p.

On vérifie sans peine que le plan tangent & R au point ¢,y + #,2

coupe P en t,y + t,z.
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En effet, le plan tangent considéré est le plan

(¥, 2, (hy + t2)') = (¥, 2, Ly + 4:2").
Donc il suffit de démontrer que

(y; 2, tly’ + t2z’> t11’7 + tzi) = 05
c’est & dire d’aprés (2a, b) que
(¥, 2, 0y + ', 0 (Ly + t2) + 20 (LY + 62") = 05
mais cette relation est évidente.
Cherchons encore le point d’intersection du plan tangent

a R en t,y + t,z avec p. T,y + T,z étant le point cherché on trouve
que le rapport 7,:7, satisfait a 1’équation

(Y + w2, ¥, 2,8y + 2 + by + t2') =0,
et par suite, d’apres (4a) et (5a), & I’équation
ATty — 4Tt = 0,

qui & son tour peut étre remplacée par les deux équations plus
commodes
Ty = Qgly, Ty = Gfs. (13)

En résumant on a donc:

Les équations (13) expriment une homologie ponctuelle sur la
droite p de maniére qu’au point t,y + t,z correspond le point 1.y +
+ T2 = gy + gtz qui peut étre construit comme il suit: Le plan
tangent @ R en t,y + t,z coupe D en t,y + t,z, le plan tangent ¢ R
en bty + 6,z coupe p en T,y + 12. L’homologie en question est évi-
demment non dégénérée, les cas ay = 0 et a, = 0 étant exclus. Elle
posséde deux points unis qui coincident avec les points flecnodauz.
aq/a, est le birapport de cette homologre.

Cela étant on peut se poser avec M. E. J. Wilczynski ([4],
p- 214) la question suivante:

Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour
que p touche la quadrique H(p) osculatrice de R le long
‘de p (c’est & dire la quadrique engendrée parles tangen-
tes asymptotiques de R aux points de p)?

La droite

r = (Liy + t2, Ly + 4,2)
touche évidemment R en #,y -+ t,2 et coupe p au point £,y + #,z.
La tangente asymptotique de R au point ¢,y -+ ¢,z passe aussi par
le point (t,y + t,2)’, ot 'on doit poser pour ¢, et ¢, (Cech [1],
p. 199 (2) et p. 228) ,
t'y = bt; + cty, t'y = — at, — bi,,

‘les quantités a, b, ¢ étant données par (11a).
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Done, le point considéré est
(hy +t2) = (—mty +nb)y + (—ont, + mby) y + 4y + 12,
(14)
Pour que r soit une tangente asymptotique de R il faut alors
et il suffit que la matrice

l tl’ tly 07 . O "
n't,, n'ty, ont,, onty, | (M)
— mt, + nt,, — ont, + mt,, £y, ty \

soit du rang 2.
Le cas » = 0 étant exclu, les conditions cherchées se réduisent

a4 une seule
ont 2 — 2mtt, + nt,2 = 0,

ou bien, d’apres (11a),
at,? + 2btt, + cty? = 0. (15)

Done, si le point ¢,y + #,z est fondamental par rapport a la
famille R principale X, la droite r est une tangente asymptotique
de R et réciproquement.

En d’autres termes:

les points d’intersection de la quadrique osculatrice H(p)
avec p se trouvent situés sur les tangentes asymptotiques aux
points fondamentaux de p, la famille R correspondante étant X.

Il s’ensuit que les points d’intersection considérés séparent
harmoniquement les deux points dans lesquels p coupe les plans
tangents de B aux points harmoniques.

Seulement si R appartient & un complexe linéaire (m = 0)
les points d’intersection de p avec H(p) coincident avec les deux
points dans lesquels coupe p les plans tangents de R pris aux points
des complex curves. ' _

Le cas de M. Wilczynski a lieu si I’équation (15) possede les
racins confondues, c’est & dire si

m? = on? ou k% = 4h%. (16)

On _en voit de nouveau que les invariants dans la théorie de

M. E. Cech sont choisis d’'une maniére plus préférable que dans

la théorie de M. Wilczynski. En effet la méme relation géométrique

s’exprime dans cette derniére théorie par [Wilczynski [4], p. 214,
(49a)]

02042 + 160, = 0. (17)

On reconnait sans peine de I’équation (16) que dans le cas
actuel R est réelle seulement si 6 = + 1; il en résulte que les
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courbes harmoniques de R sont réelles. Mais, si 6 = -+ 1, on peut
remplacer (16) soit par m = n, soit par m = — n.

Dans le premier cas la racine double de (15) est ¢, : 4, =1:1
et la courbe Cy . est harmonique et asymptotique simultanément.
Dans le second cas cette racine est ¢, :f, = 1:— 1 et la courbe
harmonique Cy—, est asymptotique. En résumant on peut énoncer
le théoréme:

Si pour toutes les génératrices p de la surface réglée gauche R
la quadrique osculatrice H(p) touche la génératrice correspondante p
de R, alors une courbe harmonique C de R est asymptotique. Le point
de contact de p et de H(p) se trouve situé sur la tangente & C' au point
d’intersection de C avec p.

Mais ’existence d’une courbe harmonique qui est en méme
temps asymptotique est caractéristique pour les surfaces réglées
gauches considérées; on peut donc regarder la propriété en question
comme une définition. C’est M. O. Mayer ([3]) qui a trouvé la
classe considérée de surfaces comme faisant partie d’une classe
plus étendue de surfaces réglées gauches lesquelles il a nommé
surfaces G. (Une surface G générale posséde un couple d’asympto-
tiques séparées harmoniquement par les courbes harmoniques.)

On a donc le résultat suivant:

Lee surfaces de M. Wilczynski dont la quadrique osculatrice
H(p) touche la génératrice p correspondante du R et

les surfaces G spéciales de M. O. Mayer, caractérisées par
Dexistence d’une courbe harmonique et en méme temps asymptotique,

- sont identiques. Une de ces deux propriétés, laquelle que ce soit,
entraine Uautre.

IV. Complétons les recherches du numéro précédent par une
étude analogue de la quadrique H (p) osculatrice de R le long de 7.
La tangente asymptotique de la surface R au point ¢,y -+ #2
est détérminée par le point (t,y + £2z)’ ol ¢y, t, se dérivent d’apres
les équations différentielles des asymptotiques de la surface R,
c’est & dire, en conséquence de (9a, b, ¢), d’aprés les équations

1 W 1 - ’
¥, = {Z (ln 39) — m] t, -+ nty, t'y = — Ont, — %(ln Z—:) — m] L.
Il en résulte )

4

- _ 1/ ! - '
by + b2) = {[Z (ln Z—:) — m] t, + 'ntz} Y+ {”— ont, —
—[ (ln@) —mJt2}2,+t1§’+t25’

y
Si 'on exprime, en se servant des équations (4a) et (5a), que
les points y,z, tyy + £z, (t,y + £,2)’ ne sont pas linéairement

W | -
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indépendents, on obtient

— (3n' -+ 4mn), — 46m?, 2n, 0
4n2, dmn — 3n’, 0,2n
tl’ tz, 0, 0= O,

1 ag\’ 1 a,\’
[Z (ln 53) — m] t, + nty,, — ont; — [Z (ln a—j) — m] by, by, o

ou bien
ont\® — [i (ln ﬁq) + 2m] bty + nt? = 0. (18)
2 a,

Le couple de tangentes asymptotiques de R aux points déter-
minés par (18) coupe p en deux points qui appartient au H(p).
1Y + T2 étant un des points cherchés, pour déterminer
7y : Ty il suffit d’exprimer que ce point appartient au plan tangent

a R dans un de pomts donnés par (18). Si on remplace ¢,, £, dans (18)
par 1,, 7, d’aprés (13), on obtient

1 ’
0nayt,® — aga, [ (ln ) + Zm] 71Ty + na’t? = 0. (19)
@y

H(p) touche p si
Tn®) £l —sme—o (20)
4( “4) o

Dans ce cas 1’équation (18) posséde une seule racine ¢, : t,

double et le point £,y + #,z correspondant est un des points harmo-
niques de la surface R situés sur p.

On conclut de (20) que 6 = + 1 si R est réelle et en consé-
quence que les courbes harmoniques des surfaces de cette classe
sont réelles. Il en résulte que (20) est satisfaite en conséquence
d’une relation plus simple, c¢’est & dire soit de

l(llna") +m=nmn,

4 a,
soit de 1/, ap)
Z(lna—) +m=—mn.
Dans le premier cas la racine double de (18) est ¢, :f, = 1:1,
dans le second cas cette racine est #; 1, = 1 : — 1.

En résumant on peut énoncer les théorémes:

a) Soient M, N les points d’intersection de la quadrique H(p)
avec p et sotent M' et N’ les points de la génératrice p oi les plans
(Mp) et (ND) touchent R. Enfin soient M" et N" les points de p oi les
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plans (M'p) et (N'p) touchent R. Alors M" et N" séparent harmoni-
quement les points harmoniques de p.

b) Soit M le point de contact de p et de H(P) et soit M’ le point de
contact du plan (Mp) avec R. Soit enfin M” le point de p o% le plan
(M'p) touche R. Alors M" est un point harmonique de p.

IV. La mgmﬂcatmn geometrlque de la droite r = (t,y + 152,
4,y + t,z) est trés simple: c’est la tangente a la courbe de la
famille R principale X au point &,y + t,.

Nous avons vu que, dans le cas général, la droite r ne touche
pas B en t,y + t,z. En se rappelant la signification géométrique
de ’équation (13) on en conclut que r touche R si

— (21)
et dans ce cas seulement.
Mais on a
ay — a, = 8n (mn' — nm’ + n). .
En conséquence de la supposition 7 3= 0 on peut remplacer
I’équation (21) par

mn' —nm’ +n = 0. (22)
D’aprés (9a,b,c) et en tenant compte de (21) on trouve
E_:a,l_)zb,Ezc, : (22a)

d’ol1 'on conclut que les droites r = (t,y + t,2, t,y + %,z) engendrent
une congruence W dont les surfaces focales sont R et R.
Evidemment, il suffit de démontrer que les asymptotiques se
correspondent dans la correspondance qui fait associer au point
t,y + tz le point t,y + ¢,z. Mais, les équations des asymptotiques
étant identiques pour les deux surfaces considérées, en conséquence
de (22a), la congruence de droites r est en effet une congruence W.

De 14 on déduit que dans ce cas la famille R principale X de la
surface R est axiale en vertu de (22). En effet, R étant donnée par
le systéme canonique (la,b),ona 4 = 0, B=1, C = 0 (Cech [1], -
P 228) Si ’on introduit ces expressions dans les equatlons (12) et
qu’on fait usage de (11a), les equatlons (12) se réduisent & une seule,
c’est & dire a (22).

On a donc en résumé:

Une surface réglée gauche R dont la famille R principale X est
axiale est caractérisée par la relation (22). St R est de cette classe, les
tangentes aux courbes de X engendrent une congruence W dont les
surfaces focales sont R et une autre surface réglée gauche R, qui peut
étre définie aussi comme le liew de droites d’intersection des plans
osculateurs des courbes.flecnodales aux flecnodes situés sur une géné-
ratrice de R.
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Pour abréger le langage j’appelle les surfaces de cette classe
les surfaces K.
La relation (22) qui caractérise les surfaces K est équivalente a

3kh' — 2hk’ + 8h? = 0, . (22Db)

-qui peut &tre vérifiée aisément en se rappelant les relations [Cech
[1], p. 228, (6)] N
- 2
m= 1, 46n h.
Les surfaces K dépendent d’un signe 6= + 1 et d’une fonction
arbitraire f(v) (la seule supposition nécessaire est f'(v) 3= 0), la
condition (22) étant satisfaite identiquement par

/] 1
m = -, n =, 23a,
_ 7 ; (23a)
«d’ol1 il résulte
h =462, k= 16683 (23b)

V. Enfin nous allons donner une application des formules
{9a, b, c,d,e,f, g) & la solution du probléme suivant:

Déterminer la classe de surfaces réglées gauches R
pour lesquelles la R correspondante est une quadrique.
On sait que R est une quadrique si
A=B=C=0. (24)
D’apres (9d, e, f) on a
o4 —T = (52— %)
a a,
-d’ou 'on tire en annulant (n = 0 est exclu)
ay:a, = A:u, (25)
A, u étant deux constantes non nulles. .
En tenant compte de (25), les équations (24)

C=4n"—n—=0,
)
A=4n —n %a_ 0,
ay
donnent
’ a, = Ant, a, = un'. (26a, b)
De .
B=0
il résulte o
(A — p) n® — 8nm’ 4 8mn’ = 0. (26¢)
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Les conditions pour que R soit une quadrique étant exprimées:
par le systéme d’équations différentielles (26a, b, c), posons pour-
les intégrer

— = X.
n

Par cette substitution (26c) se transforme en
8o’ = (A — u) n. (27)-
Tout d’abord excluons le cas A—u =0, car il entraine
n = 0. Il reste
n:—sof—, m:&x_oc. (28a, b).
A—upu A—upu
De I’équation
@ — @y = (A— p) nt,
c’est a dire de
8(m—m'n 4+ mn') = (A — pu)nd :
on déduit d’aprés (28a, b) ’
1663 = (A — p) &'.
On peut exclure «' = 0 en conséquence de la supposition
n == 0. La relation précédente devient alors

1662 = 1 — p.
Il en résulte aisément
' ’ VA M
o =
d’ou 'on a
Vs,

La constante d’intégration peut étre négligée, v n’étant défini
qu’a une constante additive pres.
En remplacant dans (28a, b) « par la fonction trouvée de v -

on a deux invariants
2

Vi—u

n = ,  m = }v.

Enfin la relation
G0 + ag = (A + u) nt
nous donne le troisiéme invariant j sous la forme
80 —A—u

T 2(Ai—p)
ol 6 = + 1. Remarquons que les invariants n et j ne dépendent
pas de v, c’est a dire ils sont des constantes.
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Tous les invariants étant déterminés, le systéme canonique
flecnodal correspondant & une surface R de la classe cherchée
a la forme

46 v? m
A (S
R 17y " T—u)? ’

On voit de 1& que chaque surface R de cette classe est déter-
minée par deux constantes 4, u et un signe 6 = 4 1.
Les équations (9a, b, ¢c) donnent encore

20

Ji—n
Enfin en exprimant j d’aprés (9g) on obtient de (8a, b)
_ _ 45 _ y )

"T=vy"y + 2’y + )
Y Y1 V T—n L p—— Y l
= 4 ! ’ ll/l/ ~ l

2 =y — v+ /2.

1 V p— Y1 1T
La surface R déterminée par le systéme précédent est en effet

une quadrique. Nous voulons vérifier cette proposition.

A ce but il suffit de démontrer que la courbe Cz, ot @ = tyy; +

+ t,2,, et ou ¢, : 1, satisfait aux équations des asymptotiques de R,
c’est a dire aux équations

a= ,5:—%'0,62—__——_:- (30)

(30a, b)

= — oty + =
25 Vi (31a, b)
t’z = —1 + %‘vtz’

-est rectiligne.
D’apreés (31a, b) on a

T = (ty +tR) =ty LY+ R =

2 _ 26 o
= (— oty + —‘—'—tz) %+ (——-——— b+ %vtz) B by + 7.
Vi—u Vi—u

En dérivant de nouveau on obtient, en tenant compte des
€quations (30a, b) et (3la, b),

—n_ (V* | A+ pu—8d\ _
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Donc, tous les points qui décrivent les asymptotiques de R
satisfont & 1’équation linéaire différentielle ordinaire du deuxiéme
ordre (32). On en conclut que tous les asymptotiques en effet
sont rectilignes. Elles engendrent la demiquadrique complémentaire
4 la demiquadrique décrite par p.

Les surfaces R de la classe considérée ont bien de propriétés
remarquables. Bornons nous & une de ces propriétés qui est une
conséquence simple des relations

a=a b=2b,c=c,
qui résultent de (9a, b, ¢) et (25). En les interprétant géométri-
quement on trouve le théoréme suivant:

Soit R une surface réglée gauche, soit R la surface correspon-
dante de droites d’intersection de plans osculateurs des courbes flecno-

dales. Soit R une quadrique, soit x un point qui décrive une asympto-
tiqgue de R. Si en un moment x rencontre une génératrice p de R, le

plan tangent en x & R coupe la génératrice p correspondante de R dans
un autre point x. Alors le point x décrive une droite de la demiqua-

drique complémentaire ¢ R.
£

0 zborcenych plochach, jejichz fleknodalni '€ary jsou rtizné
a ZAdni neni rovinna.

(Résumé predchoziho ¢élanku.)

Hlavnim pfedmétem studla v predchozim &lanku jest piim-

kova plocha R, kteri je z dané zborcené pifmkové plochy R
sestrojena takto:

Je-li p = (y, 2) tvorici pfimka plochy R, y a z fleknody na p,
7 a ¢ oskulaéni roviny fleknodélnich dar Cy a C, v bodech y a z,
pak priseénice p = (i, £) rovin 7 a ¢ necht jest tvoifef piimkou
(p¥islugnou ku p) plochy R.
' Plati véta:
Nutnd (a zPejmé i postadujici) podminka rozvinutelnosti

plochy R jest, aby alespoii jedna fleknodilni &ira na R byla
rovinnd (odst. I).

Za, predpokladu, Ze I_Erje zborcend, odvodi se snadno zakladni

rovnice a zakladni veli¢iny Cechovy teorie pro B [odst. II, rovnice
(8a, b), (9a, b, ¢, d, e, f, g)]. Z nich lze vyéisti mnohé geometrické

vztahy mezi R a R a studovati pripady zvlastni. Tak bylo odvo-
zeno (odst. III):
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Plati-li pro véechny p¥imky p plochy R, Ze hyperboloid H(p),
oskulujici R podél p, se dotyka odpovidajici pfimky p plochy R
(pifpad studovany Wilczynskym), pak jedna z harmonickych
kfivek na R jest asymptotikou (pfipad studovany O. Mayerem).
Bod styku p s H(p) lezi na tedné této kfivky v jejim bodé na p.
T¥ida ploch, charakterisovand Wilezynskym, je totozna s t¥idou
Mayerovyceh ploch G specidlnich, na nichZ jedna kiivka harmo-
nicka jest asymptotické (obecnou plochu G definuje Mayer poza-
davkem, aby na ni existovaly 2 asymptotiky oddélujici harmonicky
dary harmomcke) _

Podobné vztahy plati mezi hyperbolmdem H(p), oskulujicim R
podél p a plochou R (odst. IV). '

Nazveme-li s O. Mayerem soustavou R takovou soustavu
ktivek na R, jejiz krlvky vytinaji na tvoficich pfimkach bodové
rady pr0]ektlvni (na. pr asymptotlky) pak fleknodalni, komple-
xové a harmonické 8ary ziejmé nalezeji teze soustavé 57{ jiz na-
R.

Pak pravime, ze R nalezi tiidé K (odst. V), kdyi hlavni
soustava ‘R plochy R jest axidlni (t. j. tedny k jejim kiivkdm tvoii
kongruenci W s fokalnimi plochami pfimkovymi). Prislu$na
kongruence W m4 zfejmé v R jednu plochu fokélni; v odst. V se
dokazuje, ze druhou fokalni plochou jest v tomto piipadé plocha R,
diive definovana jako misto prﬁseénic oskul. rovin fleknodélnich
éar plochy R. -

Koneéné lze poloziti otdzku (odst. VI), kdy R jest kvadrika
(pFesnéji regulus). Fleknodalni kanonicky tvar zdkladnich rovnic
plochy R, k nf# pisluini R jest regulus ]est (27a, b). Z né&ho je
patrno, Ze plochy R tohoto druhu zavisi na dvou konstantich
(4, #) a jednom znaménku (8 = -+ 1). Z detnych vztaht mezi R a R
snadno vyplyvé [z rovnic (9a, b, ¢) a (28)] tento:

Necht pohyblivy bod x na R opisuje asymptotiku. Necht
v uréitém okamZiku tento bod leif na p, te¢nd rovina v ném k B
necht sede odpovidajici p na E v bodé z. Pak bod z opisuje p¥imku
regulu komplementarnfho k R.
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