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Sur la stabilisation des oscillations par couplage* 
Rostislav KoSfâl, Praha . 

(Reçu le 20 novembre 1934.) 

On cherche à établir des relations entre les coefficients de l'équation 
^ de mouvement pour l'élément libre et entre les autres coefficients qui 
' entrent dans l'équation de mouvement par suite du couplage pour que les 
oscillations soient stables, c'est-à-dire que le couplage produise des oscilla
tions stables. 

Considérons un système de n éléments libres; les oscillations 
du système (stables ou non) soient données par les équations 

ak<pk + bk<pk + ck<pk = 0, 1 <1 k <I n. 

Couplons les éléments du système. Puis le mouvement de l'élé
ment de l'indice k sera donnée par les équations 

ak<pk + bk<pk + ck<pk + Z' (akr<pr + bkr<pr + ckr<pr) + 

. r (1) 
+ Z'(ockr<pk + pkr<pk + ykr<pr) = 0, 1 <I k fg n, 

r 

oii Z' signifie la somme pour tous les r, à l'exception de r = k. 
Les trois premiers termes représentent le mouvement de l'élément 
libre. On déduit l'équation ci-dessus en portant des expressions 
suivantes1) 

n 
T = T y i^W* 2 + i ^ ' akr<pk<pr + \ZZ' <*kr<Pk2 + ZZ' m^<pr<pk, ,-*J k r k r k r 

j f c = l 

Tfr 

V= \ V cm2 + i£Z' ckr<pk<pr + \ZZ' ykr<pk
2, 

émX k r k r 
k=l 

,-H k r k r 

(2) 

fc-=l 

1) Rost. KoStfâl, Les vibrations des systèmes couplés. Publications de 
la faculté des sciences de l'université Masaryk No. 140. 1931. 

40 



où akr = ark, ckr = crk, dkr = drk, ekr = —- erk, b^ = rn^ — mrk + 
+ dkr = ekr + d^r, par l'équation de Lagrange 

Pkj dt\dq)kJ d(pk d(pk 

Dans l'expression pour T il faut pour 1 <^ k ;_ n ak^> 0. 
Si l'élément de l'indice k effectue l'oscillation composée définie 

par les équations (1), chacun parmi ces éléments libres ne doit 
pas forcément effectuer le mouvement harmonique, c'est-à-dire 
ses oscillations ne doivent pas être stables. Nous allons chercher 
les conditions entre les coefficients ak, bk, ck et les autres 'coeffi
cients de l'équation (1) qui y entrent par suite du couplage pour 
que l'équation (1) donne des oscillations stables, autrement dit, 
pour que le couplage produise des oscillations stables. 

En éhminant, du système de n équations (1), les variables 
<Pi, cp2, . . ., (pk—i, (pk+i, . . ., (pn, on obtient l'équation différentielle 
qui contient la variable cpk et ses dérivées. Il s'agit alors de trouver 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'élément k 
effectue des oscillations stables. 

Désignons par 

a>kk = ak + U'ockr, bkk = bk + Z't3kr, ckk = ck + Z'yjcr * 
r r r 

et l'équation (1) devient 
n 

V (akr<Pr + b^cpr + ckr(pr) = 0, 1 <^ k fg n, (3) 
r=l 

où la sommation est étendue sur tous les 1 <I r <I n. Désignons 
les intégrales particulières de ce système des équations 

9?x = en, <p2 = eu, . . .,(pr = eu, . . ., (pn = eu, 
donc 

(pr == Xcpr, (pr = h2(pr, l <Lr <Ln 

et en substituant ces quantités dans (3) 
n 

V («ArrA2 + bkrX + Ckr) (pr = 0, 1 < k <£ n. 
r = l 

C'est un système de n équations homogènes à n variables. La 
solution est possible quand 
. «Il**2 + b

nA + Cll> %2^2 + 612^ + CW • • •> aln^2 + hnl.+ CXn . 
a21A

2 + b21A + c21, a22A
2 + b22X + c22,- . . ., a2nX

2 + b2nX + c2n 

1 о,п1№ + ЬпХХ + сп1, ап2Х
2 + Ьп2Х + сп 2, аппХ

2 + ЬппХ + сп 

= 0; 
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ď où 
<x0A

2» + «.A-*-V+ a-,*-"-- + . . . + «2„-iA + «2« = 0. (4> 

OÙ 

a i l > ^12? 

^21? ^22 ' 

. , ӣ\n 

•> a2n 

#nl> ^n2> • • •> ann 

alV al2> • • 

ni 

Л , = 

«2' ; 

nl 

(**-!)! 

^21> ^22> • 

&яl> &n2> • 

(n—1)! 
al,n—Ъ c l n 
a2,n—Ъ c 2n 

+ s 
n! 

/n—2)!2! I 

ttn,»г—1J c n n ' 

r a n , a12, . . ., ai^—!, 6 l n 

a 2 l> ^22? • • •> a 2,n—1> V2n\ 

: I 
^ n l j a n 2 > • • «J an,n—1> Onn-

+ 

• • #2n—2 

nl 
(n-1)! 

C12> 

%1> ^12? • • •> al,n—2, Уl,n—Ъ Ь\n 

a2V a22> • • •? a 2,г—2> V2,n—Ъ Ь2n 

anЪ an2> • • •> a n , n — 2 > 0n,n—1> ^ n n 

. . . , C i j W — i , ӣin 

•> c2,n—1> a 2 n 

+ 
crЛ> cn2> • • •> c n,n—1> ann 

C1І> C12> • • •> c l , n — 2 J 01,n—ІJ ^ l n 
C21> C22> • • > c2,n—2> ^2,n—1> " 2 n 

c n l > cn2> • • •> c n , n - 2 J Oҗn—1> &nn 

s-
nl 

(n —2)!2! V 

0C2n-

« 2 n 

->=s 
n ! 

( n - l ) I 

C l l> C12> 
c21> C22> 

c n l > cn2> 

'IV °12> 
c2l> C22> 

c n l > cn2> 

• • *> c l n 

. . . , C2« 

• • •* c«« 

c l ,n—1> Ьi 

Çй,я—-1> Ь^n 

Cn,n—1> ®nn 

(5)-

E {} est la somme des déterminants (dont le nombre est indi
qué à £) que l'on obtient en permutant les lettres a, b, c cités dans 
le déternïinant. Désignons les racines de cette équation par Al5 

Ag,. , . , An. Le nombre de racines deux à deux différentes soit v;. 
désignons ces racines par Xx, A2, . . ., X». Pour chaque v + 1 <I Q <I 
<_ 2n il existe un 1 <L a <± v de telle propriété que Xq —- Àa. Dé
signons la multiplicité de la racine A ,̂ 1 ;__ /u <_ v par p^\ on a alors-

2* = 
A - - 1 

2n. 
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La solution du système des équations différentielles (3) est donnée 
par les expressions 

V 

9k = J ] ( C W e V + C^i teV + ;... + oj^-iP^-W), 

^ = S S Ch*^^' (6) 

pour & = 1, 2, . . ., 7i ; où en général Ck^a + 0 pour tous les k, /LI, a. 
I. Quand X^ est réel, trois cas peuvent arriver: 

1. Xfj. > 0, puis pour cr I> 0 et t-> oo. est C ^ ^ e V -> oor 

2. a) A,, = 0, puis pour cr > 0 et £ -> oo est C j ^ ^ e V -> oo, 
b) Â  = 0. puis pour o* = 0 et t -> oo est C ^ / ^ e V — const.. 

3. Â  < 0, puis pour a ^> 0 et £ -> oo est Ck)Miataexfx% -> 0. 

I I . Quand la partie imaginaire de Â  est différente de zéroy 

en écrivant X^ = Q^ ~\- ico^; trois- cas peuvent se présenter de 
nouveau: 

1. Qn > 0, puis pour a _* 0 et £-> oo est C ^ ^ e V -> oor 

2. a) o,, = 0, puis pour cr > 0 et £->- oo est C j ^ ^ e V -> oo, 
b) &« = 0, puis pour o = 0 et t -> oo les oscillations arri

vent, 
3. o^ < 0, puis pour a I> 0 et £ -> oo les oscillations arrivent. 

Pour que les oscillations stables s'établissent, il faut que 
l'élongation primitive infiniment petite reste toujours infiniment 
petite, c'est-à-dire que les racines A ne doivent pas être égales aux 
valeurs mentionnées sous 1 et sous 2a, dans le cas I de même que 
dans le cas IL La condition pour les oscillations stables est que les 
racines à la partie réelle nulle soient simples, les racines à la partie 
réelle négative peuvent être aussi multiples. Pour que les oscilla
tions prennent naissance, il est nécessaire qu'au moins une racine 
ait la partie imaginaire différente de zéro. 

Il s'agit maintenant de trouver les conditions, auxquelles 
doivent satisfaire les coefficients de l'équation (4) pour que ses 
racines satisfassent aux conditions citées ci-dessus. Nous n'avons 
rien supposé à l'égard des coefficients de l'équation (1), sauf qu'ils 
soient réels et a* ^> 0 pour 1 <1 k <1 n. On ne peut donc rien dire 
des coefficients de l'équation (4). Supposons que le premier coeffi
cient oc =f= 0 — en partant des puissances élevées — ait l'indice 
2n — m; divisons l'équation par ce coefficient et écrivons l'équa
tion résultante sous la forme de * 

/(A) =s A*.+ A * " - i + &A—2 + • • • + Pm - 0, (7) 
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ou 
Q &2n—m+k i ^ 7 ^ 

^2w—m 

Il en résulte que l'équation (7) peut avoir la racine égale à zéro 
qui n'est que simple. Quand l'équation (7) a la racine égale à zéro, 
écrivons F(X) = f(X)jl, dans le cas contraire posons F(X) = f(X)\ 
le degré de F (À) soit m'. Puis F(X) doit avoir des racines purement 
imaginaires exclusivement simples et des racines qui restent 
il partie réelle négative. Les conditions auxquelles doivent satis
faire les coefficients de l'équation donnée pour que ses racines possè
dent les propriétés indiquées sont expliquées dans ma note ,,Contri
bution à la théorie des équations du w-ième degré.2)" 

La condition nécessaire et suffisante, pour que les racines 
purement imaginaires d'une équation donnée à coefficients réels 

f(x) = xn + axx
n~^ + a2x

n~2 + . . . + an = 0, (8) 

{an 4- 0 et av = 0 pour v > ri) soient simples et que les racines qui 
restent aient la partie réelle négative, est 

1. an—2v > 0 et ou tous les an_2v—î positifs, ou tous égaux 

< ' A ^ ^\n~ 21 
-a zéro pour 0 <L v <U —z— , 

2. désignons par Q la signature de la forme quadratique 
T T 

2 S 8*+*-*y*y'i> (9) 

! = 1*?=1 

où les s sont les sommes des puissances des racines du plus grand 
opmmuri diviseur 

d(y) = do^ + dit?-1 + . . . + dr = 0, 

•des deux polynômes g(y) = g(x2), h(y) = h(x2), l 'un formé des ter
mes aux puissances x paires, l 'autre formé des termes aux puissances 
x impaires de l'équation (8) f(x) = g(x) + xh(x2). Il doit être 

Av > 0 pour 1 <1 v <^ n — 2Q, 
où 

%, aâ, a5, . . ., a2V—i 

AP = 
1, a2, a4, . . ., a^v—2 
0, av ct3, . . ., й2v—з 

av 

г) 

2) Casopis pro pêstovânf matem. a fysiky, 65 (1936), pp. 28—32. 
3) Si la signature o de la forme quadratique (9) satisfait à la con

dition 0 <; Q < \n, les n — 2Q déterminants Av pour 1 <̂  v <I n — 2q sont po
sitifs. Alors il faut qu'au moins un coefficient impair an_2v—1 s o ^ positif 
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Les conditions de ce théorème étant satisfaites, on a / l v = 0 pour 
n — 2Q + 1 ^Lv <Ln. 

Il faut y ajouter encore la condition qu'au moins une de& 
racines soit complexe avec la partie imaginaire différente de zéro, 
autrement le mouvement oscillant n'aurait pas lieu. Cette con
dition arrive sous no 2. Alors nous allons résumer: 

Pour que le système des équations différentielles (3) donne 
les oscillations stables, il faut et il suffit que l'équation caractéristi
que (7) remplisse les conditions suivantes: 

1. S'il y a racine nulle, elle doit être simple. Dans ce cas 
introduisons la fonction F(X) = f(X)/X, autrement* F(X) = f(X)'r 
désignons par m' le degré de F(X). 

2. La signature de la forme quadratique 

SS'« 

a zero 

| = 1 7 7 = 1 

où s' sont les sommes des puissances des racines de l'équation 
caractéristique F(X) = 0, doit être moindre que son rang au 
moins de 2. 

3. fim'—2v > 0 et ou tous les /?w'__2v—î positifs ou tous égaux 

;ero pour 0 <I v <1 — - — . 

4. Désignons par Q la signature de la forme quadratique 
T T 

£=1*7 = 1 

où les s sont les sommes des puissances du plus grand commun 
diviseur 

d(y) = d0y* + d^-i + ... + dr = 0 

de deux polynômes, g(y) = g(X2), h(y) == h(X2), l'un formé des ter
mes aux puissances x paires, l'autre formé des termes aux puis
sances x impaires de l'équation F(X) = 0; F(X) = g(X2) + Xh(X2). 
Il doit être 

Av > 0 pour 1 <I v ^ m' — 2Q, 

et, par conséquence, que tous les coefficients soient positifs—c'est le 
théorème 2 de ma note citée ci-dessus. 

Si la signature Q = \n9 c'est-à dire n-est paire,Te degré du j>Ius grand 
commun diviseur peut être égal à \n, à condition que h(x) = 0 identique
ment, c'est-à-dire que a2v—1 ~ ® P o u r 1 ̂  v ^ \n- Puisque la signature 
est égale au degré g (y), la forme quadratique (9) doit être définie positive,-
ce qui est équivalent à la condition 2 du théorème 1 de ma note citée 
ci -dessus. 
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ou 
&> &> /55 , . . ., fav—l 

1> /?2> fi*> • • •> /?2v—2 
A v = 0, /?! , /?3 , . .. ., /?2v—3 

•Ces règles permettent, d'après les valeurs des coefficients, de 
constater, si les oscillations stables arrivent ou non. On peut aussi 
trouver les coefficients qui entrent dans l'équation par suite du 
eouplage, pour que les oscillations stables arrivent. On a rien 
supposé à l'égard des oscillations libres, donc elles peuvent être 
aussi instables et se stabilisent par le couplage. 

Quand n éléments sont couplés, les coefficients entrants par 
le couplage doivent satisfaire aux conditions ^ = #rfc? ckr = crk, 
dkr = drk, ejcr = — erk. Le couplage ajoute donc en général 
4 (n—1) n termes à coefficients oc, y, à et e qui peuvent être 

différents et encore 4 ( ~ ) termes à coefficients a, c, d et e qui 

sont liés par la condition citée ci-dessus. En total, le couplage 

ajoute en général 4n (n — 1) + 4 ( A = 6n (n — 1) termes. Si 

le couplage doit être symétrique, puis akr = ark, cjcr = crk, dkr = drk 

ejcr = 0, ocjcr = ocrk, ykr = yrk, ôkr = àrk, ekr = 0, alors le nombre 
des termes qui s'ajoutent par suite du couplage peut être au maxi
m u m ô lo ) = 3n (n— 1). Si le couplage doit ;être antisymétrique, 

puis il faut akr = 0, ckr = 0, dkr = 0, ekr = — erk, akr = 0,ykr = 0, 
àjcr = 0, ejcr = — erk et le nombre des termes qui s'ajoutent par le 

couplage peut être au maximum 2yï\ = n (n — 1). C'est de cette 

façon que le nombre de coefficients e§t plétejfminé et ceux-ci peuvent 
varier de sorte que les oscillations stables arrivent. 

Stabilisace kmitů spřažením. 

( O b s a h p ř e d e š l é h o č l á n k u . ) 

Mějme systém n volných elementů; kmity těchto elementů 
{ati stabilní pebo nestabilní) jsou 4 á n y rovnicemi 

a&fk + bk<pk + ck(pk = 0, 1 < k < n. 

Když j k m ty to elementy spřaženy, p&k je pohyb Jb-tého elemeiitu 
-dán rovnicemi ...;••", 
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Uk<Pk + bk<pk + Ck(fk + Z' (akr(fr + bjcrCpr + Ckr(pr) + 
r w 

+ Z' (ocjcrcpk + fíkrVk + 7kr<Pk) = O, 1 <^ k <£ n, 
r 

kde Z' značí součet pro všechna r, vyjímajíc r = k. 
Když k-tý element koná složený pohyb kmitayý definovaný 

rovnicemi (I), nemusí obecně ještě každý z nespřažených elementů 
konati jednoduchý harmonický pohyb, t. j . nemusí jeho kmity 
býti stabilní. Chci nalézti, jaké musí býti podmínky mezi koefici
enty původními a koeficienty, jež přistupují spřažením, aby 
rovnice (I) dávala stabilní kmity, čili aby spřažením vznikly 
z původních kmitů kmity stabilní. 

Označme 
0>kk = <*>k + ^'(Xjcr, bkk = bk + ZfP]cr, ckk = ck + Zfyjtr, 

r r r 
pak rovnice (I) nabývá tvaru * 

n. 
V (dkrq>r + bjcrifr + Ckr(fr) = 0, 1 <1 k <L n, ( H ) 
r=l 

a součet se nyní vztahuje pro všechna 1 <I r ;_ n. Podmínka exi
stence řešení tohoto systému rovnic zní 
anX

2 + bnX + cn, a12X
2 + b12X + c12, . . ., alnX

2 + blnX + cln 

a21X
2 + b21X + c21, a22X

2 + b22X + c22, . . ., a2nX
2 + b2nX + c2n = = 0 . 

a>niX2 + bnlX + cnl, an2X
2 + bn2X + cn2,. . ., annX

2 + bnnX + cnn 

upravením 
<x0X

2n + oc^-1 + . . . + oc2n = 0, 

kde -oc jsou známé funkce a, b, c. 
Nechť prvý koeficient oc + 0 — postupujeme-li od nejvyšších 

mocnin — má index 2n — ra; dělme rovnici tímto kpeficienijíem 
a výslednou rovnici pišme tvarem 

fW = A- + AA—! + ptx»-2 + ... + pm = 0, (III) 
kde 

fc = "2n-™+\ l£k£m. 
tt-Zn—m 

Aby systém diferenciálních rovnic (II) dával stabilní kmity, 
k tomu je nutné a stačí, aby rovnice (III) splňovala podmínky: 

1. nulový kořen může míti jen jednoduchý; když má nulový 
kořen, zavedeme funkci F(X) = f(X)/X; jinak F(X) = f(X); stupeň 
F(X) označme ra'; 

2. signatura kvadratické formy 
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2 J 2jS'š+V-2kki, 
í=-l rj~l 

kde s' jsou potenční součty kořenů charakteristické rovnice F(X) = 
= 0, musí býti aspoň o 2 nižší, nežli je její hodnost; 

3. pm'—^ > 0 a buď všechna fím
r-2V- i > 0, anebo všechna 

faL^-t = 0 pro 0 £ v£ f 5 - ^ ] ; 
4. když signatura kvadratické formy 

T T 

£=-lt?«l 

je £, při tom s jsou potenční součty kořenů největší společné míry 
d(y) = d^tr + d1y*~1 + ... + dT = 0 

dvou polynomů g(y) = g(X2), h(y) = h(k2), utvořených jednak z čle
nů o sudých mocninách A, jednak z členů o lichých mocninách X 
rovnice F(X) = 0; JP(A) = g(X*) + AA(A2), pak musí býti 

Av > 0 pro 1 <̂  v <1 m' — 2Q, 
při tom 

I Pv ^35 I^5J • • •> i#2v— 1 I 
1? A.*' & ? • • •? /?2v—2 

^J*' = : I 0 , & , #>, . . ., /?2v—3 I 
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