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Sur la stabilisation des oscillations par couplage.
Rostislav Ko§fil, Praha.
(Recu le 20 novembre 1934.)
On cherche & établir des relations entre les coefficients de l’equatxon
_de mouvement pour I'élément libre et entre les autres coefficients qui
“entrent dans I’équation de mouvement par suite du couplage pour que les

oscillations soient stables, c’est-a-dire que le couplage produise des oscilla-
tions stables.

Considérons un systéme de n éléments libres; les oscillations
du systéme (stables ou non) soient données par les équations

ak(.];k -+ bk(}"k + =0, 1 g k §__ n.

Couplons les éléments du systéme. Puis le mouvement de 1'é1¢-
ment de l'indice k sera donnée par les équations

apr + brgr + agr + 2 (@upr + bupr + crpr) +

- . (1)
+ Z'(orr@x + P + vrpr) =0, 1< kX m,

ou X' signifie la somme pour tous les r, & ’exception de r = k.
Les trois premiers termes représentent le mouvement de I’élément
libre. On déduit I’équation ci-dessus en portant des expressmns
smva,ntesl)

T=4% Ea"q}"z‘_{' 1ZE anpipr + 125 cupi? + 22 mig.pr,
k=1 . kr kr Er
n .
V=4 Z cupr® + 227 cuprpr + $227 ypi?, (2)
i=1 kor Tk
n

F =1} bigi? + %f‘r‘:" deprpr + %2’3{" Brpit,
£

I
-

1) Rost. Koéﬁé.l,. Les vibrations des systémes couplés. Publications de
la faculté des sciences de I'université Masaryk No. 140. 1931.
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oU @iy = Gy, Cor = Crt, Gpr = dppy €ty = — €, bpr = Mgy — My +
~+ dir = e + dir, par ’équation de Lagrange

9(3{3)~3£ + & g n=1r—v.

dz \ Oz Opk 0Pk

Dans I'expression pour 7' il faut pour 1 < k < n a; = 0.

Si I’élément de I'indice k effectue 1’oscillation composée définie
par les équations (1), chacun parmi ces éléments libres ne doit
pas forcément effectuer le mouvement harmonique, c’est-a-dire
ses oscillations ne doivent pas étre stables. Nous allons chercher
les conditions entre les coefficients az, bz, ¢ et les autres -coeffi-
cients de I’équation (1) qui y entrent par suite du couplage pour
que l’équation (1) donne des oscillations stables, autrement dit,
pour que le couplage produise des oscillations stables.

En éliminant, du systéme de n équations (1), les variables
@15 Qo+« s Ph—1, P+1s - - - Pu. ON Obtient 1’équation différentielle
qui contient la variable gy et ses dérivées. Il s’agit alors de trouver
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1'élément %
effectue des oscillations stables.

Désignons par

Wy = @ + Z'okr, bix = b + Z'Birs Cix = Ck + Z'Yir
r r r

et 1’équation (1) devient
n
2 (alcr‘Pr + blcr‘Pr + Ckr(Pr) =0,1 é k é n, (3)
r=1 '
ou la sommation est étendue sur tous les 1 < r < n. Désignons
les intégrales particuliéres de ce systéme des équations

P =M, gy =M ... g =eM . p, = e,
done )
Qr = }“PT’ Pr :A?‘Pn lérén
et en substituant ces quantités dans (3)
n .
E(ak,zz + brd + ) pr =0, 1 < k<
r=1 ’
C’est un systéme de =z équations homogénes & n variables. La
solution est possible quand
A2 4 by d + ¢y, @19A% + bl + Cyp, .o .y B10A2 - b1ad - C1g
A% + bz{}v + Cap, @A® + bzgl + Cay - - -y AonAl +_b2-n}» + Con 0

1an A% 4 bn'll + Cn1, @n2d? + b;l2l + Cn2, AunA® +‘bnn}~ + Cnn
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A2 - o AT A2 . g 1A+ g = 0. (4)

ou
Qyy, Ay - - oy Q1p | @11, Qygy - - o5 Ayp—1, bin
a. a. P i . e — }
g = | T G - o agn‘;, o = Z Ay, G, : A2n—1, bznl ,
. o nl :
An1, On2s - - o5 Opn | m—DI\UAn1, Apg, . . ., Ay p—1, b

. Q15" Gy« - oy al,n—l, Cin
&g = Z '“:21a Qozs -+ o> d2n—1, Conll' 4
.onl
m—=0)I\I@n1, An2, . . ., App—1, Cpn
Ay, A1y o - o al,n—Z: _bl,n—la bln
...]_. E A9y, Ao, . - -, a’_2,‘2-—2; b2,n—1: b2n

se e

n!
(n—2)21 On1, A2, « - 5 Opn—2, bn,n—l’ ban
] Ci1> Ci25 - - o cl,n——ly Q1
C C v eay C — a
oo Bop—g = Z 2:1, 223 y “2n-1, 2n + ) ) (5)
nl ° '

@—1)I\UCk1; Cn2, « « «, Cyn—1, Apn

|

+ Z Co1> Cogy -+ .5 C2.n—2, b2,n—1> bZn(
. 2

mn—2)121 \Cn1, Cn2y « « -5 Cn,n -2, bn,n—l: ban

C11> Ciar - -+ Cln—g, bin—1, blni]

Ci1s C12> + - Cln—1, D1n

Kopry = Z 62:1, Ca2y « 5 Cop—1, ey
nl

m—DI\UCn1, Cp2, « « +y Cpp—1, bun

C11s G125 -+ -5 Cin

Koy = 62:1, Co2y -« -y C2n

Cnls Cn2s « -+ Cnn

Z{} est la somme des déterminants (dont le nombre est indi-
qué & X)) que I'on obtient en permutant les lettres a, b, ¢ cités dans.
le déterminant. Désignons les racines de cette équation par A,
Ags « . ., An. Le nombre de racines deux a deux différentes soit »;
désignoris ces racines par 4, 4, . . ., 4,. Pour chaque » 4 1 < e <
< 2n il existe un 1 < ¢ < » de telle propriété que 4, = 4,. Dé-
signons la multlphclté de Ia racine 4,, 1 < 4 < v par p,; on a alors

zpu

. ' ‘ p=1
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La solution du systéme des équations différentielles (3) est donnée
par les expressions

b = Y (Cruoest + Crpntehit + .. + Cipp thu—leh),

n=1
Y Pt
Qr = Ck,”,otuelllt, . (6)
pour £ =1,2,.. ., n; ou en général Cx,, = 0 pour tous les k, y, 0.

I. Quand 7, est réel, trois cas peuvent arriver:

1. 4, > 0, puis pour ¢ = 0 et ¢— oo est C’k,,at“e‘u‘—» 0,
2. a) 4, =0, pulspoura:;'>Oett—>czoest70,c otoetut — 0,

b) 4, =0, puis pour ¢ = O et — oo est C’,c,,,,t"e’1 t = const
3. 4, <0, puis pour ¢ > 0 et t— o est Cy, %t — 0.

_ II. Quand la partie imaginaire de A, est différente .de zéro,
en écrivant 1, = g, + iw,; trois. cas peuvent se présenter de
nouveau: ’

1. gu > 0, puis pour ¢ = 0 et t— oo est Cj, %t — o0,
2. a) g, = 0, puis pour ¢ > 0 et £ — o0 est C, t%ut — o0,
b) 0. = 0, puis pour 0 = 0 et £ — oo les oscillations arri-
vent,
3. 94 < 0, puis pour ¢ = 0 et ¢ — oo les oscillations arrivent.

Pour que les oscillations stables s’établissent, il faut que
Pélongation primitive infiniment petite reste toujours infiniment
petite, c’est-a-dire que les racines A ne doivent pas étre égales aux
valeurs mentionnées sous 1 et sous 2a, dans le cas I de méme que
dans le cas II. La condition pour les oscillations stables est que les
racines a la partie réelle nulle soient simples, les racines & la partie
réelle négative peuvent étre aussi multiples. Pour que les oscilla-
tions prennent naissance, il est nécessaire qu’au moins une racine
ait la partie imaginaire différente de zéro. -

Il s’agit maintenant de trouver les conditions, auxquelles
doivent satisfaire les coefficients de I’équation (4) pour que ses
racines sa,tisfassent aux conditions citées ci-dessus. Nous n’avons
rien supposé a 1’égard des coefficients de 1’équation (1), sauf qu’ils
soient réels et a; = 0 pour 1 < k£ < n. On ne peut donc rien dire
des coefficients de 1’équation (4). Supposons que le premier coeffi-
cient « =0 — en partant des puissances élevées — ait I'indice
2n — m; divisons I’équation par ce coefficient et écrivons 1’équa-
tion résulta.nte sous la forme de

HA)= Am t Bamt + B2 .. 4 e 0, (1)
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fp = Sonmik 1< k< m.

X2n—m

11 en résulte que 1’équation (7) peut avoir la racine égale & zéro
«qui n’est que simple. Quand I’équation (7) a la racine égale a zéro,
écrivons F(A) = f(A)/A, dans le cas contraire posons F(A) = f(A);
le degré de F'(A) soit m'. Puis F(2) doit avoir des racines purement
imaginaires exclusivement simples et des racines qui restent
4 partie réelle négative. Les conditions auxquelles doivent satis-
faire les coefficients de ’équation donnée pour que ses racines posse-
dent les propriétés indiquées sont expliquées dans ma note ,,Contri-
bution & la théorie des équations du n-iéme degré.?)*

La condition nécessaire et suffisante, pour que les racines
purement imaginaires d’'une équation donnée & coefficients réels

flx) =2 4+ a2 + a2 4 ... + a, = 0, (8)
{a, & Oet @, = 0 pour»sn) soient simples et que les racines qui

restent aient la partie réelle négative, est
1. a,—3, > 0 et ou tous les a, ,,; positifs, ou tous égaux

4 zéro pour 0 < v < [7—1'——2:—1]

2. désignons par ¢ la signature de la forme quadratique '

E S+ n—2YeYns (9)

E=19=1 .
ou les s sont les sommes des puissances des racines du plus grand
commun diviseur )
dy)=dy +diy—' + ... +d: =0,
des deux polyndémes g(y) = g(«?), h(y) = h(x?), 'un formé des ter-
mes aux puissances z paires, I’autre formé des termes aux puissances
2 impaires de ’équation (8) f(x) = g(z) + xh(x?). Il doit étre

' 4, > 0 pour 1 < » < n—2p, ‘

Ly

ou
Ay, 3, g, . . ] Qgy—1 3)
17 g, Oy, . .., Qgp—2 i
‘Av =0, ,, Qs, L) a2v:—3 .

-"4-.= Vi, A ‘ av. !

2) {asopis pro péstovﬁni matem. a fysiky, 65 (1936), pp. 28—32.
?) 8i la signature ¢ de la forme quadratique (9) satisfait & la con-
dition 0 < ¢ < §n, les n — 2¢ déterminants 4, pour 1 < v < n— 2 sont po-

~ sitifs. Alorsil faut qu’au moins un coefficient impair a,_ o, ; soit positif
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Les conditions de ce théoréme étant satisfaites, on a 4,= 0 pour
n—2 + 1 v n. -

Il faut y ajouter encore la condition qu’au moins une des
racines soit complexe avec la partie imaginaire différente de zéro,
autrement le mouvement oscillant n’aurait pas lieu. Cette con-
dition arrive sous no 2. Alors nous allons résumer:

Pour que le systéme des équations différentielles (3) donne
les oscillations stables, il faut et il suffit que I’équation caractéristi-
que (7) remplisse les conditions suivantes:

1. S’il y a racine nulle, elle doit étre simple. Dans ce cas.
introduisons la fonction F(A) = f(A)/4, autrement: F(1) = f(4);
désignons par m' le degré de F(A).

2. La signature de la forme quadratique

m'  m'
E:s%+ﬂ”ﬁszﬂ
E=1n=1

ou s’ sont les sommes des puissances des racines de l’équation
caractéristique F(4) = 0, doit étre moindre que son rang au
moins de 2.

3. Bmw—2y > 0 et ou tous les f,—o,; positifs ou tous égaux
. '—1
a zéro pour 0 < v < [m 2~].

4. Désignons par ¢ la signature de la forme quadratiqué-

2 St +n—2YeYn,
E=19=1

ol les s sont les sommes des puissances du plus grand commun.
diviseur . . co
dy)=dywy +dy—1+...+d. =0

de deux polynémes, g(y) = g(2?), h(y) = h(A2), 'un formé des ter-
mes aux puissances x paires, l’autre formé des termes aux puis-
sances x impaires de ’équation F(4) = 0; F(1) = g(A2) + Ah(A2).
11 doit étre

4, > 0 pour 1 < v < m' — 2,

et, par conséquence, que tous les coefficients soient positifs—c’est le-
théoréme 2 de ma note citée ci-dessus.

8i la_signature ¢ = in, c’est-& dire » est paire,'le degré du plus grand.
commun diviseur peut étre égal & }n, & condition que A(z) = 0 identique-
ment, c’est-a-dire que a,,_;, = 0 pour 1< ¥ < 4n. Puisque la signature
est égale au degré g(y), la forme quadratique (9) doit étre définie positive,.
co (ti;ui est équivalent & la ocondition 2 du théoréme 1 de ma note citée:
ci-dessus.
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¢ ﬂl’ ﬁ39 ﬁﬁ’( LIRS ﬂ2v—1|

ly ﬂzy ﬂb vy ﬂ2v—2;
4, =| 0, By, ﬂs’ cae ﬂ21:—~3 .

| g |

*Ces régles permettent, d’apres les valeurs des coefficients, de
constater, si les oscillations stables arrivent ou non. On peut aussi
trouver les coefficients qui entrent dans ’équation par suite du
eouplage pour que les oscillations stables arrivent. On a rien
supposé & l'égard des oscillations libres, donc elles peuvent étre
aussi instables et se stabilisent par le couplage.

Quand 7 éléments sont couplés, les coefficients entrants par
le couplage doivent satisfaire aux conditions ax = amx, cxr =
diy = dri, exr = — €. Le couplage ajoute donc en général

4(m—1)n termes a coefficients «,y, d et ¢ qui peuvent é&tre

différents et encore 4(727'

) termes & coefficients a,c,d et e qui
sont liés par la condition citée ci-dessus. En total, le couplage
ajoute .en général 4n (n — 1) 4 4 (g) = 6n(n—1) termes. Si

le couplage doit étre symétrique, puis ai = i, Ctr = Cri, Gor = dpz.°
r = 0, X = Xy, Vir = Yrk, Okr = Ork, & = 0, alors le nombre
des termes qui s’ajoutent par suite du couplage peut étre au maxi-

mum 6(3’) = 3n (n — 1). Si le couplage doit étre antisymétrique,
puisil faut azr =0, ¢ty = 0, diy = 0, €1y = — €, 6 = 0, y1» = 0,
Orr = 0, &1, = — &, et le nombre des termes qui s’ajoutent par le
ccouplage peut étre au maximum 2 (g) =n(n— 1) C’est de cette

fagon que le nombre de coefficients est déterminé et ceux-ci peuvent
-varier de. sorte que les osc1llatlons stables arrivent.

. *'
Stabilisace kmitd spraZenim.
(Obsah prededlého &lanku.)

M&jme systém n volnjrch elementt; kmity. téchto elementu
. (atf sta,b}lni nebo nestabilnf) ]sou -dény roynicemi -

aquk+bkq:k+ckqpk——0 1<Ic<n

Kdyz Jéou tyto elementy spraieny, pak je pohyb k- tého elementu'
dan rovnicemi SR
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@i + bige + cgr + 2 (awpr + bugr + cpr) +
7 . .

. . : (I
+ 2' (O‘kr% ~+ Brrpr + virpr) =0, 1 < k < n,

kde X’ znaéi soucet pro vSechna 7, vyjimajic r = k.

KdyZ k-ty element kona sloZeny pohyb kmitavy defmova,ny
rovnicemi (I), nemusi obecné jesté kazdy z nesprazenych elementi
konati jednoduchy harmonicky pohyb, t. j. nemusi jeho kmity
byti stabilni. Chei nalézti, jaké musf byti podminky mezi koefici-
enty puvodnimi a koeﬁclenty, jez pristupuji SPra.zemm aby
rovnice (I) davala stabilni kmity, 01h aby spraZzenim vznikly
z pavodnich kmitt kmity stabilni.

Oznadme
iy = A + 2’0, b = b + Z'Brr, Cx = & + 'Y,
r r r

pak rovnice (I) nabyva tvaru

E (akr;")f + bqu;r + cupr) =0, 1 é k_g_ n, - (I1)

r=1 R .
a soudet se nyni vztahuje pro viechna 1 < r < n. Podminka exi-
stence FeSeni tohoto systému rovnic zni

apA® + by + ¢y, pA* - bizl + Cig - o G1nA% - D1pd - C1a
Ay A% + bzﬂ* + Cg, @peA% + bgod + Cog, . . ., A2pA? + bopd + Con —0;

n1A% 4 1A+ Cp1, An2A? +busd 4 Cuz, . - ., Annd? + bl 4 Cun
upravenim
0gA2m - o A1 L 4 gy = 0,
kde o jsou zndmé funkce a, b, c. :

Necht prvy koeficient x 4 0 — postupujeme-li od nejvyssich
mocnin — m4 index 2n — m; délme rovnici timto koeficientem
a vyslednou rovnici pi§me tvarem

fA)=2am 4 ByAm—t + Bl 2 + ... + B = 0, (I11T)
kde :
fp = 22nmmtt ) < k< m

&X2n—m ‘
Aby systém diferencidlnich rovnic (II) daval stabilni kmity,
k tomu je-nutné a stadf, aby rovnice (III) spliiovala podminky:

1. nulovy kofen miZe mfiti jen jednoduchy; kdyZ mé nulovy
kofen, zavedeme funkeci F(A) = f(1)/4; jinak F(A) = f(i.) stupen
F(A) oznaéme m’;

2. signatura kvadratické formy
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m m
2 8 e rn—2ledy,
£=1p=1
kde s’ jsou potenéni souéty kofenti charakteristické rovnice F (1) =
= 0, musi byti aspoii o 2 niz8i, nezli je jeji hodnost;
3. fw—e» > 0 a bud vSechna fp'—s,-1 > 0, anebo vSechna

ﬂm"—Zv—l =0 pPro 0 ,g 4 é [m ; 1];
4. kdyz signatura kvadratické formy

z Se+n—2YtYn;
g=1n=1 - ‘
je o, pii tom s jsou potendénf soudty koient nejvétsi spoleéné miry
Y =doy + g + ... + de =0 -

dvou polynomu g(y) = g(22), h(y) = h(A?), utvorenych jednak z ¢le-
nit 0 sudych mocninach 4, jednak z ¢lent o hchych mocninach 4
rovnice F(1) = 0; F(A) = g(A?) + Ak(4?), pak musi byti

4, >0 pro 1 < » < m' — 2,

pfi tom
ﬁl’ ﬁ:}! ﬂ53 e ey ﬂ2v-1
A 1’ ﬂz)‘ ﬁb LEENES) ﬂ2v——2
v = 0’ ﬂl! /38’ L] ﬂ21’—.3 °
B
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